KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET

(5.) ‘FELADATSOR’ 2009/2010. TAVASZI FELEV

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

9. Tudjuk, hogy a 2 egész szam primitiv gyok modulo 13. Készitsiink indextablazatot.
10. Hatérozzuk meg a 3z” = 8 (mod 13) kongruencia valamennyi megolddsat.

HAZI FELADAT(OK)

12. Legyen p primszam és legyenek modulo p a prmitiv gyokok

g <---< Jp(p—1)-

Milyen maradékot ad p-vel osztva a g - - - gy(p—1) szorzat?

13. Legyen p primszam és legyenek modulo p a prmitiv gyokok

g1 < < Gy(p-1)-

Milyen maradékot ad p-vel osztva a g1+ - -+ g,(p—1) Osszeg, ha p és (p—1)/2 is primszam?

REND, PRIMITIV GYOK, INDEX

86. Hatarozzuk meg az a elem rendjét modulo m.

(a) a=2,m=T; (b) a=2,m=41,
(¢) a=3,m=41; (d) a=3,m=232;
(e) a=06,m =41, (f) a=15m = 32.

87. Legyen n természetes szam.
(a) Hatdrozzuk meg a 2 egész szam rendjét modulo 3.

(b) Hatarozzuk meg a 3 egész szdm rendjét modulo 2".

88. Legyenek a és b egész szamok, k és n természetes szamok. Bizonyitsuk be a kovetke-
zoket.

(a) Ha ab=1 (mod n), akkor 0,(a) = 0,(b).
(b) Ha 0,(a) létezik, akkor o, (a¥) is 1étezik, és a két rend kozott az
0,(a*) = 0,(a)/Ink.o.(0,(a), k)

osszefliggés all fenn.



89. Legyen p > 2 primszam. Igazoljuk, hogy 0,(a) = 0,(—a) pontosan akkor teljesiil, ha
4] o0y(a).
90. Legyenek a és b egész szamok, m és n pedig természetes szamok. Igazoljuk a kovet-
kezoket.

(a) Ha In.k.o.(a,m) =1 és n | m, akkor 0,(a) | 0,,(a).

(b) Ha In.k.o.(a, mn) = 1, akkor
Olick.t.(mn) (@) = Ik k.t.(0p(a), 0,(a)).

(c) Ha Ink.o.(a,n) =1 és In.k.o.(b,n) = 1, akkor

on(ab) = o0,(a) - 0,(b) <= In.k.o.(0,(a),0,(b)) = 1.

91. Legyen p > 2 primszam, a olyan egész szdm, amelyre p t a teljesiil, valamint legyen
« természetes szam. Igazoljuk, hogy ha 0,.(a) = 2t, akkor a' = —1 (mod p®).

92. Legyen p > 2 primszdm és a olyan egész szdm, amelyre a' = —1 (mod p®) teljesiil,
valamely o és t természetes szamokra. Igazoljuk, hogy o0,0(a) = 2u, ahol u | t és t/u
paratlan.

93. Legyenek a és r természetes szamok, p > 2 primszam. Bizonyitsuk be, hogy ha
p|a® +1, akkor p =1 (mod 27*1).

94. Legyenek a,n > 2 természetes szamok. Bizonyitsuk, be hogy n | ¢(a™ — 1).

95. Az a,b egészekre és m természsetes szamra teljesiil, hogy
a®® = p°m(@ (mod m).

Bizonyitsuk be, hogy 0,,(a) = 0,,(b).

96. Igazoljuk, hogy a 2 egész szdm nem primitiv gyok modulo p, ha p = 22" +1 (n > 2)
Fermat-féle primszam.

Legyen n > 1 természetes szam. Definidljuk az A, halmazt és g(n)
egészet a kovetkezoképpen:

A, ={aeN:a<n-1és a primitiv gyok modulo n},

és legyen g(n) = min A,,.

97. Hatérozzuk meg g(p) értékét, amennyiben

(a 5; (b) p=13;

p
c) p=19; (d) p=23;

f

)
(c)
(e) p Fermat-féle primszam;
(f)

p = 3 (mod 8) primszam, amelyre (p — 1)/2 is primszam.



98. Adjuk meg az A, halmaz elemeit, ahol n € {7,10, 18,24, 1973}.
99. Legyen ¢ olyan paratlan primszam, amelyre p = 2¢ + 1 is primszam. Bizonyitsuk be,

hogy
1+ (—1)ab/2

q+ 5

primitiv gyok modulo p.

100. Legyen ¢ olyan paratlan primszam, amelyre p = 2¢ + 1 is primszam. Bizonyitsuk
be, hogy amennyiben p{ a® — a, akkor a vagy —a primitiv gyok modulo p.

101. Keressiink primitiv gyokot modulo 47, illetve modulo 59.

102. Legyen p primszam és n természetes szam. Milyen maradékot ad p-vel osztva a
Zlgigp—l 1" Osszeg?

103. Legyen p paratlan primszam és a olyan egész szam, amely nem oszthaté p-vel,
valamint legyen ¢ = 0,(a). Ekkor igazak a kovetkezdk.

a) Ha t > 1, akkor ., ad"=—1 (mod p).
1<k<t—1

(b) opn(a) =t - pm@(On=2) ahol p* || a® — 1.

Legyen n természetes szam, g primitiv gyok modulo n. Ekkor tet-
sz6leges a-ra (1 < a < n— 1, Inkk.o.(a,n) = 1) van egyetlen olyan
t =ind, ga € {1,...,0(p)} kitevs, amelyre ¢* = a (mod n), ez a
kitev6 az a elem indexe modulo n (a g primitiv gyokre vonatkozéan).

104. Hatarozzuk meg az alabbi indexeket.
(a) indy 47 4; (b) indg, 5 5;
(c) indag, 10 24; (d) inda7, g27) 25.
105. Legyen p primszam, g és h primitiv gyokok modulo p. Igazoljuk, hogy ind, a =
ind, a - indj, g (mod p — 1).
106. Tudjuk, hogy a 2 egész szam primitiv gyok modulo 29. Készitsiink indextéblazatot.

107. Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat:
(a) 172 =10 (mod 29); (b) 17z* = 10 (mod 29);
(c) 1722 — 3z + 10 = 0 (mod 29); (d) 172? — 42 + 10 =0 (mod 29).

108. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelyre p — 1| s - ind, a?
o

109. Legyen n > 1 természetes szam és p primszam, amelyekre p >

— teljesil és

2"p + 1 primszam. Mutassuk meg, hogy 3 primitiv gyck modulo 2"p + 1.

110. Legyen p primszam és M egész szam. A p — 1 egész szam kiillonbozé primosztdinak
—1 \?

pi) 2% akkor az

pp—1)

P—1 o _
sO(p—l)2 \/ﬁ] !

a szama legyen k. Mutassuk meg, hogy ha p > 4 (

M,M+1,...,M+2{

sorozatban talalhaté modulo p primitiv gyok.



