KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET

(4.) ‘FELADATSOR’ 2009/2010. TAVASZI FELEV

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

7. Hatdrozzuk meg a 7z = 5 (mod 23) kongruencia megoldasait.

8. Hatdrozzuk meg a ¢(n) = 6 egyenlet valamennyi megoldasat.

HAZI FELADAT(OK)

10. Legyen m természetes szam.

(a) Milyen m-ek esetén alkotnak a 0+ ---+14 (0 < i < m — 1) szdmok teljes maradék-
rendszert modulo m?

(a) Milyen m-ek esetén létezik olyan ay,...,a,, teljes maradékrendszer modulo m,
amelyre az a; + -+ + a; (1 < ¢ < m) szdmok is teljes maradékrendszert alkot-
nak modulo m?

11. Legyen f tetszoleges egész egyiitthatos polinom. Definidljuk a ¢ leképezést az alabbi
modon:

Yv:N—->N, ¢(n)={k:0<k<n—-1, Inko.(n, f(k)) =1}

(a) Igazoljuk, hogy ¥ (mn) = ¥(m)i(n), ha m,n € N és In.k.o.(m,n) = 1;
(b) Hatarozzuk meg 1 (p®) értékét, ahol p primszém és o € N.

KONGRUENCIARELACIO, MARADEKOSZTALYOK

54. Bizonyitsuk be, hogy 23 | 6151 4 25¥1333k72k 11 ahol k teszbleges természetes szam.

55. Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil, ahol a,b € Z és k,n € N?
(a) Ha k | n, a = b (mod n), akkor a = b (mod k).
(b) Ha k | n, a = b (mod k), akkor a = b (mod n).
(¢) Haa=b (mod k) és a = b (mod n), akkor a = b (mod kn).
(d) Ha ka = kb (mod kn), akkor a = b (mod n).

56. Igaz-e, hogy ha m | a — b, akkor m? | a™ — b™?

57. Legyenek a és b egészek szamok. Tegyiik fel, hogy 3 1 a, Ink.o.(6,n) = 1 és a" =
b" (mod 3"). Mutassuk meg, hogy ekkor a = b (mod 3").

58. Legyen k,n természetes szam és p primszam. Bizonyitsuk be, hogy



o ()flen W @) ()

59. Megoldhatdk-e az alabbi egyenletek Zs-ben, illetve Zg-ban?
- (b) T3z
—0; (d) 22008 =

(a) 3r+12° =2 1;
(c) 32®> +2z —4 2.

LINEARIS KONGRUENCIAK ES KONGRUENCIARENDSZEREK

60. Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat:

(a) 24z = 60 (mod 51); (b) 100z = 88 (mod 116);
(c) 555z = 5555 (mod 55555); (d) 132" = 27 (mod 100).

61. Hatarozzuk meg azt a két legkisebb pozitiv egészet, amelynek 13-szorosat hetes szam-
rendszerben felirva az utolsé el6tti jegy 4, az utolso jegy pedig 3.

62. Egy szazlabu meg akarja szamolni a labait. Tudja, hogy legfeljebb 250 laba van. Ha
11-esével szamolja 6ket, akkor 5 marad ki, ha 15-0sével, akkor 3. Hanylabu a szazlabu.

63. Legyenek a és b paronként relativ prim, 1-nél nagyobb egészek. Milyen maradékot
ad ab-vel osztva a?® 4 p#(@)

64. Mennyi lesz a pontos id8 éjfél utan 39" perccel?

65. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges p primszémra és n egész szamra n? — n oszthato
p-vel.

66. Az m egész szamrél tudjuk, hogy m1% 57, m!%! pedig 11 maradékot ad 73-mal osztva.
Milyen maradékot ad maga az m egész 73-mal osztva?

67. Oldjuk meg az

x =3 (mod 5), 3z = 67 (mod 77),
(2) {x =4 (mod 7), (b) {5x =20 (mod 55),

x =5 (mod 6), 3z =1 (mod 4),
(¢) =6 (mod 7), (d) <5z =2 (mod 7),

x =10 (mod 11), 7r =8 (mod 9).

kongruenciarendszereket.

MARADEKRENDSZEREK, AZ EULER-FELE ¢ FUGGVENY

68. Milyen m > 2 egészek esetén létezik olyan teljes maradékrendszer, amelynek elemei
(a) paratlan szdmok; (b) Osszetett szamok;

(c) négyzetszamok; (d) mértani sorozatot alkotnak.

69. Milyen m > 2 egészek esetén létezik olyan redukalt maradékrendszer, amelynek
elemei



(a) 15-tel oszthatd szdmok; (b) 15-tel nem oszthaté szamok;

(c) négyzetszamok; (d) teljes hatvanyok.

70. Legyen m tetszoleges természetes szam.

(a) Milyen maradékot ad m-mel osztva egy modulo m teljes maradékrendszer elemeinek
az Osszege?!

(b) Tegyiik fel, hogy m péros, valamint ay, ..., am, és by, ..., b, egy-egy teljes maradék-
rendszer modulo m. Bizonyitsuk be, hogy az

a1+bl,...7am+bm

elemek sohasem alkotnak teljes maradékrendszert modulo m.

71. Egy kor alaku tisztds mentén m darab fa all, mindegyiken egy-egy mokussal. A
mokusok Ossze szeretnének gytlni egy fan, de csak tigy valtoztathatjak a helyiiket, hogy
két tetszoleges mokus egyidejlileg atugorhat egy-egy szomszédos fara. Ezt a 1épést akar-
hanyszor ismételhetik. Milyen m esetén tudnak Gsszegytilni a mokusok?

72. Legyen ry,...,r; redukalt maradékrendszer modulo m € N.

(a) Melyek azok az a egész szamok, amelyekre az ary,...,ar; szamok paronként in-
kongruensek modulo m?

(b) Adjuk meg az Osszes olyan b egész szamot, amelyre az r +b,...,r; + b elemek is
redukélt maradékrendszert alkotnak modulo m.
73. Legyenek a és b tetszéleges természetes szamok és legyen d = In.k.o.(a,b). Mutassuk
d
meg, hogy ¢ (ab) = ——<p(a)e(b).
= o
74. Mutassuk meg, hogy ha m | n, akkor ¢(m) | ¢(n).

75. Legyen n > 1 természetes szam és
R,={keN:0<k<n, Inko.(k,n) =1}

Ekkor tetszoéleges k € R,-hez van olyan egyértelmiilen meghatarozott [ € R,,, amelyre
kl = 1 (mod n) teljesiil. Az [ € R, elemet k inverzének nevezziik és k~1-gyel jeloljiik.
Hatéarozzuk meg az alabbi 6sszegek értékét modulo n.

(@) > & (b) Y k.

kERA kERR
76. Legyen n természetes szam. Hatdrozzuk meg a p(x) = 4n + 2 egyenlet gyokeit.
77. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a természetes szamok korében.
(a) Ink.o.(n,p(n)) = 1; (b) n—@(n) =k, ahol k € {1,6,10};
(c) p(m?) = p(n?); (d) o(m!) =nl.



78. Mutassuk meg, hogy ha az n természetes szam nem primszam, akkor teljesiil az
n—g(n) = vn

egyenlotlenség.

79. Mely m természetes szamok esetén létezik olyan szamtani sorozat, amely redukélt
maradékrendszert alkot modulo m.

80. Hatdrozzuk meg 1793%4% utolsé két szdmjegyét (tizes szamrendszeben).

81. Mutassuk meg, hogy
a'™ = a (mod 1729)

teljesiil tetszoleges a egész szamra.

82. Mutassuk meg, hogy
m|a™— qm e

teljesiil tetszoleges a egész szamra és m természetes szamra.

—1
83. Legyen p egy 4k — 1 alakt primszdm. Bizonyitsuk be, hogy (pT)' = +1 (mod p).

84. Lassuk be, hogy barmely p primszéamra p? | (p? — 1)! — pP~! teljesiil.

85. Legyen ay, . . ., agp redukalt maradékrendszer modulo 31. Igazoljuk, hogy 31 | (ajasas)3+
(CL4CL5 cee a30)27.



