KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET

(3.) ‘FELADATSOR’ 2009/2010. TAVASZI FELEV

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

5. Legyen V' a véges tizedes tortek halmaza. Hatarozzuk meg az egységeket és a felbont-
hatatlan elemeket V-ben.

6. Az n > 1 Osszetett természetes szdm minden osztGja nagyobb, mint /n. Mutassuk
meg, hogy n két primszam szorzata.

HAZI FELADAT(OK)

8. Legyenek a és b olyan pozitiv egészek, amelyekre In.k.o.(a, b) = 1 teljesiil. Melyek azok
az n természetes szamok, amelyekre az ax + by = n linearis diofantoszi egyenletnek van
olyan megoldasa, amelyre z,y > 0 teljestl.

9. Tetszbéleges n természetes szamra legyen m(n) az n-nél kisebb vagy egyenlé primek
széma, és jelolje p, az n-edik primszamot (n € N). Legyen

A={n+p,—1:neN}, B={n+n(n):neN}
Mutassuk meg, hogy ANB =0 és AUB =N.

MARADEKOS OSZTAS, EUKLIDESZI ALGORITMUS

32. Hatarozzuk meg az a = 1524 és b = 1212 egészek legnagyobb kozos osztdjat.

33. Ha a 10849 és 11873 szamokat ugyanazzal a haromjegyli szammal maradékosan eloszt-
juk, mind a kétszer ugyanazt a (nemnegativ) maradékot kapjuk. Mennyi ez a maradék?

34. Milyen maradékot adhat egy négyzetszam 3-mal, 4-gyel, 5-tel, illetve 8-cal osztva?

35. Legyenek a és b olyan egész szamok, amelyek valamelyike 0-t6l kiillonbozé. Mutassuk
meg, hogy

min{az + by : x,y € Z, ax + by > 0} = In.k.o.(a,b).

36. Az a,b (a > b) természetes szamokra végrehajtott euklideszi algoritmus pontosan két
lépésbol all. Mit allithatunk a szamokrol.

37. Az a,b (a > b) természetes szamokra végrehajtott euklideszi algoritmus pontosan
hérom 1épésbdl 4ll és In.k.o.(a,b) = 1. Mit allithatunk a szdmokrol.

38. Legyenek m és n tetszéleges természetes szamok. Bizonyitsuk be, hogy In.k.o.(a™ —
17 a® — 1) — aln.k.o.(m,n) 1.

a’® + 2a

—————— tort egyetlen a egészre sem egyszertsitheto.
a’ +3a2 + 1 &Y & &Y

39. Bizonyitsuk be, hogy az



40. Legyenek m és n természetes szamok. Bizonyitsuk be, hogy ha m paratlan, akkor
Ink.o.(2™—1,2"+1) = 1.

41. Legyen a, = 2" + 1 (n € N). Bizonyitsuk be, hogy Ink.o.(a;,a;) = 1, ha i < j
tetsz6leges természetes szamok.!

42. Definialjuk az (a,),en sorozatot a kévetkezSképpen:
a =3, a,=a_,—2(n=2).

Bizonyitsuk be, hogy In.k.o.(a;,a;) = 1, ha i < j tetsz6leges természetes szamok.

LINEARIS DIOFANTOSZI EGYENLETEK

43. Hatarozzuk meg az alabbi linearis diofantoszi egyenletek megoldasat, ahol n tetszo-
leges egész szam.

(a) 12z 4 14y = 6;

)
(b) 6188z + 4709y = 323;
(¢) (3n+5)x+ (Tn+ 12)y = 2008;
)

(d) Bn+4)x + (Tn + 12)y = 28.

44. Hatarozzuk meg az 19z + 20y = 1909 linearis diofantoszi egyenlet azon megoldésait,
amelyekre x,y > 0 teljesil.

45. Melyek azok az n természetes szamok, amelyekre a 3x 4+ 5y = n linearis diofantoszi
egyenletnek van olyan megoldasa, amelyre x,y > 0 teljestil.

46. Megoldhato-e a 62+ 10y + 152z = 2008 linearis diofantoszi egyenlet. Ha van megoldas,
akkor hatarozzuk meg az 6sszes megoldast.

PRIMSZAM, FELBONTHATATLAN SZAM, A SZAMELMELET ALAPTETELE

47. Adjuk meg az Osszes olyan n természetes szamot, amelyre az alabbi szamok minde-
gyike primszam:

(a) n+2ésn+4; (b) n ésn? +8;
() n+6,n+12,n+ 18 és n + 24; (d) n®—6 és n®+6.
48. Legyenek a és k egynél nagyobb egészek. Bizonyitsuk be az aldbbi allitasokat.
(a) Ha a® — 1 primszdm, akkor a = 2 és k primszam.
(b) Ha a* + 1 primszdm, akkor k kettShatvany.

49. Mely n természetes szamokra lesz primszam

(a) n® —n+3; (b) n® —27;

1A 22" +1 alaku egészeket Fermat-szdmoknak nevezziik.



() D ocics n'; (d) n*+4;

(e) n®+n®+nt+n?+1; (f) n? —n+41.

50. Vannak-e olyan a,b, c,d természetes szamok, amelyekre ab = ¢d és a + b+ c+ d
primszam.

51. Adott 1 és (2n — 1)? kozott n darab egymdashoz paronként relativ prim egész szam.
Mutassuk meg, hogy az adott szamok koézott van primszam.

52. Legyenek a és b olyan egészek, amelyekre 1 < a,b < 9 teljestil. Mutassuk meg, hogy
az
ab(lo), aab(lo), <y aaab(lo), Ce

szamok kozott végtelen sok Osszetett szam van.?

53. Igaz-e, hogy a tizes szamrendszerben felirt barmely természetes szam csupan egyetlen
szamjegyének megvaltoztatdasaval primszamma alakithato?

2 _ k , L , . 3 . .
Han = Zo <k<s agt”, akkor az n természetes szam t-alapi szamrendszerbeli alakja a; . .. An(4)-

3



