KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET

(2.) ‘FELADATSOR’ 2009/2010. TAVASZI FELEV

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

2. Hatdrozzuk meg a ¢: Z — Z, z — [Z] leképezés magjét. Adjuk meg a Ker(i)-hez
tartozo osztalyozas egy reprezentansrendszerét.

3. Rajzoljuk le az Osszes 2-, 3-, illetve 4-ponti Hasse-diagramot.

4. Legyen k tetszOleges természetes szam. Definidljuk az

Nk:{(alw”uak)|a17“‘7ak‘€N}

halmazon a C relaciét az alabbi médon. Legyen (ay,...,ax), (bi,...,b;) € N¥, ekkor
(a1,...,ar) T (by,...,by) pontosan akkor teljesiil, ha vagy a; = b; (i = 1,...,k), vagy
van olyan ig € {1,...,k}, amelyre teljesiil, hogy a; = by, ..., a;, = by, és ajgr1 < bigs1-

Mutassuk meg, hogy (N¥; C) részbenrendezett halmaz.

HAZI FELADAT(OK)

5. Mutassuk meg, hogy ha m > 2 egész szam, akkor 2"+ 1 sohasem oszthaté (2" —1)-gyel.

6. Mutassuk meg, hogy a {[2’“\/5] : k € N} halmazban végtelen sok Gsszetett szdm van.

7. Adott 2k + 1 darab (k természetes szdm) pozitiv egész szam, melyek szorzatdnak k
kiilonb6z6 primosztoja van. Mutassuk meg, hogy a szamok kozott van néhany olyan,
amelyek szorzata kobszam.

OSZTHATOSAG

9. Igazoljuk az aldbbi oszthatdsagokat:
(a) 9] 108 4 8; (b) 72110 +38;
c) 31|57 + 6; d) 18| 17% 4 19'7.
()

10. Hatarozzuk meg a felirt szam hidnyz6 szamjegyeit (10-es szamrendszerben) gy, hogy
teljesiiljon az alabbi oszthatdsdg. Valamennyi megoldast keressiik meg.

(a) 36 | 52x2y; (b) 45 | 24268y;

(c) 99 | 622y427 (d) 1155 | zaxyzzuv és 24 x,y, 2, u, v.
11. Mutassuk meg, hogy a kovetkez6 szamok Osszetettek.

(a) 105 —57; (b) 10 —7

(c) 4% —1, (d) 1000027,



(e) 347777743; (f) 49 4610 4 320,
(g) 5123 + 6753 + 720%; (h) 19-8"+17 (n € N).

12. Melyik az az Otjegyl szam, amely egyenlo szamjegyei szorzatanak 45-szorosével?

13. Hatdrozzuk meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre n 44 osztéja n?+8n -+
15-nek.

14. Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ egész szamokra teljesiil az a + b+ c = (a —b)(b— ¢)(c — a)
egyenldség. Mutassuk meg, hogy 27| a + b + c.

LEGNAGYOBB KOZOS 0SzTO

15. Hatarozzuk meg mindazokat az a, b természetes szamokat, amelyekre In.k.o.(a, b) = 22
és lk.k.t.(a, b) = 264.

16. Mely c, d természetes szamokra oldhaté meg az
In.k.o.(a,b) = ¢,
lk.k.t.(a,b) = d.
egyenletrendszer a természetes szamok halmazan? Hany megoldas van?
17. Hatdrozzuk meg az Fayr és Fhoos Fibonacci-szamok! legnagyobb kozos osztdjat.

18. Legyenek a és b tetszOleges egész szamok. Mutassuk meg, hogy 7| 10a + b pontosan
akkor teljesiil, ha 7 | @ — 2b. Ennek segitségével dontse el, hogy a 28210392 természetes
szam oszthato-e 7-tel.

19. Legyenek a, b és k, [ tetsz6leges természetes szamok. Mutassuk meg, hogy ha a* és b
relativ primek egyméshoz, akkor a és b is relativ primek egymaéashoz.

20. Hatarozzuk meg a 234 és 432 egészek legnagyobb kozos osztéjat és oldjuk meg az
alabbi diofantoszi egyenleteket:

(a) 234z + 432y = 6564;
(b) 234z — 432y = 6570.

21. Mely n természetes szamokra lehet egyszertiisiteni a g’;—fg tortet?

22. Egy tizenhéttagui kalozcsapat egy zsdk aranypénzt zsakmanyolt. Amikor megprobal-
tak egyenlGen elosztani, azt tapasztaltak, hogy harom aranypénz kimaradt. A kimaradt
aranyak feletti vitdban egy kaldzt véletlentil megoltek. Ezutdan ujraosztottak egyenlo
aranyban a zsakmanyt, és most tiz arany maradt ki. Az e feletti vitdban egy ujabb kal6z
tavozott az élok sorabol. Ezutdan mar el tudtédk osztani az aranyat gy, hogy mindenki

ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany aranypénz volt a zsdkban?

23. Mutassuk meg, hogy tetszileges a,b,c egész szamokra, ha In.k.o.(b,c) = 1, akkor
In.k.o.(a, bc) =In.k.o.(a,b)In.k.o.(a, c).

a + ao
by + by
25. Hatarozzuk meg a 2072z + 1813y = 2849 diofantoszi egyenlet altalanos megoldasat.

24. Mutassuk meg, hogy az tort nem egyszertsithetd, ha |ai by — asby| = 1.

26. Hatarozzuk meg a 192+ 20y = 1909 diofantoszi egyenlet azon megoldasait, amelyekre
x,y > 0 teljestl.

LA Fibonacci-szdmokat az alabbi rekurziéval definialjuk: Fy = Fy =1, F,, = F,,_1 + F,_2 (n > 3).



PRIMFAKTORIZACIO Z-BEN

27. Miért nem lehet 1991 két primszam Osszege?
28. Legyen p > 3 primszam. Mutassuk meg, hogy 24 | p? — 1.
29. Mutassuk meg, hogy ha p és p? + 8 primszamok, akkor p? + p + 1 is az.
30. Igazoljuk, hogy tetszoleges m és n természetes szamokra
(2m)!(2n)!
m!n!(m + n)!
egész szam.

31. Jeldlje £ a péros egészek halmazat. Azt mondjuk, hogy a € £ osztja b € £-t, ha van
olyan ¢ € £, amelyre b = ca teljesiil. A ¢ € £ elemet felbonthatatlannak nevezziik, ha
nincsenek olyan a, b € £ elemek, amelyekre g = ab teljesiil.

(a) Mik a felbonthatatlan elemek E-ben?

(b) Igaz-e, hogy egy 0-tdl kiilonboz6 E-beli elem vagy felbonthatatlan, vagy felbontha-
tatlan elemek szorzatara bonthato?



