KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET FELADATOK

(a rutinfeladatokat © jelzi)

Leképezések, relacidk

1. feladat® Adja meg az A = {2,3,8,9,14,15,19, 26} alaphalmazon értelmezett
p=1{(a,b) : a és b nem relativ prim} C A x A
ekvivalenciareldciéhoz tartozé osztalyozast.

2. feladat Héany ekvivalenciareldcié adhaté meg egy kételemii alaphalmazon? Es harom- illetve négyelemi halmazon?

3. feladat Megadhaté-e egy 8 elemil alaphalmazon olyan ekvivalenciarelacié, amely pontosan 40 elemparbdl all? Es
olyan, ami pontosan 41 elemparbdl all?

4. feladat® Adja meg a ¢ : N — Ny, n+— [%] leképezés magjahoz tartozo osztalyozast.
5. feladat Igazolja, hogy barmely leképezés el6dll egy sziirjektiv és egy injektiv leképezés szorzataként.

6. feladat® Rajzolja fel az (A;|) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat, és hatdrozza meg a minimélis, maximalis,
legkisebb, legnagyobb elemeket, ahol A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

7. feladat Rajzolja le az sszes 2, 3 illetve 4 pontu Hasse-diagramot.

8. feladat Van-e olyan n természetes szdm, amelyre n pozitiv osztéinak (beleértve az 1l-et és magédt n-et is) Hasse-
diagramja a kovetkez6? Hény megoldds van? (A részbenrendezési reldcié természetesen az oszthatésig.)

a b

9. feladat Rajzoljon olyan Hasse-diagramot, amelyben egyetlen minimélis elem van, de nincs legkisebb elem.

10. feladat Jelslje Eq (A) az A halmazon értelmezett ekvivalenciareldcick halmazét. Az ekvivalenciareldcidk is halmazok,
ezért van értelme megkérdezni, hogy egy ekvivalenciarelacié részhalmaza-e egy mésiknak. Tehét az Eq(A4) halmazon a
C relécié részbenrendezés. Rajzolja fel A = {a,b} illetve A = {a,b,c} esetén ennek a részbenrendezett halmaznak a
Hasse-diagramjat. (Utmutatés: Célszerli az ekvivalencidk helyett az osztalyozésokat tekinteni. Elég egy pillantést vetni
az osztalyozdsokra és madris 1latjuk, hogy az egyik ekvivalencia része-e a mésiknak. Hogyan?)

11. feladat Mi az (Eq (A) ; C) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme? Es mely ekvivalenciareldcidk vannak kozvetleniil
a legkisebb elem folott? (Lésd az elézé feladat jeloléseit és itmutatédsat.)

12. feladat Melyek azok a relacidk, amelyek egyszerre szimmetrikusak és antiszimmetrikusak is?

Oszthatdsag, legnagyobb k6z6s osztd, primfaktorizacié az egész szamok korében

13. feladat® Hatérozza meg mindazokat az a,b természetes szdmokat, amelyekre (a,b) = 22 és [a, b] = 264 teljesiil.

14. feladat Mely ¢,d € N esetén oldhaté meg az [a,b] = ¢, (a,b) = d egyenletrendszer a természetes szdmok halmazan?
Hény megoldas van?

15. feladat Hatédrozza meg mindazokat az a, b természetes szamokat, amelyekre [a,b] = 720 és a + b = 98.

16. feladat Bizonyitsa be, hogy barmely p primszamra és k < p pozitiv egészre (Z) oszthaté p-vel.

17. feladat Mutassa meg, hogy 2" — 1 csak akkor lehet prim, ha n is az. (Mersenne-primek)

18. feladat Mutassa meg, hogy 2" + 1 csak akkor lehet prim, ha n kett6hatvany. (Fermat-primek)

19. feladat Mely p primszamokra lesz 29p + 1 négyzetszam?

20. feladat Legyenek a és b pozitiv egész szamok, amelyekre a® = b? teljesiil. Mutassa meg, hogy ekkor létezik olyan k
pozitiv egész, amelyre a = k2 és b = k3.



21. feladat Igazolja, hogy 7 | 10a + b < 7 | a — 2b teljesiil minden a, b egész szdmra. Adjon ennek segitségével eljarast
nagy szamok 7-tel valé oszthatésagdnak eldontésére. Példaul oszhaté-e 7-tel 3349896557

22. feladat Egy négyjegyl szdmmal osztva 25707 32-t, 37568 pedig 43-at ad maradékul. Melyik ez a négyjegyli szam?

23. feladat® Szamitsa ki az euklideszi algoritmussal 126 és 438 legnagyobb kozos osztéjat, majd adjon meg olyan x,y
egész szdmokat, amelyekre 1262 + 438y = (126,438).

24. feladat Mennyi lehet két szomszédos Fibonacci-szam legnagyobb kozos osztéja?
25. feladat Hatdrozza meg az a = 99999999 és a b = 999...99 (szdz darab 9-es) szdmok legnagyobb kozos osztéjét.
26. feladat Hogyan lehetne dltaldanositani az el6z6 feladatot?

27. feladat Mely n természetes szdmok esetén lehet egyszeriisiteni a iZﬁ tortet?

28. feladat® Kukutyinban 20 és 45 petdkos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvéltani 245 petdkot? (Az
osszes megoldédst hatdrozza meg, ne csak egyet!)

29. feladat Szaz szal virdgot vasdroltunk hdrom kiillonb6z6 fajtabdl, dsszesen 30000 forintért. Az egyes virdgfajtdk ara
darabonként rendre 130,190 és 320 forint. Mennyit vettiink az egyes fajtakbol?

Szamelméleti kongruenciak

30. feladat® Bizonyitsa be kongruencidk segitségével (teljes indukcié nélkiil), hogy 1172 4 122"+1 oszthaté 133-mal
minden n természetes szamra.

31. feladat Hatdrozza meg 7 + 72 + 72 + - - + 74090 ytols6 két szamjegyét.

32. feladat Bizonyitsa be, hogy a tizes szamrendszerben felirt @, - - aza1ag szam akkor és csak akkor oszthaté 37-tel, ha
az

ajap — a2a2 + aqa3 — asas —+ .-
szam oszthaté 37-tel. Dontse el ennek segitségével, hogy oszhaté-e 37-tel 3349896557

33. feladat Mutassa meg, hogy ha m paratlan primhatvany, akkor az 2 = 1 (mod m) kongruencidnak csak két megoldasa
van: = +1 (modm). Igaz marad-e az 4llitds, ha m nem primhatvény?

34. feladat® Oldja meg a 24z = 84 (mod 45) kongruenciat. (A megolddsokat az eredeti modulus szerint kell megadni!)
Hény megoldds van modulo 457

35. feladat Milyen szdmjegyeket kell irni a és b helyére, hogy 1456ab oszthaté legyen 41-gyel?
36. feladat Mennyit ad 73-mal osztva x maradékul, ha 2%° = 22 (mod 73) és x!%° = 69 (mod73)?
37. feladat® Oldja meg a 4v =7 (mod9),10z =4 (mod 12) kongruenciarendszert.

38. feladat® Egy tizenhéttagi kalzcsapat egy zsdk aranypénzt lopott. Amikor megprébéltak egyenlSen elosztani, azt
tapasztaltdk, hogy hdrom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak folotti vitdban egy kal6zt megoltek. Ezutdn tjraosz-
tottak egyenld ardanyban a zsdkményt, s most tiz arany maradt ki. Az e folotti vitdban egy ujabb kalézt odltek meg, s
ezutan mar el tudtak osztani a lopott aranyat gy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany aranypénzt
zsékmanyoltak? (Segitség: ez egy dkori kinai probléma.)

39. feladat® Oldja meg az x = a (mod3),r =b (mod5),r = ¢ (mod7) paraméteres kongruenciarendszert.

,

40. feladat Oldjamega 73z =1 (mod 247) kongruencidt. (Utmutatds: Vizsgaljuk kiilén modulo 13 és modulo 19 a kong-
ruenciat, majd ezek megolddsaibdl , gytrjuk 6ssze” az eredeti kongruencia megolddsat a kinai maradéktétel segitségével.)

41. feladat Melyek azok a természetes szdmok, amelyek négyzete tizes szdmrendszerben 29-re végzddik? (Akdarcsak az
elz6 feladatndl, itt is haszndlhat6 a kinai maradéktétel.)

42. feladat® Mennyit ad maradékul 31-gyel osztva 33 - ... - 59?

43. feladat Mutassa meg, hogy ha n > 4 dsszetett szdm, akkor (n —1)! = 0 (modn). (Ebbél kévetkezik, hogy Wilson
tételének a megforditdsa is igaz.)

44. feladat Bizonyitsa be, hogy (2p — 1)! — p oszthaté p>-tel barmely p primszdm esetén.
45. feladat® Teljes maradékrendszer-e 1,11,21,31,...,751,761 modulo 777
46. feladat® Redukalt maradékrendszer-e 15,35, 55, . .., 315 modulo 327

47. feladat Adjon meg olyan egész szdmokat, amelyek teljes maradékrendszert alkotnak modulo 8, és egytttal redukalt
maradékrendszert alkotnak modulo 15.



48. feladat® Mennyit ad 40-nel osztva maradékul 131987

49. feladat® Mennyit ad 53-mal osztva maradékul go(1117)7

50. feladat Mennyit ad héttel osztva maradékul 1111 + 1117 + 1112° ... 11119
51. feladat Mennyit ad héttel osztva maradékul 111...111 (99 egyes)?

52. feladat Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szdm esetén az n,n® — 1,n8 4 1 szdmok koziil az egyik oszthaté
17-tel.

53. feladat Mutassa meg, hogy ha (a,100) = 1, akkor a?* = 1 (mod 100) teljesiil. Hasonlitsa ssze ezt az 4llitdst az
Euler-Fermat—tétellel.

54. feladat Igazolja, hogy a°%! = a (mod561) barmely a egész szamra.

55. feladat Bizonyitsa be, hogy ha n nem oszthaté se 2-vel se 5-tel, akkor van olyan tobbszordse, ami csak 9-es szamje-
gyekbdl all.

p+1
2

56. feladat Igazolja, hogy barmely p paratlan primszéamra 22-42.62..... (p —1)° = (-1) (mod p).

Szamelméleti fiiggvények

57. feladat® Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek pontosan 25 osztéja van?

58. feladat® Mennyi lehet az n természetes szam értéke, ha o (n) = 3077

59. feladat® Oldja meg a u (v) + 2 = u (62) egyenletet a természetes szamok halmazan.

60. feladat Mennyi lehet az n természetes szdm értéke, ha ¢ (n) = 12107

61. feladat Igazolja, hogy az n = 1,2 esetek kivételével ¢ (n) sosem pédratlan.

62. feladat Oldja meg a ¢ (2n) = n egyenletet a természetes szdmok halmazén.

63. feladat Oldja meg a ¢ (n) = n — 2 egyenletet a természetes szamok halmazan.

64. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdmra teljesiil a ¢ (n?) = ny (n) egyenldség.
65. feladat Melyek azok a természetes szamok, amelyeknek paratlan sok osztéjuk van?

(n)

66. feladat Mutassa meg, hogy az n szam osztdinak szorzata n™2 .

67. feladat Igazolja, hogy minden n természetes szamra 7 (n) + ¢ (n) < n + 1. Mikor 4ll fenn egyenléség?
68. feladat Bizonyitsa be, hogy 3 | o (3n — 1) minden n természetes szdmra.

69. feladat Oldja meg a o (n) = n + 3 egyenletet a természetes szdmok halmazén.

70. feladat Oldja meg az n + 7 (n) = o (n) egyenletet a természetes szamok halmazan.

71. feladat Mennyi lehet n értéke, ha ¢ (n) =40, és o (n) =n + 17

72. feladat Bizonyitsa be, hogy ha n paratlan szam, akkor (n2 + 3) =0.

73. feladat® Jelolje az f gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény Osszegzési fiiggvényét F. Hatarozza meg F (45)
értékét, ha f(3) =2, f(5) =7, f (45) = 21.

74. feladat® Jelolje az el6z6 feladatbeli f fiiggvény megforditési fiiggvényét .. Hatdrozza meg «(45) értékét.

75. feladat Hatdrozza meg a p (n) = % szamelméleti fiiggvény Osszegzési fliggvényét, és irja ra fel a Mobius-féle inverzios
formulat.

76. feladat Hatérozza meg a

(63

Aln) = logp, han=p* (p primszam)
o 0, ha n nem primhatvany

képlettel definidlt szdmelméleti fiiggvény (Mangoldt-féle fiiggvény) Ssszegzési fiiggvényét, és irja ra fel a Mobius-féle
inverziés formulat.

77. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szamra ) 7(d) 5 = > o (d). (Utmutatas: Igazoljuk, hogy mind
d|n d|n
a bal-, mind a jobboldal gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvényt hataroz meg. Ezutan elegendd primhatvanyokra

igazolni az egyenléséget.)

78. feladat Adjon 1ij (egyszeriibb) megolddst az eléz6 feladatra a konvolicié miiveletének asszociativitdsra tdmaszkodva.



Absztrakt algebrai struktarak

79. feladat® Gyfiriit, integritdstartomanyt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokésos Gsszeadéssal és szorzéassal)?
{a+bi:a,b€Z, apiros}

80. feladat® Gyfirfit, integritédstartomanyt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokésos Gsszeadéssal és szorzéssal)?

@(ﬁ)Z{a—i—b\/i:a,be@}

81. feladat® Gyfiriit, integritdstartomanyt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokésos Gsszeadéssal és szorzéassal)?

1 3
Zw]={a+bw:a,beZ} w:—§+§i

82. feladat Mutassa meg, hogy tetszoleges nemiires S C R esetén ekvivalens az alabbi két feltétel.
(1) Va,be S:a+beSés —ae S
(2) Va,be S:a—be S

83. feladat Legyen ¢ € C\ Q egy gyoke az 22 + pz + ¢ polinomnak, ahol p és q egész szamok. Mutassa meg, hogy ekkor
aZl[f] = {a+b¢:a,bec Z} halmaz integritdstartoményt alkot a szokdsos Osszeaddssal és szorzassal.

84. feladat Hatdrozza meg a Z [w] gylirii egységeit (ldsd a 81. feladatot).
85. feladat Hatarozza meg a véges tizedestortek gytriijének egységeit.

86. feladat Definidljunk egy ujfajta osszeaddst és egy djfajta szorzdst a valés szamok halmazan: legyen a®@b=a+b—1
és a®b=a+b— ab. Igazolja, hogy az (R; ®, ®) struktira test.

87. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszdleges ¢ pozitiv konstans esetén a (—c¢,c) intervallum csoportot alkot az aldbbi ®
miivelettel.
_ Tty
TRY = T ﬁ—%’

88. feladat Szorozza Gssze az aldbbi két polinomot (vagyis adja meg tetszdleges n-re ™ egyiitthatéjat az fg polinomban.

F=al0 g9 L2 e
g =100x19° +992%° + ... 4222 + &

89. feladat® Szamitsa ki a Z;3 testben a 8 + 11, 8 — 11, 8- 11, T1/8, g, TT " elemeket. (Az eredmény 0,1,...,12
valamelyike legyen.)

90. feladat Keresse meg az o3 = 1 egyenlet 6sszes megoldasat a Zs, illetve a Zig testben.

Komplex szamok

91. feladat® Trigonometrikus alakban szdmolva szdmitsa ki az aldbbi z komplex szdm értékét. (A végeredményt adja
meg kanonikus alakban is.)
2422

(—141)
1208
(\/5 + z)
92. feladat Fejezze ki cosnz-et cosx és sinx segitségével. (Ijtmutatzis: Szdmitsuk ki a (cosz +isinz)” hatvényt

trigonometrikus és kanonikus alakban is; majd hasonlitsuk ossze a két eredményt.)

93. feladat Adjon zart formuldt az alabbi Gsszegre.

n\ (n n n\ (n L
1 3 5 7
94. feladat Oldja meg a 22 + 4z = |,z|2 + 6 egyenletet a komplex szamok halmazan.

95. feladat Oldja meg az iz = 22 egyenletet a komplex szamok halmazén.

96. feladat Mutassa meg, hogy
1 T

1
4 - — — = —.
arctg 5 arctg 939 1

97. feladat Rajzoljunk egy tetszéleges négyszog oldalaira kifelé négyzeteket. Bizonyitsa be, hogy a szemkozti oldalakra
rajzolt négyzetek kozéppontjait 0sszekoto szakaszok egyenld hossziiak és egymasra merdlegesek.



98. feladat® Szamitsa ki \/—1 — /3¢ mind a négy értékét. (A végeredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus
alakban is.)

99. feladat® Szdmitsa ki v/i mindhérom értékét. (A végeredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)

100. feladat® Abrazolja a komplex szdmsfkon a nyolcadik és a tizenkettedik egységgyokoket, és irja fel ket trigonometrikus
és kanonikus alakban. Mindegyikhez hatarozza meg azt az n természetes szamot, amelyre primitiv n-edik egységgyok.

101. feladat® Egységgyok-e a z = cos 51—’27 + 1 - sin 51—’27 komplex szam? Ha igen, akkor hatdrozza meg mindazokat az n
kitevéket, amelyekre z n-edik egységgyok, valamint azt az n természetes szamot, amelyre z primitiv n-edik egységgyok.

102. feladat Hatarozza meg mindazokat a komplex szamokat, amelyek huszonnegyedik és szazadik egységgyOkok is.
103. feladat Hogyan lehetne altaldnositani az el6z6 feladatot?

104. feladat Hatédrozza meg az n-edik primitiv egységgyokok szorzatét.

105. feladat Mennyi az n-edik egységgyokok k-adik hatvanyainak osszege?

106. feladat Hozza zért alakra az 1+2e+322+- - -+ne" ! 6sszeget, ahol € egy n-edik egységgyok. (Utmutatzis: Szorozzuk
be az dsszeget 1 — e-nal.)

107. feladat Hatérozza meg sin72° értékét. (Utmutatés: Tekintsiik a z = cos72° + isin72° komplex szémot. Ez

z°—1
x—1

primitiv 6todik egységgyok, igy gyoke az =2+ 2% + 22 + z + 1 polinomnak. Az y = z + 1 helyettesitéssel az

x4+ 23 + 22 + 2 + 1 = 0 egyenlet masodfoki egyenletre vezethetd vissza.)

»Szamelmélet” integritastartomanyokban

108. feladat® Hatsrozza meg az f = x* +2° + 22 +1, g = 23 + 1 € Zs[x] polinomok legnagyobb kozos osztéjat, és adja
meg az fu+ gv = (f,g) egyenlet egy megoldasat.

109. feladat® Szamitsa ki az f = 2* + 23+ 222 + 32— 3, g = 2* + 2% + 22 4 32 — 6 polinomok legnagyobb kozds osztéjat,
majd ennek segitségével hatarozza meg f és g kozos gyokeit, és végiil kiillon-kiilon f és g sszes gyokét.

110. feladat Hatérozza meg a 8 + i és 4 — 2i Gauss-egészek legnagyobb k6zds osztdjét.

111. feladat Oldja meg az R [z] polinomgyfiriiben az z2 - f = 2% — 2z (mod x> + J:) kongruencidt. (Figyelem: nem z az
ismeretlen, hanem f!)

112. feladat® Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz ideél a Z [z] gyfiriiben.

I={apz" + -+ a1x +ap € Z[x] : ap péros} .
113. feladat Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli idedl nem f6ideal.
114. feladat® Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz idedl a Z [\/75] gytriiben.

I={a+b/-5€Z[V-5]:a=b (mod2)}.
115. feladat Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli idedl nem f6idedl.

116. feladat Hatdrozza meg az egész szdmok gytlrtijében az I = (18) N (30) idedlt. (Mivel Z {6idedlgytir(i, van olyan g
egész szam, amelyre I = (g). Ezt a g szdmot kell megtaldlni.) Hogyan lehetne dltaldnositani?

117. feladat A (18)U(30) halmaz nem idedl az egész szamok gytir(ijében (ugye?). Melyik az a legsziikebb I idedl, amelyik
tartalmazza ezt a halmazt? Hogyan lehetne dltalanositani?

118. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszoleges z komplex szamra az
I:{kEZ:zkzl}
halmaz idedl az egész szdmok gytiriijében, tovabbd amennyiben z primitiv n-edik egységgyok, akkor I = (n).
119. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszéleges o komplex szdmra az aldbbi halmaz idedl a C [z] gyliriiben.
I={feClz]: f(a)=0}.
120. feladat® Irja fel a Zj [x] / (2% 4+ 2 + 1) négyelemi test dsszeads- és szorzotéblajat.

121. feladat® Hatdrozza meg a Zs [z] / (2 + 1) kilencelemi testben az a - b, a/b, b/a elemeket, ahol a =T és b=z + 1.

122. feladat Hatarozza meg a 121-elemi test Gsszes elemének Gsszegét. Hogyan lehetne altaldnositani a feladatot?



Test feletti egyhatarozatlant polinomok

123. feladat® Adja meg az 2° + 2+1 € Zs[z] polinom irreducibilis felbontasat.
124. feladat® Adja meg az x* 4 22 + 1 € Z3[z] polinom irreducibilis felbontését.

125. feladat Adja meg az x? — 1 € Z,[z] polinom irreducibilis felbontédsdt tetszdleges p primszdm esetén. (Fel lehet
hasznélni a 16. feladatot.)

126. feladat Adja meg az 2P — = € Zy[x] polinom irreducibilis felbontasat tetszéleges p primszdam esetén.

127. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszéleges T test és tetszbleges ag, a1, ..., an_1,an € T, ag,a, # 0 elemek esetén az
anx” + ap_12" 1+ daz+aeT [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha agz™ + az” '+ Fan_1z+a,
is az.

128. feladat® Bézout tételének segitségével vizsgalja meg, hogy osztja-e a ¢ = 22 + v/2x + 1 polinom az f = z* + 1
polinomot.

129. feladat® Bézout tételének segitségével vizsgédlja meg, hogy teljesiil-e a g | f oszthatésig a g = 22 — 1 és
f=a'" — 216 4 2% — 2 4 27 — 23 + £ — 1 polinomokra a Q, Zs, illetve Z; testek f5lott.

130. feladat Mely n pozitiv egészekre oszthaté az ™ + 1 polinom az 22 + 1 polinommal?

131. feladat Hatérozza meg az dsszes olyan p primszamot, amelyre z? + 1 | 22908 — 2321922 4 132500 1 8 teljesiil a Z,, [x]
polinomgytriiben.

132. feladat Igazolja, hogy 2%+ z + 1 akkor és csak akkor osztéja az 22" + 2™ + 1 polinomnak, ha n nem oszthaté 3-mal.

133. feladat® Hatérozza meg az x + 27 polinom komplex gyokeit, majd bontsa irreducibilis tényezék szorzatdra C, R és
Q felett.

134. feladat® Hatirozza meg az 28 — 16 polinom komplex gyokeit, majd bontsa irreducibilis tényezék szorzatara C, R és
Q felett.

135. feladat® Hatdrozza meg az x* + 22 — 30 polinom komplex gyokeit, majd bontsa irreducibilis tényezék szorzatéra
C, R és Q felett.

100 _ 1 g5 28 — 1 polinomok legnagyobb kézos osztéjat.

136. feladat Hatarozza mega az x
137. feladat Hogyan lehetne altalanositani az el6z6 feladatot?

138. feladat Képzelje el (de ne irja fel!) az 197 — 1997 polinom irreducibilis felbontasét R felett. Hany tényezét 14t (a
lelki szemeivel), és hanyadfokiak ezek?

139. feladat Hatarozza meg az egységkorbe irt szabdlyos tizenkétszog egy csucsabdl kiindulé atlok hosszanak szorzatét.
(Ttt most &tlénak tekintjiik az oldalakat is, tehdt egy csicsbdl 11 4t16 indul ki.)

140. feladat Altaldnositsa az el6z6 feladatot szabalyos n-szogre.

141. feladat® Keresse meg az 2 + 22° + 2* + 222% + 5522 + 442 + 11 polinom racionalis gyokeit, majd adja meg a Q
feletti irreducibilis felbontasat.

142. feladat® Igazolja, hogy az x”7 — 725 4 242° — 502* 4+ 6823 — 5722 4+ 252 — 1 polinom irreducibilis Q felett. (Utmutatés:
Térjiink 4t az y = 2 — 1 hatdrozatlanra.)

143. feladat Adja meg az 27 — 1 € Q[z] polinom irreducibilis felbontésat. (Utmutatds: Térjiink &t az y = 2 — 1
hatérozatlanra, majd hasznéljuk a 16. feladatot.)

144. feladat® Alakitsa at az f = z* 4 8iz® — 2622 — 40ix + 21€ C[z] polinomot az x + 2i polinom hatvényai szerint
rendezett alakba, és az elvégzett atalakitas segitségével hatdrozza meg f gyokeit.

145. feladat® Hényszoros gyoke a 2 szam az x° — 5zt + 723 — 222 + 42 — 8 polinomnak? Oldja meg a feladatot Horner-
elrendezéssel és derivalassal is.

146. feladat® Hatarozza meg az 3z* — 42° + 1 polinom t&bbszorss gyokeit, majd adja meg a gyoktényezds felbontasat.
147. feladat Az a valés paraméter mely értékeire lesz a —1 kétszeres gyoke az 2° — az? — ax + 1 polinomnak?

148. feladat Hatarozza meg a b és ¢ komplex paraméterek értékét tugy, hogy legyen hdaromszoros gytke az
x5 — 523 4 5bx + ¢ € C [z] polinomnak.

149. feladat Hatirozza meg az A, B valés paraméterek azon értékeit, amelyekre az 1 kétszeres gydke az Az" 4+ Bax" ! +1
polinomnak (n > 2 tetszdleges adott természetes szam).

150. feladat Mikor oszthat6 egy polinom a sajat derivaltjaval?



151. feladat Mutassa meg, hogy az 1+ x+ 2—? 4+ 4+ fl—r,b polinomnak nincs t6bbszoros gyoke a komplex szdmok testében.
152. feladat® Oldja meg az 2% 4+ 92 — 26 = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan.
153. feladat Oldja meg az 2 + 92 — 26 = 0 egyenletet a Z;g testben. (A megoldashoz sziikségiink lehet a 90. feladatra.)

154. feladat A derivalt vizsgdlatdval igazolja, hogy az 23 + pr + ¢ € C[z] polinomnak akkor és csak akkor van t&bbszoros
gyoke, ha diszkriminansa nulla.

155. feladat® Oldja meg az z* — 223 + 422 — 22 + 3 = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan. (Segitség: A kubikus
rezolvens egyik gydke a = 2.)

156. feladat® Hatédrozza meg azt a legalacsonyabb fokszami f polinomot, amelyre f (0) =2, f(1) =3és f(3) = 1.

Tobbhatarozatlant polinomok, szimmetrikus polinomok, algebrai szamok
157. feladat® Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az 3x° + 6% + 923 + 222 4+ 42 + 1 polinom gyokeinek
négyzetosszegét.

158. feladat® frja fel az (1 + 22) (22 + x3) (z3 + 21) polinom tagjait lexikografikusan csokkend sorrendben, majd fejezze
ki az elemi szimmetrikus polinomok segitségével.

159. feladat Hatirozza meg a A komplex paraméter értékét gy, hogy az 22 — 72 + X polinom egyik gyoke valamelyik
masik gyok kétszerese legyen.

160. feladat Hatarozza meg a p és ¢ komplex paraméterek értékét gy, hogy az 23 —pa? + 11z — g polinom gydkei egymaést
kovetd egész szamok legyenek.

161. feladat Mutassa meg, hogy v/2 + i algebrai szam.

162. feladat Mutassa meg, hogy 72 + 7 transzcendens szam. (Fel lehet hasznalni azt a tényt, hogy 7 transzcendens.)

Hatvanyozas modulo m

163. feladat® Szamitsa ki 2 rendjét modulo 21.

164. feladat Legyenek a és m relativ prim természetes szamok. Az % tortet a alapu szamrendszerben felirva egy tiszta
szakaszos végtelen a-ados tortet kapunk. Igazolja, hogy a szakasz hossza nem més, mint a rendje modulo m. (Példaul
a =10 és m = 7 esetén % tizes szamrendszerbeli felirasa: % =0, 142857, vagyis a szakasz hossza 6, ami ugyanaz, mint 10
rendje modulo 7.)

165. feladat Legyen p > 5 primszam, és tegyiik fel, hogy % tizedestort alakja 0,aq ...a,b; .. .bn, vagyis a szakasz hossza

2n. Mutassa meg, hogy ekkor az a; . ..a,+b1 ... b, szdm csupa 9-es szamjegybdl all. (Példaul p = 7 esetén % =0,142857,
és valéban 142 + 857 = 999.)

166. feladat® Mutassa meg, hogy 2 primitiv gy6k modulo 19, de nem primitiv gyék modulo 17.

167. feladat® Oldja meg indextéblazat segitségével a 32 =1 (mod 11) kongruenciét.

168. feladat® Oldja meg indextéblazat segitségével a 3 - 5% = 20 (mod 11) kongruenciét.

169. feladat® Szamitsa ki a (%) Legendre-szimbo6lum értékét a négyzetes reciprocitasi tétel felhasznaldsa nélkiil.
170. feladat® Szamitsa ki a (%) Legendre-szimbdlum értékét a négyzetes reciprocitasi tétel felhasznaldsaval.

171. feladat Adjon képletet a (%) Legendre-szimbd6lumra.

172. feladat Mely p primszéamokra oldhaté meg az 22 +x +1 =0 (modp) kongruencia?



