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1. Feladat. Legyen A = {0,1,2,3,4},
p: A— Az [x/2],
v A=A e [(z+2)/3].
valamint legyen a = ker (p) és 8 = ker ().
(a) Igaz-e, hogy ao 8= p[oa?
(b) Hatdrozza meg az A/(a A () és A/(aV 3) faktorhalmazokat.

Az « és (B ekvivalenciarelaciok a kovetkezok:
a = ker () = {0,112 U {2,3}* U {4}?,
B = ker () = {0}2 U{1,2,3}2 U {4)2.

(a) Mivel 0wl 82, ezért (0,2) € o 5. Tegylik fel, hogy (0,2) € 8o a. Ekkor van olyan ¢ € A, amelyre
(0,¢) € B és (¢,2) € a. Ez azonban nem lehetséges, mivel

(0,¢) € <= c=0,
(¢,2) € a <= c€{2,3}.

Azaz (0,2) € Boa, igy a0 B # Boa.

(b) Mivel a A B =anNB={0}2U{1}2U{2,3}2U{4}2, ezért A/(a A B) = {{0},{1},{2,3},{4}}. Az
vilagos, hogy a, 3 C {0,1,2,3}%U {4}2,, gy aVv 3 C{0,1,2,3}2U{4}% Mivel (1,a) €aUB CaVp(ac
{0,1,2,3}), ezért {0,1,2,3}2 C aVvi. Igy aV3 ={0,1,2,3}20{4}2. Azaz A/(aV3) = {{0,1,2,3}, {4}}.
2. Feladat. Legyen A = {a,b, ¢, d, e}, és tekintsiik az

o= (.0} U {e.d)? U e},
B ={a}?U{b,c,d}* U{e}?
ekvivalenciareldcidkat Eq(A)-ban. Adjon meg olyan v ekvivalenciareldciét az A halmazon, amelyre
aANy=04 és aVy=1y
teljesiil Eq(A)-ban. Van-e olyan § € Eq(A), amely a-nak és 8-nak is komplementuma?
Tekintsiik a v = {a, c,e}? U {b}? U {d}? ekvivalenciarelaciét. Ekkor
aANy=anNy=04 é [BAy=0Ny=04.
Valamint tetsz6leges s € A-ra (a,s) € aUyUyoa C aVyés (bs) € UyUBoy C BV~ miatt

aVy=L0Vy=14. Azaz v € Eq(A) az « és [ ekvivalenciareldcidk kozos komplementuma.

3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az (L; A, V) hilé a, b, ¢, d elemeire a, b < ¢, d teljesiil, akkor aVb < cAd.

Mivel a,b < ¢, ezért a Vb < ¢, valamint a,b < d miatt a Vb < d. fgy aVb<ed
kovetkeztében a Vb < c Ad.



4. Feladat. Legyen A = {a,b,c,d} és A = (A;x), ahol x az aldbbi kétviltozés miivelet:

QL O T Q%
QL O Q|
[ e e
QL O T OO0
Q QU O X

Hatdrozza meg az A algebra részalgebrdinak Sub(A) halmazdt, majd rajzolja fel a (Sub(A); C) részben-
rendezett halmaz Hasse-diagramjat.

Mivel a® = a, b*> = b és ¢® = c, ezért (a) = a, (b) = b és (c) = ¢, valamint x xy € {a,d}

(x,y € {a,d}) és d xd = a kovetkeztében (d) = {a,d}. Az A halmaz tetszéleges X és Y részhalmazaira
legyen X xY = {zxy|z e X, yeY}. Vildgos, hogy H pontosan akkor részalgebrija A-nak, ha
H+H C H. Ezért {a,b}x{a,b} = {a,b}, {a,c}*{a,c} ={a,c}, {b,c}«{b,c} = {b, ¢} miatt {a,b}, {a,c}
és {b, c} is részalgebra. Ezek utdn vizsgiljuk meg azokat a részalgebrdkat, amelyek d-t is tartalmazzdk.
Ha H részalgebra A-ban és d € H, akkor a € H. fgy

(a,d)>a=dxd, d= (a,d) ={a,d},
(bydy>a=dxd, b, c=bxd, d= (b,d) = A,
(e,dy3a=dxd, ¢, dés{a,c,d} *{a,c,d} ={a,c,d} = {(¢,d) = {a,c,d},

tovabba
(a,b,d) 2 (b,d) = A = (a,b,d) = A.

A fentiekb6l adddik, hogy A részalgebrai a kovetkezdk: 0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,d},
{a,b,c}, {a,c,d} és A. A (Sub(A); C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja pedig a kovetkezo:

1. abra.

(Az 1. dbrén z, ..., z jeloli az {x, ..., z} halmazt.)

5. Feladat. Hatdrozza meg az A = (A; f) monounér algebra részalgebrdinak Sub(A) halmazdt, ahol

A:{1,2,3,4,5}é5f=(§ § g g Z)

Az f leképezés grifja a kovetkezd:
Eloszor vizsgdljuk meg az egy elem &ltal generdlt részalgebrakat:

(1) ={1£,ANLANNS-- 3 ={1,2,3},
(2) =125, @N5H@HNL -} =123}
3) ={3£,BNL(BHNS-- -} =A{2,3},
(4) = {41, (4N L. (AN S5} ={4,5},
(6) = {55, BNL(GHNS, -} ={4,5}

Legyen B = {1,2,3} és C' = {4,5}. Gondoljuk meg a kdvetkezdt: H C A pontosan akkor részalgebra A-
ban, ha HNB és HNC is részalgebra A-ban. Igy HNB € {0,{2,3},{1,2,3}}és HNC € {0,{4,5}} miatt



A részalgebréi a kovetkezék: 0, {2,3}, {4,5}, {1,2,3}, {2,3,4,5} és A. A (Sub(A); C) részbenrendezett
halmaz Hasse-diagramja pedig a kovetkezo:

2. abra.

6. Feladat. Legyen L = (L; A, V) hél6. Mutassa meg, hogy ha (L; A, L) is hdld, akkor barmely a,b € L-re
aVb=aUb teljesiil.

Legyen (L;<1), illetve (L;<2) az (L;A,V), illetve (L;A,U) héléhoz tartozé halészer(i
részbenrendezés. Ekkor
a<ib<=aNb=a<=a<2)

miatt <3=<2. Legyen a és b tetsz6leges elemei A-nak. Ekkor az (egyik) abszorptiv azonossigot alkal-
mazva a kovetkezoket kapjuk:

(aVh)ANb=b=aVb<1b<=aVb<ab,
(aVb)ha=a=aVb<ia<=aVb<sa.

fgy aVb< alb. Valamint,

(aUb)ANb=b=alUb<2b<=alb<yb,
(aUb)hNa=a=allb<sa<= allb<;a.

Igy alUb < aVbis teljesill, azaz a Vb = a Ub.

Valamennyi feladat 10 pontot ér. A dolgozat értékelésénél a 100% = 50 pont egyenlséget fogom
figyelembe venni. J6 munkat kivanok!



