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1. Feladat. Legyen A = {0, 1, 2, 3, 4},

ϕ : A→ A, x 7→ bx/2c ,

ψ : A→ A, x 7→ b(x+ 2)/3c .

valamint legyen α = ker (ϕ) és β = ker (ψ).

(a) Igaz-e, hogy α ◦ β = β ◦ α?

(b) Határozza meg az A/(α ∧ β) és A/(α ∨ β) faktorhalmazokat.

Megoldás. Az α és β ekvivalenciarelációk a következők:

α = ker (ϕ) = {0, 1}2 ∪ {2, 3}2 ∪ {4}2,

β = ker (ψ) = {0}2 ∪ {1, 2, 3}2 ∪ {4}2.

(a) Mivel 0α 1 β 2, ezért (0, 2) ∈ α ◦ β. Tegyük fel, hogy (0, 2) ∈ β ◦ α. Ekkor van olyan c ∈ A, amelyre
(0, c) ∈ β és (c, 2) ∈ α. Ez azonban nem lehetséges, mivel

(0, c) ∈ β ⇐⇒ c = 0,

(c, 2) ∈ α⇐⇒ c ∈ {2, 3}.

Azaz (0, 2) 6∈ β ◦ α, ı́gy α ◦ β 6= β ◦ α.
(b) Mivel α ∧ β = α ∩ β = {0}2 ∪ {1}2 ∪ {2, 3}2 ∪ {4}2, ezért A/(α ∧ β) = {{0}, {1}, {2, 3}, {4}}. Az

világos, hogy α, β ⊆ {0, 1, 2, 3}2∪ {4}2, ı́gy α∨ β ⊆ {0, 1, 2, 3}2∪ {4}2. Mivel (1, a) ∈ α∪ β ⊆ α∨ β (a ∈
{0, 1, 2, 3}), ezért {0, 1, 2, 3}2 ⊆ α∨β. Így α∨β = {0, 1, 2, 3}2∪{4}2. Azaz A/(α∨β) = {{0, 1, 2, 3}, {4}}.

2. Feladat. Legyen A = {a, b, c, d, e}, és tekintsük az

α = {a, b}2 ∪ {c, d}2 ∪ {e}2,

β = {a}2 ∪ {b, c, d}2 ∪ {e}2

ekvivalenciarelációkat Eq(A)-ban. Adjon meg olyan γ ekvivalenciarelációt az A halmazon, amelyre

α ∧ γ = 0A és α ∨ γ = 1A

teljesül Eq(A)-ban. Van-e olyan δ ∈ Eq(A), amely α-nak és β-nak is komplementuma?

Megoldás. Tekintsük a γ = {a, c, e}2 ∪ {b}2 ∪ {d}2 ekvivalenciarelációt. Ekkor

α ∧ γ = α ∩ γ = 0A és β ∧ γ = β ∩ γ = 0A.

Valamint tetszőleges s ∈ A-ra (a, s) ∈ α ∪ γ ∪ γ ◦ α ⊆ α ∨ γ és (b, s) ∈ β ∪ γ ∪ β ◦ γ ⊆ β ∨ γ miatt
α ∨ γ = β ∨ γ = 1A. Azaz γ ∈ Eq(A) az α és β ekvivalenciarelációk közös komplementuma.

3. Feladat. Bizonýıtsa be, hogy ha az (L;∧,∨) háló a, b, c, d elemeire a, b 6 c, d teljesül, akkor a∨b 6 c∧d.

Megoldás. Mivel a, b 6 c, ezért a ∨ b 6 c, valamint a, b 6 d miatt a ∨ b 6 d. Így a ∨ b 6 c, d
következtében a ∨ b 6 c ∧ d.



4. Feladat. Legyen A = {a, b, c, d} és A = (A; ∗), ahol ∗ az alábbi kétváltozós művelet:

∗ a b c d
a a b c d
b b b b c
c c b c d
d d c d a

Határozza meg az A algebra részalgebráinak Sub(A) halmazát, majd rajzolja fel a (Sub(A);⊆) részben-
rendezett halmaz Hasse-diagramját.

Megoldás. Mivel a2 = a, b2 = b és c2 = c, ezért 〈a〉 = a, 〈b〉 = b és 〈c〉 = c, valamint x ∗ y ∈ {a, d}
(x, y ∈ {a, d}) és d ∗ d = a következtében 〈d〉 = {a, d}. Az A halmaz tetszőleges X és Y részhalmazaira
legyen X ∗ Y = {x ∗ y | x ∈ X, y ∈ Y }. Világos, hogy H pontosan akkor részalgebrája A-nak, ha
H ∗H ⊆ H . Ezért {a, b}∗{a, b} = {a, b}, {a, c}∗{a, c} = {a, c}, {b, c}∗{b, c} = {b, c} miatt {a, b}, {a, c}
és {b, c} is részalgebra. Ezek után vizsgáljuk meg azokat a részalgebrákat, amelyek d-t is tartalmazzák.
Ha H részalgebra A-ban és d ∈ H , akkor a ∈ H . Így

〈a, d〉 3 a = d ∗ d, d =⇒ 〈a, d〉 = {a, d},

〈b, d〉 3 a = d ∗ d, b, c = b ∗ d, d =⇒ 〈b, d〉 = A,

〈c, d〉 3 a = d ∗ d, c, d és {a, c, d} ∗ {a, c, d} = {a, c, d} =⇒ 〈c, d〉 = {a, c, d},

továbbá

〈a, b, d〉 ⊇ 〈b, d〉 = A =⇒ 〈a, b, d〉 = A.

A fentiekből adódik, hogy A részalgebrái a következők: ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, d},
{a, b, c}, {a, c, d} és A. A (Sub(A);⊆) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja pedig a következő:

1. ábra.

(Az 1. ábrán x, . . . , z jelöli az {x, . . . , z} halmazt.)

5. Feladat. Határozza meg az A = (A; f) monounér algebra részalgebráinak Sub(A) halmazát, ahol

A = {1, 2, 3, 4, 5} és f =

(

1 2 3 4 5
2 3 2 5 4

)

.

Megoldás. Az f leképezés gráfja a következő:
Először vizsgáljuk meg az egy elem által generált részalgebrákat:

〈1〉 = {1f, (1f)f, ((1f)f)f, . . .} = {1, 2, 3},

〈2〉 = {2f, (2f)f, ((2f)f)f, . . .} = {2, 3},

〈3〉 = {3f, (3f)f, ((3f)f)f, . . .} = {2, 3},

〈4〉 = {4f, (4f)f, ((4f)f)f, . . .} = {4, 5},

〈5〉 = {5f, (5f)f, ((5f)f)f, . . .} = {4, 5}.

Legyen B = {1, 2, 3} és C = {4, 5}. Gondoljuk meg a következőt: H ⊆ A pontosan akkor részalgebra A-
ban, ha H∩B ésH∩C is részalgebra A-ban. ÍgyH∩B ∈ {∅, {2, 3}, {1, 2, 3}} ésH∩C ∈ {∅, {4, 5}} miatt
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A részalgebrái a következők: ∅, {2, 3}, {4, 5}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4, 5} és A. A (Sub(A);⊆) részbenrendezett
halmaz Hasse-diagramja pedig a következő:

2. ábra.

6. Feladat. Legyen L = (L;∧,∨) háló. Mutassa meg, hogy ha (L;∧,t) is háló, akkor bármely a, b ∈ L-re
a ∨ b = a t b teljesül.

Megoldás. Legyen (L;61), illetve (L;62) az (L;∧,∨), illetve (L;∧,t) hálóhoz tartozó hálószerű
részbenrendezés. Ekkor

a 61 b⇐⇒ a ∧ b = a⇐⇒ a 62 b

miatt 61=62. Legyen a és b tetszőleges elemei A-nak. Ekkor az (egyik) abszorpt́ıv azonosságot alkal-
mazva a következőket kapjuk:

(a ∨ b) ∧ b = b =⇒ a ∨ b 61 b⇐⇒ a ∨ b 62 b,

(a ∨ b) ∧ a = a =⇒ a ∨ b 61 a⇐⇒ a ∨ b 62 a.

Így a ∨ b 6 a t b. Valamint,

(a t b) ∧ b = b =⇒ a t b 62 b⇐⇒ a t b 61 b,

(a t b) ∧ a = a =⇒ a t b 62 a⇐⇒ a t b 61 a.

Így a t b 6 a ∨ b is teljesül, azaz a ∨ b = a t b.

Valamennyi feladat 10 pontot ér. A dolgozat értékelésénél a 100% = 50 pont egyenlőséget fogom
figyelembe venni. Jó munkát ḱıvánok!
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