6. FELADATSOR
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Homomorfizmusok

Legyenek A = (A; F) és B = (B;G) algebrék, ¢: A — B leképezés. Azt mondjuk, hogy ¢ homo-
morfizmus az A és B algebrak kozott, ha van olyan m: F' — G aritasorzé™ bijekcid, hogy tetszoleges
f € F-re (az f miivelet legyen n-valtozos) és tetszéleges aq,...,a, € A-ra

(f(ah R an))(p = (m(f))(algov R ,ango)

teljesiil. A kovetkezd elnevezések hasznalatosak:

beagyazas : injektiv homomorfizmus,
izomorfizmus : bijektiv homomorfizmus,
endomorfizmus : ¢: A — A homomorfizmus,

automorfizmus : ¢: A — A izomorfizmus.

Ha az A és B algebrék grupoidok, pl. F' = {x} és G = {x}, akkor ¢ pontosan akkor homomorfizmus, ha
tetszbleges a1, as € A-ra

(a1 * az)p = (a1) x (a2¢p)

teljestl.

1. Feladat. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, endomorfizmus, illetve automorfizmus-e az alabbi
p: A — B leképezés az A algebrabél a B algebréba?

(a) A= (R;A,), B=R";G,) és p: R - RT, x> 3% ahol

T1+ -+ Ty

)

An: R" = R, (21,...,2,) —
n
Gn: RN = R, (21,...,2,) = Y21 Tp;
b)) A=[R; &, ®),B=(R"; +, ) és¢: R—R, z— z+1, ahol
O RXxR—->Rxby=ac+y+1,
O:RXR->R, 20y =ay+x+y;
1
(c) A=R"; @, ),B=(R"; +,:)ésp: Rt - RT, x+— — ahol
x

Yy
z+y

@:RTxRT - RT, 2@y =

)

(d) A=R*; +,-),B=R"; +, ) és p: Rt - R, a:»—>é;
(e) A= R\ {1}; %), B=(R\ {0}; -) és p: RT\ {1} = R\ {0}, =+ Inz, ahol
e B\ (1) % (BT (1) = R¥\ {1}, 2xy = 20,

* Azaz tetszéleges f € F-re f és m(f) aritdsa megegyezik.



(a) A ¢ leképezés izomorfizmus: ¢ bijektiv és tetsz6leges 71, ..., r, valds szdmokra
An(""l; . 77’77.)(:0 = 3(T’1+'~~+7’n)/n = n\/ 3.3 = Gn(ﬁ% . 77'77,<p)a

teljesiil, azaz ¢ homomorfizmus is.
(b) A ¢ leképezés izomorfizmus: ¢ bijektiv és tetszbleges r1, 79 valds szdmokra

(mer)e=F1+re+)e=ri+r+2=_>1+1)+ (r2+1) =rip+r2p,
(rmoOr)e=(rireo+ri+r)e=rire+ri+reo+1=(1+1) - (r2+1) = (r19) - (r29)

teljestil, azaz ¢ homomorfizmus is.
(¢) A ¢ leképezés izomorfizmus: ¢ bijektiv és tetszbleges 11,y valds szdmokra

1
=—+ — =r1p+ 120,
rL+ 1o 179 71 o

1
ompen () -t
1

1 1
(7‘1'T2)<P—r1_r2 —r—l'g—(ﬁ@)'(ﬁw)

teljesiil, azaz ¢ homomorfizmus is.
(d) A ¢ leképezés nem homomorfizmus: (2 + 3)p # 2¢ + 3¢ és (2 + 3)p # 2p - 3.
(e) A ¢ leképezés izomorfizmus: ¢ bijektiv és tetszbleges 11,1y valds szdmokra

In 7o

(r1xre)p = (7’1 ) p=1In (7“11“”) =lnr -Inre = (r19) - (rap)
teljestil, azaz ¢ homomorfizmus is.

(f) A ¢ leképezés nem homomorfizmus: (i -4)p # iv - ip, (i -1)p # ip + ip.

2. Feladat. Legyen n tetszoleges természetes szam. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, en-
domorfizmus, illetve automorfizmus-e az f: S, — S, leképezés az A = (S,; -, 1,id) algebrdbdl a
B = (S,; -, 1,id) algebraba?

(a) f: S, — Sn, m— (12)7(12);
(b) f: 8, — Sp, m— (123)w(123);
() f: 8, —= Sy, m— (123)m(132).

(a) és (c) automorfizmus; (b) nem homomorfizmus.

3. Feladat. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, endomorfizmus, illetve automorfizmus-e az
2y — 7L, x = x?
leképezés az A = (Zy; +, - ) algebrdbdl a B = (Z,; +, - ) algebrdba (n € {2,3,4))?

MEGOLDAS. | Ha n = 2, akkor f = idz, automorfizmus.

Ha n = 3, akkor f nem homomorfizmus: (T+2)2=0#£2=1+2"6s (1+2)? =
Ha n = 4, akkor f nem homomorfizmus: (I+3)2=0£2=1 43 és (142

ol ol
1=
|

[\V) [\V)
. bl

[\ [\V)

e

4
4
4. Feladat. Legyen A # () tetszéleges halmaz. Homomorfizmus, bedgyazds, izomorfizmus, endomorfiz-

mus, illetve automorfizmus-e az f: P(A) — P(A), H — H leképezés az A = (P(A); F) algebrabdl a
B = (P(A); F) algebréba?

(a) F:{Q,U,f};
(b) F = {A}.

Legyenek H és K tetszéleges részhalmazai A-nak.

(a) Ekkor teljesiilnek a (HNK)f = HNK = HUK és (HUK)f = HUK = H N K egyenl6ségek
a de Morgan-azonossigok kovetkeztében, valamint (f(H))f = Hf = H = H = f(Hf) is teljesiil,

igy f homomorfizmus.



(b) Ekkor ( HAK)f=HAKé&SHfAKf=HAK=HAK. Igy
WAAf=A=0+#A=0AA=0AA,

azaz f nem homomorfizmus.

5. Feladat. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, endomorfizmus, illetve automorfizmus-e az
f: P(N)— P(N), H— HU{1,2,3}
leképezés az A = (P(N); F) algebrabdl a B = (P(N); F') algebréba?

(a) FZ{Q,U};
(b) F={n,u,—}.

MEGOLDAS. | (a) homomorfizmus; (b) nem homomorfizmus.

6. Feladat. Adjon meg injekt{v homomorfizmust a (Z4; + ) algebrabdl az (S7; - ), (C; -), (Z12; + ),
(Zs; -).

AZy — S;, T (1234), Zy — C, T i bs Za — Z1a, T 3 leképezések injektiv

homomorfizmusok, Z, — Zs homomorfizmus nincs.

7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi T' grupoidtulajdonsig algebrai tulajdonsag, azaz ha T teljesiil
a A = (A; %) grupoidban és (B; ® ) = A, akkor T teljesiil a (B; ® ) grupoidban is. Ennek segitségével
mutassa meg, hogy az A és B algebrdk nem izomorfak.

(a) T: az x * x = a egyenlet minden a € A-ra megoldhatd,
A=(Q +),B=(Q" )
(b) T: az x x x = a egyenlet minden a € A-ra legfeljebb egy megolddsa van,
A =R ), B=(C\{0};);
(¢) T: az a * a = a teljesiil minden a € A-ra,
A =(P(Z); U), B =(P(Z); A);
(d) T: A-nak van véges generatorrendszere,
A=(Q +),B=(% +).

8. Feladat. Mutassa meg, hogy a ¢: A — A’ leképezés homomorfizmus az A = (A; F) és A’ = (A"; F’)
algebrak kozott. Hatarozza meg a ¢ homomorfizmus magjat és értékkészletét.

(a) A=A =P(X),F=F' ={U,N}ésp: P(X)— P(X), Y —YNZ, ahol X tetsz6leges nem {ires
halmaz és Z C X

)

c) A=5,, A =R, F={},F'={}é p: S, =R, m+— sgn(r), ahol n € N;
) A=R[z], A =R, F=F ={+,-} és o: Rlz] = R, p— p(1);
) A=R[z], A" =R[z], F = F' = {+} és ¢: Rlz] = R[z], p— p;

) A=C,A =R, F=F ={+4}ésp:C—R, z+iy— x;

g) A=Z, A =85, F={+}, F'={}ésp: Z— S5, k— (12345);

h) A=Z, A =C,F={+},F ={}é¢:Z—C, ks w*, aholw:cos%—i—isin%;
)

p=>1_oarz’ € Z[z] (n € Np).

MEGOLDAS.

(a) ker(p) = {(HUZ',KUZ') | Z' C Z és H,K C Z},
¢ képtere: P(Z).



(b) ker (¢) = {(0,0)} U{(re,re’) | e, € C és |e|,|e'| = 1},
¢ képtere: Ry .
(c) ker (p) = {(0,0") | c’'c~" paros},
¢ képtere: {—1,+1}.
(d) ker(p) ={(p,q) | p — q oszthaté z — 1-gyel},
¢ képtere: R.
(e) ker(¢) ={(p,q) | p— q konstans},
¢ képtere: R[z].
(f) ker(¢) = {(v,w) | v — w tisztédn képzetes},
¢ képtere: R.
(g) ker (p) = {(m,n) | m — n oszthaté 5-tel},
v képtere: ((12345)).
(h) ker (¢) = {(m,n) | m —n oszthaté 6-tal},
© képtere: (w).
(i) ker () = {(p,q) | p — ¢ minden egyiitthatéja oszthaté 5-tel},
¢ képtere: Zs|[z].

9. Feladat. Dontse el, hogy az A algebra izomorf-e az A’ algebraval.

(a) A=(C; +), A= (R; +) x (R; +);

(b) A=(C;-), A"=(R; ) x(R; -);

(c) A= (Ze; +), A (227 ) X (Z3; +);

(d) A=(Se; +), A" = (Za; +) x (Z3; + );

() A=(Zy; +), A" = (Za; +) x (Z2; +);

) A=({id, (12)(34), ( 3)(24),(14)(23)}; - ), A" = (Za; +) x (Z2; +);
(g) A=(P({1,2,3}); A, N), A = (Zo; +, - ) x (Za; +, ) x (Za; +, ).

)
) Az A — A/, @9 — (@2, a@®) leképezés izomorfizmus.
(d) Az A és A’ algebrdk nem izomorfak (az A algebra nem kommutativ).

e) Az A és A’ algebrdk nem izomorfak (az A’ algebrdban van egyelemii generdtorrendszer).

) Az A — A’) id — (0,0), (12)(34) — (0,1), (13)(24) — (1,0), (14)(23) — (1,1) leképezés
izomorfizmus.
(g) Az A - A, Hw— (1g,2p,3n) leképezés izomorfizmus, ahol tetszéleges k € {1,2,3}-ra

0, hak¢gH,
kg =<-
1, hakeH.

Monounér algebrak kongruenciai

Legyen A = (A; F) tetsz8leges algebra. Ekkor a € C P(A) osztdlyozas kompatibilis osztdlyozasa
az A algebrdnak, ha tetszileges f € F miivelet (az f miivelet mondjuk n-vdltozés, n € N) esetén, ha
(a1,01),- -, (an,by) € 0(C) esetén (f(ai,...,an), f(b1,...,bs)) € 0(C), ahol o(C) azaz ekvivalenciareld-
cié, amelyhez tartozé osztalyozas C.

2 3 4
3 4 2

Do =

10. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5,6} és f = (
CC P(A) az A = (4; f) algebrdnak?

2 g) Kompatibilis osztalyozasa-e



(a) €= {{1}7 {27374}7 {576}}?
(b) € = {{1,3,5}, {2,4,6}}.

(a) A € osztalyozéds kompatibilis;
(b) a € osztalyozds nem kompatibilis: (2,4) € o(C), de (2f,4f) = (3,4) € 0(C).
11. Feladat. Mutassa meg, hogy o € Con(A) és adjon meg izomorfizmust az A/« és B algebrék kozott.

(a) A = ({1,2,3,4}; f), ahol | — (é 2 ‘2‘) és a = {1,220 {3,412 és B = ({a,b}:7), ahol

7= (ab);
(b) A =({1,2,3,4,5,6}; f), ahol f a 10. Feladatban definialt unér mfivelet, o = {1,4}2U{2}?2U{3}?U
(512U {6)% és B = ({1,2,3,4,5}: ), ahol 7 — (123)(45).

(a) Az nyilvanvald, hogy az « relécié ekvivalenciareldcié. Tegyiik fel, hogy (a,b) € «, ahol
a,be {1,2,3,4} és a # b. Ekkor
{avb} = {172}7 és igy (afv bf) = {374} miatt (a’fa bf) € a vagy,
{a,b} = {3,4}, és igy (af,bf) = {1,2} miatt (af,bf) € o,
azaz o valoban kongruencidja A-nak. Valamint
Aja=(A/e; f),
ahol A/a = {{1,2},{3,4}} és f az aldbbi mfiivelet az A/« halmazon:

T xf
{112}| {3,4}
{3,4} | {1,2}

Igy a p: AJa— {a,b}, {1,2} — a, {3,4} — b leképezés izomorfizmus az A/« és B algebrak kozott.

(b) Az nyilvanvald, hogy az a relacié ekvivalenciareldcié. Tegyiik fel, hogy (a,b) € «, ahol a,b €
{1,2,3,4,5,6} és a # b. Ekkor {a,b} = {1,4}, és igy (af,bf) = {2} miatt (af,bf) = (2,2,) € o, azaz «
valéban kongruenciaja A-nak. Valamint

Aja= (Afa f),
ahol A/a = {{1,4},{2},{3},{5},{6}} és f az aldbbi miivelet az A/« halmazon:
T xf
{14} | {2}
{2y | {3}
{3y | {14}
{5}y | {6}
{6 | {5}

Igy a p: AJa — {a,b}, {1,4} — 1, {2} — 2, {3} — 3, {5} — 5, {6} — 4 leképezés izomorfizmus az A /o
és B algebrak kozott.

12. Feladat. Hatdrozza meg az A = (A; f) algebra kongreuncidit. Rajzoljuk fel a Con(A) kongruen-
ciahalot.

(a)A:{1,2,3,4},f:<i e i)
(b)A:{1,2,3,4},f:<§ : 3 i)
(c)A:{1,2,3,4,5},f:(; 20 i)
(d)A:{1,2,3,4,5},f:CL 20 i)



Valamennyi esetben el6szor a f6kongruencidkat, azaz a ©(a,b) alakd kongruencidkat ha-
tdrozzuk meg, ahol a,b € A és a # b.

1. Allitas. Legyen a,b € A és a # b. Ekkor ©(a,b) a
04U {(af*bf*) [k eNo}U{(bf* af*) | keNo} CAx A
reldcié tranzitiv lezdrtja, ahol fO=ida és f¥ = fF=1o f (k € N).
2. Allitds. Ha a € Con(A), akkor
o= \/ O(a,b).
(a.b)ea
(a) A f8kongruencidk a kovetkezok:

0(1,2) = {1,2}2 U {3,4}?, 0(1,3)
0(2,3) = {1}2U {2,3,4)2, )
0(3,4) = {1}2U {212 U {3,4)2.

Fdékongruencidk egyesitéseként még két tovabbi kongruenciat kapunk:
0(1,3) vO(1,4) = {1,3,4}2U{2}? és ©O(1,2)VO(2,3) = 1a.

Az A algebra kongruenciahiléja a kévetkezo:

{173}2U{2}2U{4}27 9(174) = {174}2U{2}2U{3}27
(2,4) = {1}2U{2,3,4}2,

1234

112314

1. abra.
(b) A f8kongruencidk a kovetkezdk:

0(1,2) = {1,2}2 U {3}2U {4}%, ©(1,3) ={1,3,4}2U{2}?, ©(1,4) ={1,3,4}2U{2}?,
0(2,3) = {1}2 U {2,3,4}2, 0(2,4) = {1} U {2,3,4}2,
0(3,4) = {1}2 U {2}2 U {3,4}2

Fdékongruencidk egyesitéseként még két tovabbi kongruenciat kapunk:
0(1,2) v O(3,4) = {1,2}2U{3,4}? és O(1,3)vO(2,3) =14.

Az A algebra kongruenciahaldja a kovetkezd:

1234

J
112314

2. abra.



(c) A f6kongruencidk a kovetkezbk:

{1,3,5)2U {2,4)2,
{1,3,5)2U {2,4)2,
{112U12,4)2U {3,5)2,
{11 U{2}? U {3,4,5}2,
{1120 {2)2 U {3}2U {4,5}2.

) )

)

0(1,2)
o(1,4)
0(2,3)
0(2,5)

0(3,5)

)

(1,3)
(1,5)
(2,4)
(3,4)
0(4,5) =

(S)
(S)
()
()

) )

1}2U{2,3,4,5}2,
132U {2}2U{3,5}2 U {4}2,

14
14
(112U {2,3,4,5)2,
{
{

) )

Fdékongruencidk egyesitéseként még egy tovabbi kongruenciat kapunk:
0(2,4) v O(3,4) = {1}2U{2,3,4,5}

Az A algebra kongruenciahaldja a kovetkezo:

12345

13524

1121345

112|3|4|5

3. abra.

(d) Az A algebra kongruencidi aU {4}?, illetve (83U {4,5}2)* alakiik, ahol « € Eq({1,2,3,5}), illetve
B € Eq({1,2,3,4}).

Ha o az A algebra kongruenciaja, akkor egyszerien lathat6, hogy a o N {1,2,3,5}2, illetve o N
{1,2,3,4}? relacié ekvivalenciareldcié az {1,2,3,5}, illetve {1,2, 3,4} halmazon.

Tegyiik fel, hogy o € Eq({1,2,3,5}), és legyen o = aU{4}%. Ha (a,b) € 0\0a4, akkor (a,b) € {1,2,3,5}
miatt (af,bf) = (4,4) € o, azaz o € Con(A).

Tegyiik fel, hogy 8 € Eq({1,2,3,4}), és legyen o = (8 U {4,5}?)*. Ekkor 4p* = 43° U {5} és
tetszOleges ¢ € A\ 49°-re cp® = ¢f°. Tegyiik fel, hogy (a,b) € g és a < b. Ha b < 4, akkor (a,b) €
miatt (af,bf) = (4,bf) € {(4,4),(4,5)} C 0. Ha b = 5, akkor (af,bf) = (af,4) € {(5,4),(4,4)} C o.
Azaz ¢ ekkor is kongruencidja A-nak.

Grupoidok kongruenciai

13. Feladat. Kompatibilis osztdlyozdsa-e C C P(P(Z)) az A = (P(Z);U) algebranak?

(a) C={{X CZ| X véges},{X CZ| X végtelen}};
(b) E={{XCZ|NCX} {XCZ[NZX}}

(a) A C osztalyozds kompatibilis. (b) A € osztdlyozds nem kompatibilis.

14. Feladat. Kompatibilis osztdlyozdsa-e C C P(Zg) az A = (Zg; +) algebranak?



(a) A C osztalyozds nem kompatibilis. (b) A € osztdlyozas kompatibilis.

15. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5,6} ésm: A% — A, m(a,b, c) = min(max(a, b), max(b, ¢), max(c, a)).
Kompatibilis osztélyozasa-e € C P(A) az A = (A; f) algebranak?

(a) €= {{17 27374}7 {576}};
(b) €= {{173}7 {274}7 {576}}'

(a) A C osztalyozds kompatibilis. (b) A € osztdlyozas nem kompatibilis.

16. Feladat. Legyen A = {a,b,c,d} és

QO o %
QU T
QS0 o

O e Q|
SO OO0

Kompatibilis osztélyozdsa-e € C P(A) az A = (A; *) algebrdanak?

(a) €= {{a,b}, {C, d}}?
(b) €= {{CL}, {b7 ¢ d}}

(a) A C osztalyozds kompatibilis. (b) A € osztdlyozas nem kompatibilis.

17. Feladat. Mutassa meg, hogy o € Con(A) és adjon meg izomorfizmust az A/« és B algebrdk kozott.

(a) A =(P(Z);V), a={0}*U(P(Z)\{0})® és B = (Zy; - );

(b) A=(Zs; +),a= {6,5}2 U {T,Z}g U {5,5}2 és B = (Zs; +);

(c) A=({1,2,3,4,5,6};m), ahol m a 2. Feladatban definialt 3-véltozés miivelet, o = {1,2}?U{3}2U
{4,5, 6}2 és B = ({1,2,3}; m|{172,3});

(d) A =({a,b,c,d,e}; *), ahol

o QU0 o *
QLA |
LA |
QOO0 0 oo
QO 0 Qe
o Q0 Q Qo

a={a,b}?U{c}?U{d,e}? és B = ({0,1,2}; max).

(a) Tegyiik fel, hogy (X,Y), (X',Y’) € a. Ha X =Y vagy X' = Y’, akkor XUX’ = YUY"
miatt (X UX", Y UY’) € 0pz) C a. Ellenkez6 esetben X #Y és X' # Y teljesil, igy X, X', YY" # ().
Ezért X UX', YUY’ # () miatt (X UX', Y UY’') € a. Azaz o kongruencia. Az A/« faktoralgebra és a
B algebra miiveletének tablazatai a kovetkezok:

u_ | {n Pz) \ {0} ST 0
{0} {0} PZ)\{0} 111 0.
P@)\{0} | P(2)\{0} P(Z)\{0} 010 0

gy a o: AJa — Zy, {0} — 1, P(Z)\ {0} — 0 leképezés izomorfizmus.

(b) Tegyiik fel, hogy (z,y), (z',y') € a. Felhasznélva, hogy (u,v) € « pontosan akkor teljesiil, ha
u—wv € {0,3} azt kapjuk, hogy (z+2') — (z+y') = (x —2') + (y —v') € {0,3}, azaz (z + 2,y +¢') € a.
Igy « kongriencia. Az A/« faktoralgebra és a B algebra miiveletének tabldzatai a kovetkezdk:

+ [ {03} {14} {2,5} +]0 T 2
{0,3y | {0,3} {1,4} {2,5} 00 1 2
{1,4} | {1,4} {2,5} {0,3}° 1|1 2 0°
{2,5} | {2,5} {0,3} ({1,4} 212 0 1



Igy a p: AJa — Zs, {0,3} =0, {1,4} — 1, {2,5} — 2 leképezés izomorfizmus.

(c) Legyen A = {1,2,3,4,5,6}. Mindenek el6tt jegyezziik meg, hogy az m miiveletre teljesiilnek a
kovetkezok:

o tetszlleges ay,aq,az € A-ra és tetszéleges m € S3 permutédciora teljesiil, hogy
m(ala az, a3) - m(alﬂ) a2, a’37T);

e ha az a,b,c € A elemekre a < b < ¢ teljesiik, akkor m(a,b,c) = b.
Az « kongreuncidra pedig teljesiil, hogy tetszOleges a,b € A-ra,
ha aa® # ba®, a < b és (a,a’), (b,V') € o, akkor a’ < V. (1)

Tegyiik fel, hogy (a;,b;) € a (i = 1,2,3). Az elébb emlitettek szerint az is feltehetd, hogy a1 < a2 < as.
Ekkor m(aq, az,as) = as.
1. eset: a1a® = aza® = aza®.
2. eset: aja® = aza® # aza®. Ekkor (1) szerint by,be < bs, igy m(b1,be,b3) € {b1,b2}, és ennek
kovetkeztében

(m(al, as, a3), m(bl, ba, b3)) = (CLQ, m(bl, ba, b3)) € Q.

3. esel: az a1a®, asa® és aga® osztilyok paronként kiilonbozéek. Ekkor (1) szerint by < be < bs, igy
m(b1, ba, bg) = b, és ennek kdvetkeztében

(m(ay,az,asz), m(by, bz, b3)) = (az,b2) € a.

Ezzel igazoltuk, hogy a € Con(A). Egyszerfien ldthatd, hogy az A/a — {1,2,3}, {1,2} — 1, {3} — 2,
{4,5,6} — 3 leképezés izomorfizmus.
(d) Legyen A = {a,b,c,d,e}. A miivelettdbldzatbdl egyszeriien lathatd, hogy tetszéleges z, ', y,y’ €
A elemekre teljesiil, hogy ha
,y) €a= (zxy,z*y) €,
(x,2') € a = (zxy, 2’ xy) € a.
Tegyiik fel, hogy =, 2’ ,y,y’ € A és (x,2'), (y,y") € a\ 04. Az aldbbi eseteket megvizsgdlva egyszeriien
lathatd, hogy a az A algebra kongruenciaja.
1. eset: {z,2'},{y,y'} = {a,b};
2. eset: {z,2'} = {a,b}, {y,v'} = {d,e};
3. eset: {x,2'} ={d,e}, {y,y'} = {a,b};
4. eset: {x,2'},{y,y'} = {d,e}.
Az AJa — {1,2,3}, {a,b} — 0, {c} — 1, {d, e} — 2 leképezés izomorfizmus.

18. Feladat. Hatdrozza meg az A = ({a,b, ¢,d}; *) grupoid kongruencidinak Con(A) halmazat, ahol
az alabbi kétvaltozds miivelet:

QU O %
QL O S|
QUL |
ST 0 o0
O O QL

Rajzolja fel a Con(A) = (Con(A);A,V) halé Hasse-diagramjat. Irja le az A /0 faktorgrupoidokat
tetszbleges ¥ € Con(A)-ra.

Az A algebra fékongruencidi a kovetkez6k: ©(a,b) = {a,b}* U {c}* U {d}?, ©(a,c) =
O(a,d) =14 és O(b,c) = O(b,d) = O(c,d) = {a}?> U {b,c,d}?. Igy

Con(A) = {04,14,{a,b}> U{c}? U {d}? {a}? U {b,c,d}?}.
A (nem trividlis) faktoralgebrdk a kovetkezok:

e A/O(a,b) 2, (Zs; + ), ¢: A/O(a,b) — Zs, {a,b} — 0, {c} — 1, {d} — 2;



e A/O(b,c) =, ({0,1}; V), ¢: A/O(b,c) — {0,1}, {a} — 0, {b,¢,d} — 1.

19. Feladat. Hatdrozza meg az A = ({a,b, ¢,d}; *) grupoid kongruencidinak Con(A) halmazat, ahol x
az aldbbi kétvaltozés miivelet:

QU O %
Q Q2 Q2 oL
SOES S SR~ ES
Q0o >0
0 Qo o

Rajzolja fel a Con(A) = (Con(A);A,V) hils Hasse-diagramjét. Irja le az A /9 faktorgrupoidokat
tetsz6leges ¥ € Con(A)-ra.

Az A algebra f6kongruenciai a kévetkezok:

O(a,b) = {a,b}> U {c}2 U {d}?, ©O(b,c) ={a}?U{b,c,d}?
O(a,c) =14, O(b,d) = {a}?> U {b,c,d}?,
O(a,d) = 14, O(c,d) = {a}> U {b}? U {c,d}>.

Igy Con(A) Hasse-diagramja a kovetkezo:

abcd

ab|cd albcd

ab|c|d alb|cd

a|b|c|d

4. abra.

A (nem trividlis) faktoralgebrék a kovetkezok:
e A/O(a,b) =, (Zs; - ), p: A/O(a,b) — Z3, {a,b} — 0, {c} — 1, {d} — 2;

o A/O(c,d) =, ({0,1,2}; %), ¢: A/O(c,d) — {0,1}, {a} — 0, {b} — 1, {c,d} — 2, ahol a x miivelet
tablazata a kovetkezo:

e A/O(b,c) = ({h,i}; =), ¢ A/O(a,b) — {h,i}, {a} — h, {b,c,d} — i
e A/(O(a,b)VO(c,d) =, (Zo; - ), p: A/(O(a,b) V O(c,d)) — Za, {a,b} — 0, {c,d} — 1.
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20. Feladat. Hatérozza meg az A = ({a, b, ¢, d}; *) grupoid kongruencidinak Con(A) halmazdt, ahol
az aldbbi kétvaltozés miivelet:

QU O Q%
QU Q|
QU AU S|
QO |0
[SURESTIRS U SH IS H

Rajzolja fel a Con(A) = (Con(A);A,V) hils Hasse-diagramjat. Irja le az A /0 faktorgrupoidokat
tetszbleges ¥ € Con(A)-ra.

Az A algebra f6kongruenciai a kovetkezok:
O(a,b) = {a,b}? U {c}? U {d}?, ©O(b,c)={a}>uU{b,c,d}?
O(a,c) = 14, O(b,d) = {a}?> U {b,d}?> U {c}?,
O(a,d) = {a,b,d}*> U {c}?, O(c,d) = {a}? U {b}2 U {c, d}>.

Igy Con(A) Hasse-diagramja a kovetkezo:

A (nem trividlis) faktoralgebrék a kovetkezok:

e A/O(a,b) =, ({0,1,2}; V), ¢: A/O(a,b) — {0,1,2}, {a,b} — 0, {c} — 1, {d} — 2, ahol az V
(egyesités) miivelet a 6. dbra (a) részében ldthaté részbenrendezett halmazban szdmolandé.

o A/O(b,d) =, ({0,1,2}; V), ¢: A/O(b,d) — {0,1,2}, {a} — 0, {b,d} — 1, {c} — 2, ahol az V
(egyesités) miivelet a 6. dbra (b) részében lathaté részbenrendezett halmazban szamolando.

o A/O(c,d) =, ({0,1,2}; V), ¢: A/O(c,d) — {0,1,2}, {a} — 0, {b} — 1, {c,d} — 2, ahol az V
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(egyesités) miivelet a 6. dbra (c) részében ldthaté részbenrendezett halmazban szamolando.

2 1
2
1
0
0 1 0 2
(a) (b) (©
6. abra.

e A/O(a,d) =, ({0,1}; A), ¢: A/O(a,d) — {0,1}, {a,b,d} — 0, {c} — 1;
e A/O(b,c) =, ({0,1}; V), ¢: A/O(b,c) — {0,1}, {a} — 0, {b,¢,d} — 1;
e A/(O(a,b)VO(c,d) =, ({0,1}; V), p: A/(O(a,b) VvV O(c,d)) — {0,1}, {a,b} — 0, {c,d} — 1.

21. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi algebrdk egyszeriiek, azaz csak trivialis kongruencidik
vannak.

(a) (Zz; +);
haa=10
(b) (A; f), ahol A # 0 tetszbleges halmaz és f: A% — A, f(a,b,c) =40 o=
¢ kiilonben;
(d) ({a,b,c,d}; %), ahol a * kétvéltozds miivelet miivelettdbldzata a kovetkezd (a kipontozott helyek
tetsz6legesen kitoltheték):

QO Q¥
SR Qe
N =)
S e
R~ -

(a) Tegyiik fel, hogy a # 0z, kongruencidja a (Z7; + ) algebrédnak. Tetsz6leges a, b € Zz-re
legyen g az aldbbi leképezés:

Yap: aa® — ba®, x— x4+ (b—a).
Mivel z € aa® esetén (a,z) € «, ezért (a —b,a — b) € a miatt
(b,z+(a—0b)) =(a+(a—b),z+ (a—0b)) € a,

azaz © + (a — b) € ba®. Egyszeriien ellenérizhetd, hogy a ¢, leképezés bijektiv. fgy azt kapjuk, hogy
tetszéleges a,b € Zz-re [aa®| = [ba®|. Mivel Z7 = |J, ¢z aa®, ezért

7T=1Z7 = U aa®| = 10a®| - n,
a€Z7

ahol n az « ekvivalenciarelacié szerinti kiilonb6z6 ekvivalencia osztdlyok szama. Ennek koévetkeztében
azt kapjuk, hogy tetsz6leges a € Zr-re |aa®| osztdja 7T-nek. Igy « trividlis.

(b) Legyen (a,b) € A2\ 04 és legyen c tetszSleges eleme A-nak. Ekkor (a,b),(a,a),(c,c) € ©(a.b)
miatt a = f(a,a,c) O(a,d) f(b,a,c) = ¢, azaz c € aO(a,b)®. Igy O(a,b) = 14. Ha a # 04 kongruencidja
az (A; f) algebranak, akkor van olyan (a,b) € A%\ 04, hogy (a,b) € a. Igy O(a,b) C o miatt a = 14.
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(c) Legyen a # Or kongruencidja az (R; + , - ) algebrdnak. Legyen (a,b) € a \ Or és legyen ¢
tetsz6leges valés szém. Mivel (a,b),(—a,—a) € «, ezért (0,b-a)=(a+(-a),b+(-a))€ « és b —a # 0.
Tovabbd, (0,b —a), (¢/(b—a),c/b— a)) € a kdvetkeztében (0,¢) = (0-c¢(b—a),(b—a)-c¢/(b—a)) € a.
Azaz 0a® =R, igy a = 1p.

(d) Vizsgédljuk meg a f8kongruencidkat.

22. Feladat. Legyen A = (A; f) monounér algebra, valamint legyen B az A algebra valamely részal-
gebrajdnak alaphalmaza. Legyen 95 C A x A az aldbbi relacié:

9 = {(a,b) | a = b vagy {a,b} € B}.
Igazolja, hogy ¥p kongruenciaja A-nak.

Elészor azt igazoljuk, hogy U5 € Eq(A). Az nyilvdnvald, hogy a ¥p relacié reflexiv és
szimmetrikus. Tegyiik fel, hogy (a,b),(b,c) € ¥p. Ha a = b vagy b = ¢, akkor (a,c) € ¥p. Haa # b
és b # ¢, akkor {a,b},{b,c} C B miatt {a,c} C ¥p. Igy Up tranzitiv is. BEzzel igazoltuk, hogy ¥p
ekvivalenciareldcié.

Tegyiik fel, hogy (a,b) € 9p. Ha a = b, akkor f(a) = f(b) miatt (f(a), f(b)) € Ip. Ha a # b, akkor
{a,b} C B. Mivel B egy részalgebra alaphalmaza, ezért f(a), f(b) € B. Igy {f(a), f(b)} C B miatt
(f(a), f(b)) € V. Azaz 9p € Con(A).

23. Feladat. Legyen S = (S; - ) félhald, azaz a - kétvéltozds miivelet legyen kommutativ, asszociativ és
idempotens (azaz tetszéleges a,b,c € S-rea-b="b-a, (a-b)-c=a-(b-c) és a-a = a teljesiiljon). Legyen
< az aldbbi relacié az S halmazon:

a<b<a-b=a (a,be?s).
Mutassa meg, hogy <C S x S részbenrendezés. Adott a € S-re legyen
Vg = {(b,¢) | a <b,cvagy a £ b,c} CS xS.
Mutassa meg, hogy ¥, az S algebra kongruenciaja.

A < reldcié részbenrendezés. Mivel a - miivelet idempotens, ezért minden a € S-re a-a = a,
azaz a < a. Igy < reflexiv.
Tegyiik fel, hogy az a,b € S elemekre a < b és b < a teljesiil. Ekkor

a=a-b (a <b)
=b-a (- kommutativ)
=b, (b<a)

azaz a = . fgy < antiszimmetrikus.
Tegyiik fel, hogy az a,b,c € S elemekre a < b és b < ¢ teljestl. Ekkor

a-c=(a-b)-c (a<b<=a=a-b)
=a-(b-c) (- asszociativ)
=a-b b<c<=b=b-¢)
=a, (a<b<=a=a-b)

azaz a < C. Igy tranzitiv. Ezzel igazoltuk, hogy < részbenrendezés.

A ¥, reldcié ekvivalenciareldcié. Mivel 9, reflexivitdsa és szimmetridja nyilvanvald, ezért csak 9,
tranzitivitdsat kell igazolni. Tegyiik fel, hogy (b, ¢), (¢, d) € U,.
(1.) a < b,c,d. Ekkor a < b, d nyilvan teljesiil, igy (b,d) € 9,.
(2.) a <b,césagec d Eznyilvin nem lehetséges.
(3.) a € b,césa<cd Eznyilvin nem lehetséges.
(4.) a € b,c,d. Ekkor a £ b, d nyilvan teljesiil, igy (b,d) € ¥,.
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Ezzel igazoltuk, hogy ¥, tranzitiv, igy ekvivalenciarelacio.
A 9, ekvivalenciareldcié kongruencia. Tegyiik fel, hogy (b,¢), (V/,¢') € 9,. Azt kellne igazolni, hogy
(b-V,c- )€V, azaza <b-b,c- vagyakb-V,c .

(1.) a<bcésa<b, . Ekkora <b-b ésa < c-c teljesiil, mivel a- (b-0') = (a-b)- b/ =a-b =aés
a(c dY=(a-¢)-d=a-c=a. Azaz (b-V,c-) e,

(2.) a<bcésagb,d. Ekkora-(b-b)=(a-b) bV =a-b #aésa-(c-d)=(a-¢c)-d=a-c #a
miatt a £ b-V,c-c. Azaz (b-V,c-c) € V,.

(3.) agbcésa<<l,d. Ekkora-(b-V)=a-(b-b)=(a-b)-b=a-b#aésa-(c-d)=a-(d-¢c)=
(a-d)-c=a-c#amiatt a £ b-V,c-. Azaz (b-V,c-) € d,.

(4.) a £b,césa b, . Tegyiik fel, hogy a < bV, azaz a- (b- ') = a. Ekkor

a-b=(a-(b-0)b=a-b-(V)=ab-V=a,

ellent mondva annak, hogy a £ b'. Azaz a £ b-b', és hasonléan igazolhat6 az is, hogy a £ ¢ c'.
Igy (b-V,c-c) €V,

Ezzel igazoltuk, hogy 9, kongruenciarelacio.

24. Feladat. Legyen L = (L; A, V) tetsz6leges hald, a,b € L. Bizonyitsa be, hogy O(a,b) = ©(aAb, aVb).

©(aAb,aVb) C O(a,b): mivel (a,a),(a,b) € O(a,b), ezért (a Aa,aAb),(aVa,aVb)e
O(a,b), azaz (a,a Ab), (a,aVb) € O(a,b). Igy O(a,b) tranzitivitdsa miatt (a A b,a V b) € O(a,b), azaz
O(aAb,aVb) CO(a,b).

O(a,b) CO(aAb,aVDb): mivel (a ANb,aVd),(a,a) € O(aAb,aVb), ezért

((andb)Va,(aVvb)Va) e ©lanb,aVb),
azaz (a,a Vb) € O(aAb,aVb). Tovabbd, (a Ab,aVb),(b,d) € O(aAb,aVb) kovetkeztében
((andb)Vb, (aVvb)Vb) e O(aAb,aVb)

)

is teljesiil, azaz (b,a \Vb) € ©(aAb,aVb). igy ©(a Ab,aVb) tranzitivitdsa miatt (a,b) € O(a Ab,a\Vb).
Ezzel igazoltuk, hogy O(a,b) = ©(a A b,a V b).

25. Feladat. Legyen L = (L; A, V) disztributiv hil6, valamint a,b,¢,d € L olyan elemek, hogy a < b.
Bizonyitsa be, hogy (¢, d) € ©(a,b) pontosan akkor teljesiil, ha a Ac=aAdésbVe=>bVd.

Legyen ¥ az aldbbi relacié L-en:
U={(c,d)|ahc=aNndésbVec=bVd}.

Egyszerlien ldthat6, hogy ¥ € Eq(L). Legyen (c1,d1), (co,d2) € U, azaz aA¢; =aAd; ésbVe; =bVd;
teljesiil minden é-re (i € {1,2}). Ekkor
al(ctNea) =(aNer) A(aAcer)
= (a/\dl)/\ (a/\dg)
=aA (dl A\ dg),

valamint az L halé disztributivitasa miatt

b\/(Cl/\Cz):(b\/Cl)/\(b\/Cz)
:(b\/dl)/\(b\/dg)
b\/(dl /\dg).

Azaz (c1 N ca,dy N do) € W. Tovébba, szintén az L halé disztributivitdsa miatt

al(crVe)=(aNcr)V(aAce)
:(CL/\dl)\/(CL/\dg)
:a/\(dl\/dz),

14



valamint

b\/(Cl\/Cz) = (b\/Cl)\/(b\/Cz)
= (b\/dl)\/(a\/dg)
bv (dl V dg)
Azaz (c1V ea,d1 Vda) € . Ezzel igazoltuk, hogy ¥ kongruencidja az L hdlonak. Mivel (a,b) € U, ezért
O(a,b) C V.
Legyen O olyan kongruencidja L-nek, amelyre (a,b) € O teljesiil, valamint legyen (z,y) € U tetsz6-
leges elem. Ekkor (a Ab,a Vv b) € O, és igy

z=xV(@A(@Ab)=zVyA@Adb)=@Vy A@V(@Ab)O(xVy) AV (aVd))
=@Vy) AyV(avd)=yV(@A(aVvb)OyV(zA(aAb)) =yV(yAlaAb)=

miatt (z,y) € O, azaz ¥ C O. Igy O(a,b) = ¥
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