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Részalgebrák

1. Feladat. Legyen X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Lehet-e az A = (P (X); F ) algebrában a H halmaz valamely
részalgebra alaphalmaza?

(a) F = {∆, }, H = {Y ⊆ X | Y elemszáma páros};

(b) F = {∪, }, H = {Y ⊆ X | Y elemszáma páros}.

Megoldás. (a) Igen. Gondoljuk meg, hogy |Y ∆ Y ′| = |Y | + |Y ′| − 2 · |Y ∩ Y ′| és |Y | = |X | − |Y |.
(b) Nem. Gondoljuk meg, hogy |Y ∪ Y ′| = |Y | + |Y ′| − |Y ∩ Y ′|.

2. Feladat. Lehet-e az A = (R[x]; F ) algebrában a H halmaz valamely részalgebra alaphalmaza?

(a) F = { + , · }, H = {p ∈ R[x] | p(2009) = 0};

(b) F = { · }, H = {p ∈ R[x] | p(2009) 6= 0};

(c) F = { + , · }, H = {p ∈ R[x] | p(2009) 6= 0}.

Megoldás. (a) igen; (b) igen; (c) nem, mivel nem zárt a + műveletre.
Gondoljuk meg, hogy tetszőleges p, q ∈ R[x]-re (p ? q)(2009) = p(2009) ? q(2009) teljesül, ahol ? ∈ {+, ·}.
Valamint, használjuk fel, hogy tetszőleges a, b ∈ R-re, ha a, b 6= 0, akkor ab 6= 0.

3. Feladat. Határozza meg az X ⊆ A halmaz által generált részalgebrát az A1 = (A; F1), A2 = (A; F2)
és A3 = (A; F3) algebrákban.

(a) A = {q ∈ Q | q > 0}, X = {n ∈ N | n pŕımszám}, F1 = { · }, F2 = { · ,−1}, F3 = { + };

(b) A = C, X = {z ∈ C | |z| 6 1}, F1 = { · }, F2 = { + }, F3 = { + , · };

(c) A = R, X = {0, 1},

F1 = {A2}, F2 = {A2, A3}, F3 = {Ak | k ∈ N, k > 2}, ahol tetszőleges k ∈ N-re Ak az alábbi
k-változós művelet:

Ak : Ak → A, Ak(a1, . . . , ak) =
a1 + · · · + an

n
;

(d) A = R[x], X = {3, x2}, F1 = { + , − }, F2 = { · }, F3 = { + , − , · };

(e) A = P (N), X = {H ∈ A | H elemszáma kettő}, F1 = { ∪ }, F2 = { ∩ }, F3 = { ∪ , ∩ }.

Megoldás. (a) 〈X〉
A1

= N \ {1}, gondoljuk meg, hogy minden n > 1 egész előáll pŕımszámok szorza-
taként.
〈X〉

A2
= A, gondoljuk meg, hogy N ⊆ 〈X〉

A2
, és ı́gy A ⊆ 〈X〉

A2
(⊆ A).

〈X〉
A3

= A, gondoljuk meg, hogy ha az B = (B; F ) és B′ = (B; F ′) algebrákra F ⊆ F ′ teljesül, akkor
tetszőleges Y ⊆ B-re igaz, hogy 〈Y 〉

B
⊆ 〈Y 〉

B′ , és használjuk fel az előző eredményt.
(b) 〈X〉

A1
= X , mivel X 6 A1. Használjuk fel, hogy tetszőleges v, w ∈ C-re |v ·w| = |v| · |w| teljesül,

ı́gy ha v, w ∈ X(⇐⇒ |v|, |w| 6 1), akkor |v · w| = |v| · |w| 6 1 miatt vw ∈ X .
〈X〉

A2
= C. Legyen z 6= 0 tetszőleges komplex szám, melynek trigonometrikus alakja z = r · (cos ϕ +

i sinϕ), ahol r pozit́ıv valós szám és ϕ ∈ [0, 2π), és ı́gy ε = cosϕ + i sinϕ ∈ X . Ha r 6 1, akkor z ∈ X .
Tegyük fel, hogy r > 1. Ekkor

z = brc · ε + {r} · ε

= ε + · · · + ε
︸ ︷︷ ︸

brc darab

+ {r} · ε



miatt z ∈ 〈X〉, mivel {r} · ε ∈ X .
〈X〉

A3
= C, mivel F2 ⊆ F3 miatt C = 〈X〉

A2
⊆ 〈X〉

A3
(⊆ C).

(c) 〈X〉
A1

=

{
k

2n
| n ∈ N0, 0 6 k 6 2n egész

}

. Először mutassuk meg teljes indukcióval, hogy tet-

szőleges n ∈ N0-ra
k

2n
∈ 〈X〉

A1
, ahol 0 6 k 6 2n egész szám. Majd mutassuk meg, hogy

{
k

2n
| n ∈ N0, 0 6 k 6 2n egész

}

részalgebra A1-ben.

〈X〉
A2

=

{
k

2m3n
| m, n ∈ N0, 0 6 k 6 2m3n egész

}

. Először megmutatjuk (m+n) szerinti teljes induk-

cióval, hogy tetszőleges n ∈ N0-ra
k

2m3n
∈ 〈X〉

A2
, ahol 0 6 k 6 2m3n egész szám.

• Ha m + n = 0, akkor m = n = 0 ı́gy
k

2m3n
∈ {0, 1} ⊆ 〈X〉

A2
, ha 0 6 k 6 1.

• Indukciós feltevés: tegyük fel, hogy Ha m + n = s-re igaz az álĺıtás, azaz ha m + n = s és

0 6 k 6 2m3n egész, akkor
k

2m3n
∈ 〈X〉

A2
.

• Tegyük fel, hogy m+n = s+1 és 0 6 k 6 2m3n. Legyen k = 6l+r, ahol l ∈ N0 és r ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Ha r = 0, akkor

k

2m3n
=

l

2m−13n−1
∈ 〈X〉

A2

az indukciós feltevés következtében, mivel (m − 1) + (n − 1) 6 s, l = k/6 6 2m−13n−1.
Ha r = 1, akkor

k

2m3n
=

1

2
·

(
3l

2m−13n
+

3l + 1

2m−13n

)

∈ 〈X〉
A2

,

mivel az indukciós feltevés következtében
3l

2m−13n
,

3l + 1

2m−13n
∈ 〈X〉

A2
, hiszen (m − 1) + n 6 s és

0 6 3l < 3l + 1 6 2m−13n.
Ha r = 2, akkor

k

2m3n
=

3l + 1

2m−13n
∈ 〈X〉

A2

az indukciós feltevés következtében, mivel (m − 1) + n 6 s, 3l + 1 6 2m−13n.
Ha r = 3, akkor

k

2m3n
=

2l + 1

2m3n−1
∈ 〈X〉

A2

az indukciós feltevés következtében, mivel m + (n − 1) 6 s, 2l + 1 6 2m3n−1.
Ha r = 4, akkor

k

2m3n
=

3l + 2

2m−13n
∈ 〈X〉

A2

az indukciós feltevés következtében, mivel (m − 1) + n 6 s, 3l + 2 6 2m−13n.
Ha r = 5, akkor

k

2m3n
=

1

3
·

(
l + 1

2m−13n−1
+

l + 1

2m−13n−1
+

2l + 1

2m3n−1

)

∈ 〈X〉
A2

,

mivel az indukciós feltevés következtében
l + 1

2m−13n−1
,

2l + 1

2m3n−1
∈ 〈X〉

A2
, hiszen (m − 1) + (n −

1), m + (n − 1) 6 s és 0 6 l + 1 6 2m−13n−1 és 0 6 2l + 1 6 2m3n−1. Ezzel az álĺıtást igazoltuk.
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Majd mutassuk meg, hogy
{

k

2n
| n ∈ N0, 0 6 k 6 2n egész

}

részalgebra A1-ben.
〈X〉

A3
= A.

(d) 〈X〉
A1

=
{
ax2 + 3b | a, b ∈ Z

}
,

〈X〉
A2

=
{
3mx2n | m, n ∈ N0, m2 + n2 > 0

}
,

〈X〉
A3

=
{
ax2 + 3b | a ∈ Z[x], b ∈ Z

}
.

(e) 〈X〉
A1

= {X ⊆ N | |X | > 2 és X véges},
〈X〉

A2
= {X ⊆ N | |X | 6 2},

〈X〉
A3

= P (N).

4. Feladat. Határozza meg a (Z; + , − ) algebra minimális generátorrendszereit.

Megoldás. Az X ⊆ Z halmaz pontosan akkor minimális generátorrendszer, ha ln.k.o.(X) = 1 és
bármely Y ( X-re ln.k.o.(Y ) > 1. Minimális generátorrendszerek például: {1}, {2, 3}, {2 · 3, 3 · 5, 5 · 2},
{2 · 3 · 5, 2 · 3 · 7, 2 · 5 · 7, 3 · 5 · 7}, stb.

5. Feladat. Legyen f : Z → Z, x 7→ x + 1 és g : Z → Z, x 7→ −x. Mutassa meg, hogy a (Z; f, g)
algebrának nincs valódi részalgebrája.

Megoldás. Legyen ∅ ( X ⊆ Z részalgebrája a (Z; f, g) algebrának. Ha X ∩ N 6= ∅, akkor legyen
n ∈ X ∩ N. Ekkor

0 = ((f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n darab

) ◦ g)(n).

Ha X ∩ {z ∈ N | z < 0} 6= ∅, akkor legyen n ∈ X , n < 0. Ekkor

0 = (f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n darab

)(n).

Így azt kapjuk, hogy 0 ∈ X . Mivel 〈0〉 = Z, ezért 〈X〉 = Z.

6. Feladat. Határozza meg az (N; +), (Z; +), (Z6; +), ({a, b, c, d};~) és ({a, b, c, d};}) algebrák összes
egy-, illetve kételemű generátorrendszerét, ahol

~ a b c d
a b c c c
b b b b b
c c b c c
d d c b d

és

} a b c d
a b a c d
b b a d b
c a c d c
d c b c c

.

Megoldás. Egyelemű generátorrendszerek:
Legyen x ∈ N. Ekkor 〈x〉 = (N; +) pontosan akkor teljesül, ha x = 1.
(Z; +)-nak nincs egyelemű generátorrendszere.
Legyen x ∈ Z6. Ekkor 〈x〉 = (Z6; +) pontosan akkor teljesül, ha x ∈ {1, 5}.
Legyen x ∈ {a, b, c, d}. Ekkor 〈x〉 = ({a, b, c, d};~) pontosan akkor teljesül, ha x = a.
Legyen x ∈ {a, b, c, d}. Ekkor 〈x〉 ( ({a, b, c, d};}).

Kételemű generátorrendszerek:
Legyen x, y ∈ N, (x 6= y). Ekkor 〈x, y〉 = (N; +) pontosan akkor teljesül, ha 1 ∈ {x, y}.
Legyen x, y ∈ Z, (x 6= y). Ekkor 〈x, y〉 = (Z; +) pontosan akkor teljesül, ha x · y < 0 és ln.k.o.(x, y) = 1.
Legyen x, y ∈ Z6, (x 6= y). Ekkor 〈x, y〉 = (Z6; +) pontosan akkor teljesül, ha (x, y) ∈ {(u, v) | ln.k.o.(u, v) = 1}
vagy {x, y} ∩ {1, 5} 6= ∅.
Legyen x, y ∈ {a, b, c, d}, (x 6= y). Ekkor 〈x, y〉 = ({a, b, c, d};~) pontosan akkor teljesül, ha a ∈ {x, y}.
Legyen x ∈ {a, b, c, d}, (x 6= y). Ekkor 〈x, y〉 = ({a, b, c, d};}) pontosan akkor teljesül, ha {x, y} 6=
{a, b}, {c, d}.
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