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Részalgebrak

1. Feladat. Legyen X = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Lehet-e az A = (P(X); F) algebrdban a H halmaz valamely
részalgebra alaphalmaza?

(a) F={A,—}, H={Y C X | Y elemszdma paros};
(b) F={U,—}, H={Y C X | Y elemszadma paros}.

(a) Igen. Gondoljuk meg, hogy |[Y AY'| = [Y|+|Y'|—2-|Y nY'| és [Y| = | X| — |V].
(b) Nem. Gondoljuk meg, hogy [YUY'| =|Y|+ Y| - Y NnY’|.

2. Feladat. Lehet-e az A = (Rz]; F') algebrdban a H halmaz valamely részalgebra alaphalmaza?

]
(@) F={+,-}, H={peR[z]|p(2009) =0}
(b) F'={-}, H={peR[z]|p(2009) # 0};
(C) F:{+7 -},H:{pER[:E]|p(2OO9)750}.

(a) igen; (b) igen; (c¢) nem, mivel nem zart a + miiveletre.

Gondoljuk meg, hogy tetszdleges p, ¢ € R[z]-re (p*¢q)(2009) = p(2009) x ¢(2009) teljesiil, ahol x € {+,-}.
Valamint, hasznaljuk fel, hogy tetsz6leges a, b € R-re, ha a,b # 0, akkor ab # 0.

3. Feladat. Hatdrozza meg az X C A halmaz éltal generalt részalgebrét az A1 = (A; F1), Ay = (A; Fy)
és A3 = (A; F3) algebrdkban.

(a) A={¢€Q|g¢>0}, X ={neN|nprimszdm}, F1 ={-}, b ={-, "'}, l={+}
b) A=C,X={zeC|lz|<1}, i={-}, B={+}, Fs={+, }
(c) A=R, X ={0,1},

Fy = {As}, Fo = {As, A3}, F5 = {Ax | k€N, k > 2}, ahol tetszdleges k € N-re Ay az aldbbi

k-valtozds muvelet:
al + e + an )

)

Ay AF — A, Ag(ar, ... ar) = -
(d) A:R[x]vX:{37x2}7F1:{+v_}vFQZ{'}7F3:{+v_v '};
(e) A=P(N), X ={H € A| H elemszdma ketts}, ;1 ={U}, Fo={Nn}, Fs={U, N}

(a) (X)a, = N\ {1}, gondoljuk meg, hogy minden n > 1 egész el6all primszamok szorza-

taként.
(X)a, = A, gondoljuk meg, hogy N C (X),,, és fgy A C (X),, (C A).
(X)a, = A, gondoljuk meg, hogy ha az B = (B; I) és B’ = (B; ) algebrakra I C F" teljesiil, akkor
tetszoleges Y C B-re igaz, hogy (Y)g C (Y)pg/, és hasznaljuk fel az el6z6 eredményt.

(b) (X)a, = X, mivel X < A;. Haszndljuk fel, hogy tetszdleges v,w € C-re |[v-w| = |v| - [w] teljesil,
igy ha v,w € X (<= |v], |w| < 1), akkor |v - w| = |v| - |w| < 1 miatt vw € X.
<X)A2 = C. Legyen z # 0 tetsz6leges komplex szdm, melynek trigonometrikus alakja z = r - (cos ¢ +
isinp), ahol r pozitiv valds szdm és ¢ € [0,2m), és igy € = cosp +ising € X. Ha r < 1, akkor z € X.
Tegyiik fel, hogy r > 1. Ekkor

z=|r|-e+{r} e
=e+---+e+{r}-e
—_———
|r] darab



miatt z € (X), mivel {r} e € X.
<X)A3 = C, mivel F, C F3 miatt C = <X)A2 C <X>A3 (C Q).

k
(¢) (X)a, = {2—n | n€Np, 0<k<2" egész p. El6szor mutassuk meg teljes indukciéval, hogy tet-

szbleges n € Ny-ra o € (X)a,» ahol 0 < k < 2" egész szam. Majd mutassuk meg, hogy

k
{2—n|n€No, 0<k<2"egész}

részalgebra Ai-ben.

k
(X)4, = {W | m,n €Ny, 0<k<2m3" egész}. El6sz6r megmutatjuk (m+n) szerinti teljes induk-

ciéval, hogy tetszbleges n € Ny-ra € (X)4,, ahol 0 <k < 2™3" egész szam.

2m3n

e Ha m +n =0, akkor m =n =0 igy

gmgr € 10,1} € (X)4,. ha 0< k< L.

e Indukcids feltevés: tegyiik fel, hogy Ha m + n = s-re igaz az allitds, azaz ha m + n = s és
0 < k <2™3" egész, akkor oman e <X)A2.

e Tegyiik fel, hogy m+n = s+1és0 < k < 2™3™. Legyen k = 6l+r, aholl € Ny ésr € {0,1,2,3,4,5}.
Ha r = 0, akkor

ko
oam3n - 2m713n71

€(X)a

2

az indukciés feltevés kovetkeztében, mivel (m — 1) + (n —1) < s, [ = k/6 < 2m 1371,
Ha r =1, akkor

k1 31 31+ 1
— = X
2m3n 2 (2m—13n + 2m—13n) € < >A2 )
. . . L . 31 3l+1 ) )
mivel az indukcids feltevés kovetkeztében Sm—i3n’ gm_13n € <X>A2, hiszen (m — 1) + n < s és
0<3l<3l+1g2m13n,

Ha r = 2, akkor

k 3l+1
am3n - 2m—13n € <X>A2

az indukcids feltevés kovetkeztében, mivel (m — 1) +n < s, 31+ 1 < 2m~137,
Ha r = 3, akkor

ko 20+1
om3n - 2m3n71

€ (X)a,

az indukcids feltevés kovetkeztében, mivel m + (n — 1) < s, 20 + 1 < 2m3"~ L.
Ha r = 4, akkor

ko_8l42 oy
am3n - 2m—13n Ao

az indukcios feltevés kovetkeztében, mivel (m — 1) +n < s, 31 +2 < 2m 7137,

Ha r = 5, akkor
k 1 l+1 l+1 2041
- . X
om3n 3 <2m13n1 + gm—13n—1 + 2m3n1) < < >A2’
l+1 20+ 1
mivel az indukcids feltevés kiovetkeztében + + € (X)4,, hiszen (m — 1) + (n —

2m713n71’ 2m3n71
Dym+n—-1)<sés0<I+1<2m 13771650 <20+ 1<2m3" L. Ezzel az allitast igazoltuk.



Majd mutassuk meg, hogy
k
{2—n | n € Np, 0<k<2“egész}

részalgebra A-ben.
<X>A3 = A

(d) (X)a, = {aa® +3b|a,b e Z},
(X)a, = {3™2®" | m,n € Ng, m® +n? > 0},
(X)a, = {az® +3b|a € Z[z], be Z}.

(e} (X)a, = {X CN||X|>2és X véges},
(X)a, ={X SN [X] <2},
X)a, = P(N).

4. Feladat. Hatdrozza meg a (Z; +, — ) algebra minimdlis generdtorrendszereit.

Az X C Z halmaz pontosan akkor minimédlis generdtorrendszer, ha Ink.o.(X) = 1 és
barmely Y C X-re Ink.o.(Y) > 1. Minimélis generatorrendszerek példaul: {1}, {2,3}, {2-3,3-5,5-2},
{2-3.5,2-3-7,2-5-7,3-5- 7}, stb.

5. Feladat. Legyen f: Z — Z, x — x4+ 1 és g: Z — Z, © — —x. Mutassa meg, hogy a (Z; f,g)
algebranak nincs valédi részalgebraja.

Legyen ) C X C Z részalgebrija a (Z; f, g) algebrdnak. Ha X NN # (), akkor legyen

n € X NN. Ekkor
0= ((fo---0of)og)(n).
——

n darab

Ha X N{z e N|z <0} #0, akkor legyen n € X, n < 0. Ekkor

0=(fo0f)n)

n darab

Igy azt kapjuk, hogy 0 € X. Mivel (0) = Z, ezért (X) = Z.

6. Feladat. Hatdrozza meg az (N;+), (Z;+), (Ze;+), ({a,b,¢,d}; ®) és ({a, b, c,d}; ®) algebrak Osszes
egy-, illetve kételemii generatorrendszerét, ahol

és

QLo o |®
Qo oo
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o oolo
QLo ol
QO =@
o o oe
o 2 ol
o oo
o0 ol

MEGOLDAS. | Egyelemi generdtorrendszerek:

Legyen x € N. Ekkor (x) = (N;+) pontosan akkor teljesiil, ha z = 1.
(Z; +)-nak nincs egyelemii generdtorrendszere.
Legyen x € Zg. Ekkor (z) = (Zg; +) pontosan akkor teljesiil, ha z € {1,5}.
Legyen z € {a,b,c,d}. Ekkor (z) = ({a,b,c,d}; ®) pontosan akkor teljesiil, ha z = a.
Legyen z € {a,b,c,d}. Ekkor (z) C ({a,b,c,d}; ®).

Kételemii generatorrendszerek:
Legyen x,y € N, (z # y). Ekkor (z,y) = (N;+) pontosan akkor teljesiil, ha 1 € {z, y}.
Legyen z,y € Z, (x # y). Ekkor (z,y) = (Z;+) pontosan akkor teljesiil, ha z -y < 0 és In.k.o.(z,y) = 1.
Legyenx,y € Zg, (v # y). Ekkor (x,y) = (Z¢; +) pontosan akkor teljesiil, ha (z,y) € {(@,?) | In.k.o.(u,v) = 1}
vagy {z,y} N {L,5} # 0.
Legyen x,y € {a,b,c,d}, (z # y). Ekkor (z,y) = ({a, b, c,d}; ®) pontosan akkor teljesiil, ha a € {x,y}.
Legyen x € {a,b,c,d}, (x # y). Ekkor (z,y) = ({a,b,c,d}; ®) pontosan akkor teljesiil, ha {x,y} #
{a,b},{c,d}.



