4. FELADATSOR
MATEMATIKAI STRUKTURAK (MMN103G)
2009/2010. 6sz1 FELEV

Azt modjuk, hogy az L halé dbrazolhaté halmazokkal, ha van olyan X halmaz és H C P(X),
hogy (H;N,U) héld, amely izomorf L-lel.*

1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az L halé abrazolhaté halmazokkal, akkor barmely a,b,c € L-re
teljesiil, hogy a A (bV ¢) = (a Ab)V (aAc).

Tegyliik fel, hogy L abrdzolhaté halmazokkal. Legyen ¢: L — H izomorfizmus, ahol
H C P(X) teljesiil valamely X halmazra és (H;N,U) hilé. Legyenek a, b és ¢ tetszbleges elemei L-nek,
tovabbd legyen A = ap, B = by és C' = cp. Mivel N disztributiv U-ra vonatkozdan, ezért
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) = apn (bpUcp) = (ap Nbp) U (ap N cyp)
= apN(bVe)p=(aANb)pU(aAc)p
= (aA(bVe)p=((aAb)V(aNc))p
= aA(bVe)=(aNb)V(aAc).

Az atalakitdsok soran t6bbszor felhasznéltuk, hogy ¢ homomorfizmus és injektiv.

2. Feladat. Mutassuk meg, hogy barmely halé tetszoleges a, b, ¢ elemére teljesiilnek az

(anc)V(bAc) < (aVb)Ac,
(anb)Ve<(aVe)A(bVe),

<
(anc)V(bAc)<((anc)Vb)Ac

egyenlGtlenségek.

Valamennyi egyenl6tlenség azon milik, hogy ha az L halé p,q,r, s elemeire p,q < 7,5
teljesiil, akkor pV g <7 A s.

3. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges L héléra az alabbi dllitasok ekvivalensek:
(i) barmely a,b,c € L-re, ha a < ¢, akkor (aVb) Ac<aV (bAc),
(ii) bédrmely a,b,c € L-re, ha ¢ < a, akkor a A (bV ¢) < (aAb) Ve,
(iii) barmely a,b,c € L-re (aAc)V (bAc)=((aNc)Vb)Ac.

Mutassunk olyan legalabb otelemii Ly, illetve Ly hélét, amelyben teljesiilnek, illetve nem teljesiilnek a
fentiek.

(i)==(ii): mivel ¢ < a, ezért (i) szerint (cVb) Aa < cV (bAa), amia A és V miveletek
kommutativitdsa miatt ekvivalen (ii)-vel.
(ii)==(iii): mivel a A ¢ < ¢, ezért (ii) szerint ¢ A (bV (aA¢)) < (¢ AD)V (aAc), azaz a A és V miiveletek

*Azaz van olyan ¢: L — H bijektiv leképezés, amelyre

(aAb)p =apNbyp
(aVb)p =apUbp

teljesiil tetszéleges a,b € L-re.



kommutativitdasa miatt ((a Ac) Vb)) Ac< (aAc)V (bAc). Az elézb feladat harmadik egyenl6tlenségét
felhasznalva adédik az egyenlGség.
(iii)==(i): ha a < ¢, akkor a A ¢ = a miatt (iii) felhaszndldsdval adédik, hogy a V (bAc) = (aVb) Ac.
Igy aV (bAc) < (aVDb)Ac, azaz (i) is teljesiil.

Tekintsiik az aldbbi Ly = ({0, {1}, {2}, {1,2},{1,2,3}}; N, V), illetve Lo = ({0, a,b,¢,d,1}; A, V) hé-
16kat:

{1,2,3} 1
{1,2} d
{1} {2} b

0 0
L1 L2

Ekkor Li-ben teljesiil (i), mig Lo-ben nem.

4. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszdleges L halora az alabbi allitasok ekvivalensek:
(i) barmely a,b,c € L-reaV (bAc)=(aVb) A (aVc),
(ii) béarmely a,b,c € L-re (a Ab)V (bAc)V (cAa)=(aVb)ADbVc)A(cVa).

Mutassunk olyan legalabb otelemti Ly, illetve Ly hélét, amelyben teljesiilnek, illetve nem teljesiilnek a
fentiek.

Legyen L tetsz6leges korlatos hald, a,b € L. Azt mondjuk, hogy a b elem komplementuma a-nak,
haaAb=0ésaVb=1.

5. Feladat. Mutassunk olyan legalabb otelemii véges halot, amelyben
(a) egyik elemnek sincs komplementuma,
(b) van olyan elem, amelynek van és van olyan elem, amelynek nincs komplemenetuma,
(¢) minden elemnek van komplementuma.

Amikor van komplementum, akkor egyértelmii-e az?

(a) Ilyen halé nincs. Ha L véges halé, akkor korlatos is, és 0 (egyetlen) komplementuma
1.

(b) Tekintsiik a 3. Feladatbeli Ly halét. Az @ komplementuma {1,2,3}, az {1} elemnek azonban
nincs komplementuma.
(¢) A 3. Feladatbeli Ly hdl6 minden elemének van komplementuma.

6. Feladat. Legyen X tetsz6leges halmaz, A, B C X. Igaz-e, hogy ha ANB =0 és AU B = X, akkor
B=X\A?

Legyen z tetszéleges eleme X-nek. Ekkor

reX=AUB
—

rcAe=a¢gA T € B,
ANB=0

reEB = "2r¢gA = xcA

Azaz B = A.

7. Feladat. Tekintsiik az A/« ekvivalenciareldciét az A halmazon, amelyet a hozzdjuk tartozé osztdlyo-
zassal adtunk meg:



Van-e a-nak komplementuma Eq(A)-ban? Egyértelmii-e a komplementum, ha létezik?
(a) a komplementumai:

{1,2,4y2U{3}?, {1,3}2U{2,4}% {1,3,4}?U{2}? {1,2}*U{3,4}%
(b) a-nak van komplementuma, pl.:

{a}?U{c,m}?U{e}? U{k}?, {a}*u{c}?u{e}?u{k,m}>
(¢) a-nak van komplementuma, pl.:
{a}? U{c, b} U{e, k}?, {a,k}?U{c,m}? U {e}>

(d) a-nak van komplementuma, pl.:

{1,2}°U{3,4}* U {5,6}> U {7,8}*, {1,3}*U{2,4}>U{5,6}°U{T7,8}%

* * *

Legyen A véges halmaz, o € Eq(A). Az a-hoz tartozo6 kiillonboz6 ekvivaleniaosztélyok legyenek
Cy,...,Ch.

Vélasszunk minden osztdlybol egy-egy elemet: ¢; € C; (i =1,...,7). Legyen 3 az

{e1,..., ¢, }* U U {c}?.

Legyen a,b € A, és tegyiik fel, hogy (a,b) € a N (. Ekkor (a,b) € a miatt van olyan 1 < i < r, hogy
a,b e C;. Igy (a,b) € S miatt a =b. Azaz a A =anf=0,. )
Legyen ¢ € A\ {c1,...,c-}. Ekkor van olyan i € {1,...,r}, hogy ¢ € C;. Igy ¢;1 5 ¢; a ¢ miatt

(c1,¢) € BoaCaVp.

Azaz (c1,c¢) € aV [ teljesiil tetszbleges ¢ € A-ra. Ez pedig azt jelenti, hogy aV 3 = 14. Vagyis, § komp-
lementuma a-nak. A konstrukciébdl az is latszik, hogy pontosan akkor egyértelmii a komplementum, ha
a e {OA, 1A}-
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1. dbra: Az (Eq({1,2,3}); C) héldszeriien rendzett halmaz Hasse-diagramja.



112)3|14

2. abra: Az (Eq({1,2,3,4}); C) hélészertien rendzett halmaz Hasse-diagramja.

Részalgebrak

8. Feladat. Legyen A = {a,b,c,d} és A = (4;«), ahol x az aldbbi kétvdltozds miivelet:

x|la b c d x|la b ¢ d *|la b ¢ d x|la b ¢ d
ala b ¢ d ala b ¢ c alb ¢ ¢ c alb a c d
(a) b|b a d ¢ (by bla b ¢ ¢ (¢) b|b b b b (d b|b a d b
cle d a b cld d b b cle b ¢ ¢ cla ¢ d c
d|ld ¢ b a d|lc d b a d|ld ¢ b d dlec b ¢ c

Hatdrozzuk meg az A algebra részalgebrdinak Sub(A) halmazat, majd rajzoljuk fel a (Sub(A); C) rész-
benrendezett halmaz Hasse-diagramjat.

(a) Az A algebra részalgebrai a kovetkezdk: 0, {a}, {a,b}, {a,c}, {a,d}, {a,b,c,d}.
(b) Az A algebra részalgebrai a kovetkez6k: 0, {a}, {b} {a,b,c,d}.
(c) Az A algebra részalgebrai a kovetkezdk: 0, {b}, {c}, {d}, {b,c}, {a,b,c}, {b,c,d} {a,b,c,d}.
(d) Az A algebra részalgebréi a kovetkezdk: 0, {a,b}, {c,d} {a,b,c,d}.

A Hasse-diagramok pedig a kovetkezok:

{a,b,c,d} {a,b,c,d}
{a,b,c,d} {a,b,c,d}
{a,b,c} {b,c,d}
{(1,7 b} {ald}

{a} {0} {a, b} {c,d}
{b} {d}

(a) (b) (c) (d)



Az A algebra monounér, ha egyetlen egyvéltozds alapmiivelete van. Ha A = {1,2,...,n} (n € N),

akkor
1 2 ... n
ay a2 ... Qp

jeloliaz A — A, k— ax (k=1,2,...,n) unér miiveletet.

9. Feladat. Hatdrozzuk meg az A = (A; f) monounér algebra részalgebrainak Sub(A) halmazat.

2 3 45
3 4 5 4

[N

(a) A={1,2,3,4,5}, f =

(
wasazaas- (20 10)
(C)A:{1,2,3,4,5},f=(§ ?, Z 451 i)

(d) A={1,2,3,4,5}, f = (i ?, Z 451 i)
() A={1,2,3,4,5,6,7}, f = ( i f;’; i 2 S ;)
(f) A=1{1,2,3,4,5}, f = ( )

Rajzoljuk fel a (Sub(A); C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat.

A feladatok megolddsa soran fel lehet hasznalni azt az allitast, hogy ha B részalgebraja
A-nak és a € B, akkor (a) C B is teljesiil.
A részalgebrak a kovetkezo:

0, 0, 0,
(4.5}, (4,5, (4,5}
(a') {3747 5}7 (b) {17475}7{2747 5}7{3747 5}7 (C) {37475}7
{2737475}7 {1727475}7{1737475}7{2737475}7 {1737475}7{2737475}7
{1,2,3,4,5}; {1,2,3,4,5}; {1,2,3,4,5};
0,
(i (5.5.6.71, 14567
’ ’ 37 57 677 b 9 b b b

(@) ALASRASA5Y () 5 6.7}, {2,4,5,6.7), {3, 4,5,6,7),

{1,345}, {2,3,4,5}, (1,2,4,5,6,7}, {1,3,4,5,6,7},{2,3,4,5,6, 7},

{1,234, 5} (1,2.3,4,5,6,7):
0, {5},
(f) {2,3}, {2,3,5},
{1,2,3},{2,3,4}, {1,2,3,5},{2,3,4,5},
{1,2,3,4}, {1,2,3,4,5}.



