2. FELADATSOR

Ekvivalenciarelaciok

1. Feladat. Legyenek A és B tetszéleges halmazok, valamint f: A — B tetsz6leges leképezés. Mutassuk
meg, hogy a
ker (¢) = {(a,b) € Ax Afp(a) = (b)) CAx A

relacié ekvivalenciarelacio.

Reflexivitds: a ker (¢) relacié reflexiv, mert tetszéleges a € A esetén p(a) = ¢(a) teljesil,
azaz (a,a) € ker ().
Szimmetira: tegyiik fel, hogy (a,b) € ker (¢), ekkor

(a,b) € ker () <= p(a) = p(b) <= ¢(b) = p(a) <= (b,a) € ker (¢),

azaz ker (¢) szimmetrikus.
Tranzitivitds: tegyiik fel, hogy (a,b), (b, ¢) € ker (¢), ekkor

(a,b), (b, c) € ker (p) <= p(a) = ¢(b), (b) = ¢(c)
= p(a) = ¢(c)
< (a,c) € ker (p),

azaz ker (¢) tranzitiv. Ezzel igazoltuk, hogy ker () ekvivalenciareldci.

2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a ¢: A — B leképezés pontosan akkor injektiv, ha ker (¢) = 04.

Tegyiik fel, hogy ker (¢) =04. Ha az a,b € A elemekre ¢(a) = ¢(b) teljesiil, ekkor
w(a) = o(b) <= (a,b) € ker (p) =04 <= a =0,

azaz  injektiv.
Tegyiik fel, hogy ¢ injektiv. Ekkor barmely a,b € A-ra, ha a # b, akkor p(a) # ¢(b), azaz (a,b) ¢
ker (¢). Igy ker (¢) = 04.

Legyen ¢ C A x B tetszdleges reldcié. Az ¢ relacié inverzének nevezziik, és o~ 1-gyel jeldljiik, a
{(b,a) | (a,b) ea} CBx A

relaciot.

3. Feladat. Legyen ¢ tetszéleges A-b6l B-be mené leképezés. Mutassuk meg a kdvetkezdket:
(a) »~1 C B x A pontosan akkor leképezés, ha ¢ bijektiv;
(b) A% 2 o™t =ker(p);
(c) B2 ¢ op={(b,b)|beIm(p)}.
(a) Tegytik fel, hogy c,p_l leképezés. Legyen a tetszOleges A-beli elem. Ekkor van olyan
b € B, amelyre b = ¢~ 1(a) teljesiil. Igy
b=y (a) <= (ba) € 7! <= (a,b) € p,

azaz b € B 0Ose a-nak. Ezzel igazoltuk, hogy ¢ sziirjektiv. Legyenek a és a’ olyan A-beli elemek,
amelyekre p(a) = p(a’) teljesiil. Ekkor (a,¢(a)), (a/,¢(a’)) € ¢ miatt (¢(a),a), (p(a’),a’) € ¢~t. Mivel



o(a) = p(a’) és ¢! leképezés, ezért a = a’. Azaz ¢ injektiv. Ezzel igazoltuk, hogy a ¢ leképezés
bijektiv.
Tegyiik fel, hogy ¢ bijektiv. Ha b € B, akkor van olyan a € A, amelyre (a,b) € ¢ teljesiil, mivel ¢
sziirjektiv. A ¢ leképezés injektivitdas pedig biztositja, hogy ez a b elem egyértelmi. fgy o1 leképezés.
(b) Legyenek a és o’ tetszleges A-beli elemek. Ekkor

(a,a’) € po ™! <= van olyan b € B, hogy (a,b) € ¢ és (b,a') € ¢!

<= van olyan b € B, hogy (a,b), (a’,b) € ¢
<= van olyan b € B, hogy ¢(a) = b = p(a’)
= ¢(a) = p(d)
<= (a,a’) € ker (),
azaz po o~ ! =ker ().
(c) Legyenek b és b’ tetsz6leges B-beli elemek. Ekkor

(b)) € ¢! 0 p <= van olyan a € A, hogy (b,a) € o' és (a,b) € ¢

<= van olyan a € A, hogy (a,b), (a,b’) € ¢
< b=" €Im(p),

azaz 1o = {(b,b) | b€ Im(p)}.

4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az o C A x A reldcié pontosan akkor ekvivalenciareldcié, ha 04 C «,
aCalésaoaCa.

Legyen £ C A x A tetsz6leges relacié. Ekkor

¢ reflexiv <= minden a € A-ra (a,a) € £
04 C¢;

¢ szimmetrikus <= minden a,b € A-ra, ha (a,b) € &, akkor (b,a) € £
<= minden a,b € A-ra, ha (a,b) € £, akkor (a,b) € €71
= ECeh
Tegylik fel, hogy ¢ tranzitiv. Ekkor tetszéleges (a,c) € A x A-ra
(a,c) € £ o0& = van olyan b € A, amelyre (a,b), (b,c) € £
I3 tr:ar>12.(

a‘)c) e 57

azaz £o & CE&.

Tegyiik fel, hogy &-re £ o & C ¢ teljesiil. Legyen (a,b), (b,c) € £ (a,b,c € A). Ekkor (a,c) € £0&, és
igy a feltétel miatt (a,c) € £ is teljesiil. Azaz & tranzitiv.

Mindezek utdn az eredeti allitas mér egyszertien adodik:

« ekvivalenciarelacié < « reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;

<04 C a, aCalésaoaCa.

Ezzel az allitast igazoltuk.

Tetszbleges A halmaz esetén Eq(A)-val jeloljik az A halmazon értelmezett ekvivalenciarelaciék hal-
mazat.

5. Feladat. Legyenek A halmaz és o, 8 € Eq(A). Igazoljuk, hogy aoU S reflexiv és szimmetrikus, de nem
feltétlentil tranzitiv.

MEGOLDAS. | Mivel « reflexivek, ezért 04 C o C aU 3, azaz aUf is reflexiv. Mivel « és 8 szimmetrikus,
ezért a CalésBC Pt IgyaUBCatupft=(aUp)!, azaz a U B is szimmetrikus.



Tekintsiik az A = {0,1, 2} halmazon az o = 04 U {(0,1), (1,0} és 3 =04 U{(1,2), (2,1} ekvivalenci-
arelacidkat. Ekkor az
aUB=04U{(0,1),(1,0),(1,2),(2,1)}

reldcié nem tranzitiv: (0,1),(1,2) € aU S, de (0,2) € a U S.

Legyen ~ tetsz6leges reldcié az A halmazon. A ~ reldcié tranzitiv lezartjanak nevezzik a
v =vU{(a,b) | (Gn € N)(3z1,...,2, € A) ayz1722 - .. Zn—172nYb}

reldciét.! Ha a, 3 € Eq(A), akkor az (a U 3)* reldciét oV B-val jeloljiik.

6. Feladat. Legyenek A halmaz és a,3 € Eq(A). Bizonyitsuk be, hogy oV 8 € Eq(A), valamint
aVf=aUaofUaofBoalU---.

Az aV = (aUB)* relacié nyilvan tranzitiv.

Tegyiik fel, hogy (a,b) € (a U B)*. Ekkor vagy (a,b) € a U8 vagy van olyan n € N, z1,...,2, € A,
amelyekre a(aUB)z1(aUB)zs ... zn—1(aUB)zy(aUB)b teljesiil. Mivel aU [ szimmetrikus, ezért mindkét
esetben azt kapjuk, hogy (b,a) € (U 8)*, azaz o V [ szimmetrikus.

Mivel

04 CaUBC(aUp) =aVp,

ezért oV O reflexiv. Ezzel igazoltuk, hogy a V 8 € Eq(A).
Az aVvVp=aUaofUaofoaU--- egyenléség igazoldsahoz jegyezziik meg, hogy az a és 3 relacidck
reflexivitdsa miatt
aCaofCaofoaC---.

Legyen '=aUaofUaoBoalU---. Legyen (a,b), (b, c) € I'. Ekkor van olyan k,l € Ny, amelyre

(a,b) exofo---0foq
—_———

2k+1 tényezd
(bc) eaofo---0foa
—_———

2l+1 tényezd

teljestl, ekkor

(a,c) € (dofo--0foa)o(aofBo---0Boa)
2k+1 tényezd 2141 tényezb
:(aoﬂo---oﬁ)o(aoa)o(ﬁo--~oﬂoo¢)
—_—— —  —

2k tényezd Ca 2l tényezd

C(aofBo---0foq)
2k+214+1 tényezb

crT,

azaz I tranzitiv, és igy a vV 8 CT.
Legyen (a,b) a I" relacié tetsz6leges eleme. Ekkor van olyan k € Ny, amelyre

(a,b) e xofo---0foa
—_———

2k+1 tényezd

I Tegyiik fel, hogy T' a v relaciét tartalmazé tranzitiv reldcié A-n. Ha (a,b) € v*, akkor vagy (a,b) € v C I" vagy van
olyan n € N és z1,...,zpn, amelyekre ayz1yz2 ... 2zn—172n7b teljesill, ekkor al'z1T'z2 ... zp 112,10, és igy I" tranzitivitdsa
miatt (a,b) € I'. Azaz v* C I'. Midsrészt, ha (a,b), (b,c) € v*, akkor vannak olyan k és | természetes szamok, hogy
(a,b) € v* és (b,c) € v Igy (a,¢) € ¥**! C v*. Azaz v* tranzitiv. Ez pedig azt jelenti, hogy 7* a legsziikebb ~-t
tartalamazé tranzitiv reldcié.



teljesiil. Mivel o, 8 C a U (3, ezért

(a,b) EaofBo---0foa
C(aupB)o(aUB)o---o(aUpB)o(aUf)
2k+1 tényezd
C(aUp) =aVvp,

azaz I' C a V 3. Ezzel igazoltuk, hogy a vV g =T.

Legyen « ekvivalenciareldcié az A halmazon. Ekkor A/a-val jeloljiik az a-hoz tartozd ekvivalencia-
osztalyok halmazat, azaz
Ala={aa®|a € A},

ahol aa® = {b € A | aab} — az a elemet tartalmazé ekvivalenciaosztdly. Az A/a halmaz az A halmaz o
szerinti faktorhalmaza.

7. Feladat. Tekintsiik az A = {alma, eper, mélna, korte, citrom} halmazon az a, 8 C A x A ekvivalenci-
areldciokat:

ray <= z és y ugyanannyi betlibol all;
x By <= x és y szine megegyezik.

Hatérozzuk meg az A/(a N ) és A/(a V ) faktorhalmazokat.

Ekkor

A/a = {{alma, eper}, {citrom}, {mdlna, korte}},
A/pB = {{alma, eper, malna}, {citrom}, {korte}}.

gy A/(an @) = {{alma, eper}, {citrom}, {kérte}, {malna}}. Mivel
aV 3 =aoBoa={alma,eper, kérte, malna}? U {(citrom, citrom)},

ezért A/(a Vv 3) = {{alma, eper, korte, mélna}, {citrom} }.

8. Feladat. Tekintsiik az aldbbi ¢, ¢¥: R — R leképezéseket:
p(r) = [x];
¢(x) = sgn(z).
Hatdrozzuk meg az R/(ker (¢) Nker (¢0)) és R/(ker (¢) V ker (1)) faktorhalmazokat.

Mivel
(a,b) € ker (p) Nker (¢) <= |a] = |b], sgn(a) = sgn(b),

ezért
R/(ker (p) Nker (v)) ={...,[-2,-1),[-1,0),{0},(0,1),[1,2),[2,3),...}.
El6szor hatarozzuk meg a ker (¢) o ker (¢) relaciot:

(a,b) € ker (p) oker (¢) <= (Ic € R) |a] = |¢], éssgn(c) = sgn(b),

e ker () o ker (1) = (R~ x R7) U ([0,1) x R$) U ([1, 00) x RF).

Végiil hatdrozzuk meg a 9 = ker () o ker (¢) o ker (¢) relaciét:

(a,b) € 9 <= (Fz1,22 €R) |a] = |z1], sgn(z1) = sgn(z2), és |22] = [b],



fgy
9=(R" xR)U(RS xRY).

Azaz R/(ker () V ker () = {R™, R }.

9. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Hatdrozzuk meg az A/(aN @) és A/(aV 3) faktor-
halmazokat, ha tudjuk, hogy

A/a = {{15 2, 3}v {4}7 {5v 7}v {6}v {87 9, 10}}7
A/B={{1,2},{3,4},{5},{6,7},{8,9}, {10}}.

Hatarozzuk meg az a o 8 relacidt is.
Mivel a N 3= 04U {1,2}2U {8,9}2, ezért
Af(anp) ={{1,2},{3},{4}, {5}, {6}, {7}, {8,9}, {10}}.

Az « o f3, illetve (B o « szorzat a kdvetkezo:

aofl= ({1 ,3,4}2U{5,6,7}2 U {8,9, 10}2) \ {(4,1),(4,2),(6,5)},
Boa= ({1,2,3,4}2 U {5,6,7}2U {8,9, 10}2) \ {(1,4), (2,4), (5,6)},

Tovabba
Af(aV B) = {{1,2,3,4},{5,6,7}, {8,9,10}}.

10. Feladat. Legyen A =R, 7: A — A, © — |z|. Hatdrozzuk meg az A/(ker (p) Nker (7)), A/(ker () N
ker (1)) és A/(ker (p) V ker (1)), A/(ker () V ker (7)) faktorhalmazokat, ahol ¢ és ¢ a 8. Feladatban
definialt leképezések.

Legyen o = ker (), 8 = ker (¢) és v = ker (1), valamint legyenek a és b tetsz6leges valds
szamok. Ekkor

(a,b) € anNy <> |a] = |b], |a| = |b| <~ a=0b,

(a,b) € BN~y < sgn(a) =sgn(b), |a| = |b|<= a = b,

azaz R/(anvy) =R/(BNy) = {{z} | = € R}. Vizsgdljuk meg az a0y és 3 oy reldcidkat:

(a,b) Eaoy <= (Fwe R)(LGJ = [w], |lw|=1b])
> [a] <b<[a] +1vagy —[a] -1 <b< —[a],
(a,b) € Boy <= (Fw € R)(sgn(a) = sgn(w), |w| = |b])
<= a=0b=0vagy a,b e R\ {0}
Ebbdl annyi mér kideriil, hogy 8V vy = 8o+, igy R/(BV~v) = {{0},R\ {0}}. Legyen a tetszbleges egész

szém. Ekkor
aa(a+l—-¢e)y(e—a—1a(—a—1)y(a+1),

azaz (a,a+1) Eaxoyoaoy CaVy. Az aVy reldcié szimmetridjat és tranzitivitdsat felhaszndlva azt
kapjuk, hogy Z x Z C a V . Igy tetszoleges 7, s € R-re

ra|r] (aVvy) |s] as

kovetkeztében (r, s) € a V v. Ez pedig azt mutatja, hogy o Vy =R x R, és {gy R/(aV v) = {R}.



