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JELOLESEK

Halmazok, szamhalmazok
P(X) ~» az X halmaz részhalmazainak halmaza,
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azaz az X halmaz hatvanyhalmaza

a természetes szdmok halmaza, N = {1,2,...}

az egész szdmok halmaza, Z ={...,—2,-1,0,1,2,...}
a raciondlis szamok halmaza

a valds szamok halmaza

a komplex szdmok halmaza

a raciondlis szamtest felett algebrai komplex szamok
halmaza

{(a,a) | a € A} — az egyenl6ségrelacié az A halmazon
A x A — a teljesreldcié az A halmazon

a K test feletti n x n-es matrixok halmaza

az A négyzetes matrix determinansa

az A matrix transzponaltja

az ay,...,qn elemekhez tartoz6 Vandermonde-matrix
az ag,...,an elemekhez tartozé
Vandermonde-determinans
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a G csoport X C G részhalmaz altal generalt részcsoportja
a szimmetrikus csoport a H halmazon'

az alternalé csoport a H halmazon?

az n-edfoka diédercsoport

a kvaterniécsoport

a G csoport kommutator részcsoportja

injektiv homomorfizmus A-bdl B-be.

a K test feletti z-hatdrozatland polinomgyuru

az f € K[z] polinom fokszama

az x hatdrozatlan raciondlis kifejezéseinek halmaza

a K test felett, azaz Q gy

az f polinom x hatdrozatlan szerinti formalis derivaltja

Gyitriik, testek és vektorterek
a~b ~ az a és b elemek asszocidltak, azaz a|bésb|a

1Sy = {n: H — H | 7 permutdcié}, ha H véges (|[H| = n € N), akkor |Sy| =
Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor Sy helyett szokds az Sy jelolést hasznélni.
2Ayg = {n: H — H | 7 paros permutécié}, ha H véges (|H| = n € N), akkor |Ay| = %‘

Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor Ag helyett szokds az A, jelolést hasznélni.
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a D integritastartoméany hanyadosteste
a K test karakterisztkaja®
a K test feletti V' vektortér dimenzidja

az L test a K test testbovitése

az L : K testb6vités foka

az « elem minimalpolinomja a K test felett

az a elem foka a K test felett

a K test automorfizmusainak halmaza

a L test K fixen hagyé automorfizmusainak halmaza,
azaz az L : K testbOvités Galois-csoportja

az L : K testb6vités Galois-csoportja

az f € K[z] polinom Galois-csoportja

a Frobenius-endomorfizmus

az L test multiplikativ csoportja, azaz L* = (L\{0}; -

3a K test karakterisztikdja 0 vagy primszém.



REGEBBI fRASBELI FELADATOK MEGOLDASAI

1/1.

1/2.

Hatarozza meg a Q(v/5) : Q bévités fokat.
— Az 2% — 5 € Q[z] polinom irreducibilis f6polinom, {gy m 5o = 2% — 5.

Ezért a Q(v/5) : Q bévités foka mf/i@ =2.

Mutassa meg, hogy az o = /2 + /2 valés szam algebrai szam. Hatérozza
meg a minimalpolinomjat és fokat Q felett.
— Mivel
a=V2+ V2= (a—V2)?=2
= o’ +6a —V2(3a% +2) =2
— a® 4 60— 2=v2(3a% +2)
= (® + 6a — 2)? = 2(3a”* +2)?
= af — 60 —40° +120% — 240 — 4 = 0,
ezért o gyoke az f = 25 —62* — 423 + 1222 — 242 — 4 € Q[x] f6polinomnak,

azaz a algebrai Q felett. Legyen L = Q(v/2,V/2) és K = Q(v/2). Mivel
mygqo = 2 —2, ezért [K:Q] = 2. Tekintsitk az L : K testbovitést.

Felhasznélva, hogy L = K (+/2) azt kapjuk, hogy [L : K] = m’i% - Mivel
V2 gydke az 2® — 2 € K[x] fSpolinomnak, ezért m /s i | 23 — 2. Igy csak
azt kellene ellendrizni, hogy 2% — 2 irreducibilis-e K felett:

23 — 2 irreducibilis K felett «— /2 € K.

Tegyiik fel, hogy /2 € K. Ekkor vannak olyan a és b racionalis szamok,
amelyekre V2 =a+bV2 teljesiil. Ekkor azonban

V2=a+b/2 <= 2= (a+bVv2)?
— 2 =d® + 3d®bV2 + 6ab® + 2v/2b°
— 2—a® — 6ab = (3d%b + 2b°)V2
—2-a®-6a’h=0 és 3a’b+20° =0.

Ezen utolsé egyenletrendszernek azonban nincs raciondlis megoldéasa, igy
ellentmondésra jutottunk. Azaz /2 ¢ K, aminek kovetkeztében z3 —
2 € Klz] irreducibilis. Ezért m g5 , = 3 —2és [L: K] = 3. Ekkor a
Fokszdmtétel szerint [L : Q] = 6. Most mdr csak azt kellene igazolni, hogy
L = Q(a). Az vildgos, hogy Q(a) C L, mivel o € L = Q(v/2, V/2). Az
mar kevésbé vilagos, hogy
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1/3.

1/4.

2/1.

2/2.

2/3.

Azaz V2 € Q(av), és fgy V2 = a — /2 € Q(a). Tovibbd, az is teljesil,
hogy Q(v2,V2) C Q(a). Ez pedig azt jelenti, hogy Q(a) = Q(v/2, /2).
Igy

gric(a) = [Q(a) : Q] = [L: Q] =6,
valamint ennek kovetkeztében mZ’Q = grg(a) = 6. Ezért ma g = 26 _
62t — 423 + 1222 — 24z — 4.

Legyen L az f = 2* — 2 € Q[z] polinom felbontasi teste (Q felett). Van-e
olyan o € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

1
— Mivel f gyokei 0,1,w és w?, ahol w = —5 + 4 - ?, ezért L =

Q(0,1,w,w?) = Q(w).

Hatérozza meg az f = 3 — 62 + 6 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.

— Az f polinom irreducibilis Q felett (Schénemann—Eisenstein-tétel, p =
2), igy Galois-csoportja tranzitivan hat gyGkeinek halmazén, azaz Galg(f)
izomorf As-mal vagy Ss-mal. Mivel az f polinom diszkrimindnsa —108 és
nincs olyan g racionalis szdm, amelyre ¢* = —108, ezért Galg(f) = S3.

Hatarozza meg a Q(v/2,v/5) : Q(v/2) bévités fokat.
— Mivel Q(v/2,v5) = Q(v/2)(V/5), ezért

[Q(V2,V5) : Q(V2)] = [Q(V2)(VE) : Q(V2)] = ms -

Megmutatjuk, hogy m VBQW3) = x2 — 5. Nyilvan elegend6 megmutatni,

hogy 22 — 5 € Q(v/2)[z] irreducibilis. Ez pedig ekvivalens azzal, hogy

V5 & Q(V/2). Tegyiik fel, hogy v/5 € Q(v/2). Ekkor vannak olyan a és b
raciondlis szamok, amelyekre Vb =a+bv2 teljesiil. Mivel

VB =a+bV2 < 5—a® — 2b* = 2bV/10,
ellentmondast kapunk. Azaz m sz o /5 = 2% — 5.

Mutassa meg, hogy az o = 1 — /4 valds szam algebrai szam. Hatérozza
meg a minimalpolinomjat és fokat Q felett.
— Mivel

a=1-Vi<ea®>—-3a>+3a+3=0,
ezért a gydke az f = 23 — 322 + 3z + 3 € Q[z] fépolinomnak, amely
irreducibilis is a Schénemann-Eisenstein-tétel szerint. Igy ma,g = 23 —
322 + 3z + 3, azaz o algebrai szdm, melynek foka 3.

Legyen L az f = z* — 22 — 2 € Q[z] polinom felbontasi teste (Q felett).
Van-e olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

— Mivel az f polinom gyokei +v/2,4i, ezért L = Q(—v/2,v/2, —i,i) =
Q(v/2,4). Legyen a = v/2+i. Ekkor o € L miatt Q(a)) C L. Felhasznalva,

hogy Q(a) > 3_ V2 — i a kévetkez6t kapjuk:
a

V2,i € Q(a).
Azaz L = Q(«).
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2/4. Hatérozza meg az f = 23 — 322 + 62 + 3 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.
— Az f polinom irreducibilis Q felett (Schénemann—Eisenstein-tétel, p =
3), igy Galois-csoportja tranzitivan hat gyGkeinek halmazén, azaz Galg(f)
izomorf Az-mal vagy Ss-mal. Mivel az f polinom diszkrimindnsa —1431
és nincs olyan ¢ raciondlis szdm, amelyre g% = —1431, ezért Galg(f) = Ss.

3/1. Hatdrozza meg a Q(v/5 + v/2) : Q(v/5 — v/2) bévités fokat.
— Mivel (V5 +v2)(V5 — V2) € Q, ezért Q(v5 + v2) = Q(v5 — V2), és
fey [Q(V5+v2) : QWE - v2) = 1.

3/2. Mutassa meg, hogy az a = 3 — V/3 valds szam algebrai szam. Hatdrozza
meg « fokdt Q felett.
— Mivel

a=3— V3 a*—120° 4+ 540® — 108a+ 78 = 0,

ezért o gyoke az f = ot — 1223 + 5422 — 108z + 78 € Q] fépolinomnak,
amely irreducibilis is a Schonemann-Eisenstein-tétel szerint. Igy mq o =
x* — 1223 + 5422 — 108z + 78, azaz a algebrai szdm, melynek foka 4.

3/3. Legyen L az f = 2* — 52% + 6 € Q[z] polinom felbontési teste (Q felett).
Van-e olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesil?
— Mivel az f polinom gydkei /2, £v/3, ezért L = Q(—v/2,v2, —v/3,V3) =
@(\/5, \/§) Legyen o = v/2+ /3. Ekkor o € L miatt Q(«) C L. Felhasz-

1
ndlva, hogy Q(«) 3 P V3 — V2 a kivetkezdt kapjuk:

V2,V3 € Q(w).
Azaz L = Q(«).

3/4. Hatérozza meg az f = 2% — 322 + 1 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.
— Az f polinom irreducibilis Q felett, mivel nincs raciondlis gyoke, igy
Galois-csoportja tranzitivan hat gySkeinek halmazan, azaz Galg(f) izo-

morf Asz-mal vagy Sz-mal. Mivel az f polinom diszkrimindnsa 81 = 92,
ezért Galg(f) = As.

4/1. Mutassa meg, hogy Q(v/21) € Q(v/3 + V/7) és hatarozza meg a Q(v/3 +
V7) : Q(v/21) bévités fokit.
— Elészor megmutatjuk, hogy Q(\/g—i—\/?) = @(\/5, \/7) Mivel v/3++/7 €
@(\/5, \/7), ezért Q(\/§ + \/7) - @(\/5, \/7) Felhasznalva a

4
Q(\/§+\f7)97\/§+ﬁ:\f7—\/§

Osszefiiggést azt kapjuk, hogy

1 4

valamint V7 = (V3 +v7) — V3 € QW3 + V7). Igy QW3 +V7) =
Q(v/3,V/T7). Most mar nyilvanvals, hogy v/21 = /3 -7 € Q(v/3,V7) =
Q3+ V7).
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4/2.

4/3.

4/4.

A Q(V21) : Q testbdvités foka 2, mivel m 57 o = 2> —21. A Q(v3+V7) :
Q testbévités foka 4, mivel

o QV3+VT)=Q(V3,V7),
e [Q(V3,v7): Q] = [Q(V3,V7) : Q(V3)] - [Q(V3) : Q] és
° m\/g,Q:x2—3, m\ﬁ@(\/g):;ﬁ—?.

fgy a Fokszamtétel szerint

| QWEEVD):Q
Q3+ V) QWD) = S <

Mutassa meg, hogy az o = 1 — v/7 valdés szam algebrai szam. Hatérozza
meg « fokat Q felett.
— Mivel

a=1- V7o' —4a’+6a% —4a—6=0,

ezért a gyoke az f = 2* — 423 + 622 — 4x — 6 € Qlx] fépolinomnak,
amely irreducibilis is a Schonemann-Eisenstein-tétel szerint. Igy mq, o =
2t — 423 4 62% — 42 — 6, azaz « algebrai szam, melynek foka 4.

Legyen L az f = x* — 1022+ 21 € Q[x] polinom felbontési teste (Q felett).
Van-e olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

— Mivel az f polinom gyokei £1/3, £/7, ezért L = Q(—\/g, V3, =7, \/7) =
@(\/5, \/ﬁ) Legyen o = v/3+ /7. Ekkor a € L miatt Q(«) C L. Felhasz-

4
ndlva, hogy Q(«) 3 o= V7 — /3 a kivetkezét kapjuk:

V3,VT € Qo).
Azaz L = Q(«).

Hatérozza meg az f = 82° — 1222 + 1 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.

— Az f polinom irreducibilis Q felett, mivel nincs racionalis gyoke, igy
Galois-csoportja tranzitivan hat gyGkeinek halmazan, azaz Galg(f) izo-

morf As-mal vagy S3-mal. Mivel az f polinom diszkrimindnsa 5184 = 722,
ezért Galg(f) = As.

Az f = azx? + asx® + a12 + ag polinom diszkriminansa:

—27a(2)a§ + 18agaiasas + a%a% — 4a0a§ — 4a?a3.



IRODALOMJEGYZEK

Balintné Szendrei Maria, Czédli Gabor, Szendrei Agnes, Abszt-
rakt algebrai feladatok, POLYGON (Szeged, 2005).

Csakany Béla, Algebra, Nemzeti Tankonyvkiadé (1995).

Czédli Gabor, Szendrei Agnes, Geometriai szerkeszthetGség, POLY-
GON (Szeged, 1997).

Kiss Emil, Bevezetés az algebrdba, TYPOTEX (Budapest, 2007).



