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Jelölések

Halmazok, számhalmazok
P (X)  az X halmaz részhalmazainak halmaza,

azaz az X halmaz hatványhalmaza
N  a természetes számok halmaza, N = {1, 2, . . .}
Z  az egész számok halmaza, Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
Q  a racionális számok halmaza
R  a valós számok halmaza
C  a komplex számok halmaza
A  a racionális számtest felett algebrai komplex számok

halmaza

Relációk
0A  {(a, a) | a ∈ A} — az egyenlőségreláció az A halmazon
1A  A × A — a teljesreláció az A halmazon

Mátrixok
Kn×n

 a K test feletti n × n-es mátrixok halmaza
det(A)  az A négyzetes mátrix determinánsa

AT
 az A mátrix transzponáltja

V(α1, . . . , αn)  az α1, . . . , αn elemekhez tartozó Vandermonde-mátrix
V (α1, . . . , αn)  az α1, . . . , αn elemekhez tartozó

Vandermonde-determináns

Csoportok, permutációcsoportok
〈X〉  a G csoport X ⊆ G részhalmaz által generált részcsoportja
SH  a szimmetrikus csoport a H halmazon1

AH  az alternáló csoport a H halmazon2

Dn  az n-edfokú diédercsoport
Q8  a kvaterniócsoport

[G, G]  a G csoport kommutátor részcsoportja
A ↪→ B  injekt́ıv homomorfizmus A-ból B-be.

Polinomok
K[x]  a K test feletti x-határozatlanú polinomgyűrű

f∗
 az f ∈ K[x] polinom fokszáma

K(x)  az x határozatlan racionális kifejezéseinek halmaza
a K test felett, azaz QK[x]

Dx(f)  az f polinom x határozatlan szerinti formális deriváltja

Gyűrűk, testek és vektorterek
a ∼ b  az a és b elemek asszociáltak, azaz a | b és b | a

1SH = {π : H → H | π permutáció}, ha H véges (|H| = n ∈ N), akkor |SH | = n!.
Amennyiben H = {1, 2, . . . , n}, akkor SH helyett szokás az Sn jelölést használni.

2AH = {π : H → H | π páros permutáció}, ha H véges (|H| = n ∈ N), akkor |AH | = n!

2
.

Amennyiben H = {1, 2, . . . , n}, akkor AH helyett szokás az An jelölést használni.



Jelölések [iii]

QD  a D integritástartomány hányadosteste
char(K)  a K test karakterisztkája3

dimK V  a K test feletti V vektortér dimenziója

Testbőv́ıtések
L : K  az L test a K test testbőv́ıtése

[L : K]  az L : K testbőv́ıtés foka
mα,K  az α elem minimálpolinomja a K test felett

grK(α)  az α elem foka a K test felett
Aut(K)  a K test automorfizmusainak halmaza

AutK(L)  a L test K fixen hagyó automorfizmusainak halmaza,
azaz az L : K testbőv́ıtés Galois-csoportja

Gal(L : K)  az L : K testbőv́ıtés Galois-csoportja
GalK(f)  az f ∈ K[x] polinom Galois-csoportja

F  a Frobenius-endomorfizmus
L×
 az L test multiplikat́ıv csoportja, azaz L× = (L\{0}; ·).

3a K test karakterisztikája 0 vagy pŕımszám.



Régebbi ı́rásbeli feladatok megoldásai

1/1. Határozza meg a Q(
√

5) : Q bőv́ıtés fokát.
→ Az x2 − 5 ∈ Q[x] polinom irreducibilis főpolinom, ı́gy m√

5,Q = x2 − 5.

Ezért a Q(
√

5) : Q bőv́ıtés foka m∗√
5,Q

= 2.

1/2. Mutassa meg, hogy az α =
√

2+ 3
√

2 valós szám algebrai szám. Határozza
meg a minimálpolinomját és fokát Q felett.
→ Mivel

α =
√

2 +
3
√

2 =⇒ (α −
√

2)3 = 2

=⇒ α3 + 6α −
√

2(3α2 + 2) = 2

=⇒ α3 + 6α − 2 =
√

2(3α2 + 2)

=⇒ (α3 + 6α − 2)2 = 2(3α2 + 2)2

=⇒ α6 − 6α4 − 4α3 + 12α2 − 24α − 4 = 0,

ezért α gyöke az f = x6−6x4−4x3 +12x2−24x−4 ∈ Q[x] főpolinomnak,
azaz α algebrai Q felett. Legyen L = Q(

√
2, 3
√

2) és K = Q(
√

2). Mivel
m√

2,Q = x2 − 2, ezért [K : Q] = 2. Tekintsük az L : K testbőv́ıtést.

Felhasználva, hogy L = K( 3
√

2) azt kapjuk, hogy [L : K] = m∗
3
√

2,K
. Mivel

3
√

2 gyöke az x3 − 2 ∈ K[x] főpolinomnak, ezért m 3
√

2,K | x3 − 2. Így csak

azt kellene ellenőrizni, hogy x3 − 2 irreducibilis-e K felett:

x3 − 2 irreducibilis K felett ⇐⇒ 3
√

2 ∈ K.

Tegyük fel, hogy 3
√

2 ∈ K. Ekkor vannak olyan a és b racionális számok,
amelyekre 3

√
2 = a + b

√
2 teljesül. Ekkor azonban

3
√

2 = a + b
√

2 ⇐⇒ 2 = (a + b
√

2)3

⇐⇒ 2 = a3 + 3a2b
√

2 + 6ab2 + 2
√

2b3

⇐⇒ 2 − a3 − 6a2b = (3a2b + 2b3)
√

2

⇐⇒ 2 − a3 − 6a2b = 0 és 3a2b + 2b3 = 0.

Ezen utolsó egyenletrendszernek azonban nincs racionális megoldása, ı́gy
ellentmondásra jutottunk. Azaz 3

√
2 6∈ K, aminek következtében x3 −

2 ∈ K[x] irreducibilis. Ezért m 3
√

2,K = x3 − 2 és [L : K] = 3. Ekkor a

Fokszámtétel szerint [L : Q] = 6. Most már csak azt kellene igazolni, hogy
L = Q(α). Az világos, hogy Q(α) ⊆ L, mivel α ∈ L = Q(

√
2, 3

√
2). Az

már kevésbé világos, hogy

√
2 =

12

155
α5 +

9

310
α4 − 16

31
α3 − 78

155
α2 +

231

155
α − 182

155
.



Megoldások [2]

Azaz
√

2 ∈ Q(α), és ı́gy 3
√

2 = α −
√

2 ∈ Q(α). Továbbá, az is teljesül,
hogy Q(

√
2,

3
√

2) ⊆ Q(α). Ez pedig azt jelenti, hogy Q(α) = Q(
√

2, 3
√

2).
Így

grK(α) = [Q(α) : Q] = [L : Q] = 6,

valamint ennek következtében m∗
α,Q = grQ(α) = 6. Ezért mα,Q = x6 −

6x4 − 4x3 + 12x2 − 24x − 4.

1/3. Legyen L az f = x4 − x ∈ Q[x] polinom felbontási teste (Q felett). Van-e
olyan α ∈ L elem, amelyre L = Q(α) teljesül?

→ Mivel f gyökei 0, 1, ω és ω2, ahol ω = −1

2
+ i ·

√
3

2
, ezért L =

Q(0, 1, ω, ω2) = Q(ω).

1/4. Határozza meg az f = x3 − 6x + 6 ∈ Q[x] polinom Q feletti Galois-
csoportját.
→ Az f polinom irreducibilis Q felett (Schönemann–Eisenstein-tétel, p =
2), ı́gy Galois-csoportja tranzit́ıvan hat gyökeinek halmazán, azaz GalQ(f)
izomorf A3-mal vagy S3-mal. Mivel az f polinom diszkriminánsa −108 és
nincs olyan q racionális szám, amelyre q2 = −108, ezért GalQ(f) ∼= S3.

2/1. Határozza meg a Q(
√

2,
√

5) : Q(
√

2) bőv́ıtés fokát.
→ Mivel Q(

√
2,
√

5) = Q(
√

2)(
√

5), ezért

[Q(
√

2,
√

5) : Q(
√

2)] = [Q(
√

2)(
√

5) : Q(
√

2)] = m∗√
5,Q(

√
2)

.

Megmutatjuk, hogy m√
5,Q(

√
2) = x2 − 5. Nyilván elegendő megmutatni,

hogy x2 − 5 ∈ Q(
√

2)[x] irreducibilis. Ez pedig ekvivalens azzal, hogy√
5 6∈ Q(

√
2). Tegyük fel, hogy

√
5 ∈ Q(

√
2). Ekkor vannak olyan a és b

racionális számok, amelyekre
√

5 = a + b
√

2 teljesül. Mivel
√

5 = a + b
√

2 ⇐⇒ 5 − a2 − 2b2 = 2b
√

10,

ellentmondást kapunk. Azaz m√
5,Q(

√
2) = x2 − 5.

2/2. Mutassa meg, hogy az α = 1 − 3
√

4 valós szám algebrai szám. Határozza
meg a minimálpolinomját és fokát Q felett.
→ Mivel

α = 1 − 3
√

4 ⇐⇒ α3 − 3α2 + 3α + 3 = 0,

ezért α gyöke az f = x3 − 3x2 + 3x + 3 ∈ Q[x] főpolinomnak, amely
irreducibilis is a Schönemann–Eisenstein-tétel szerint. Így mα,Q = x3 −
3x2 + 3x + 3, azaz α algebrai szám, melynek foka 3.

2/3. Legyen L az f = x4 − x2 − 2 ∈ Q[x] polinom felbontási teste (Q felett).
Van-e olyan α ∈ L elem, amelyre L = Q(α) teljesül?
→ Mivel az f polinom gyökei ±

√
2,±i, ezért L = Q(−

√
2,
√

2,−i, i) =
Q(

√
2, i). Legyen α =

√
2+i. Ekkor α ∈ L miatt Q(α) ⊆ L. Felhasználva,

hogy Q(α) 3 3

α
=

√
2 − i a következőt kapjuk:

√
2, i ∈ Q(α).

Azaz L = Q(α).



Megoldások [3]

2/4. Határozza meg az f = x3 − 3x2 + 6x + 3 ∈ Q[x] polinom Q feletti Galois-
csoportját.
→ Az f polinom irreducibilis Q felett (Schönemann–Eisenstein-tétel, p =
3), ı́gy Galois-csoportja tranzit́ıvan hat gyökeinek halmazán, azaz GalQ(f)
izomorf A3-mal vagy S3-mal. Mivel az f polinom diszkriminánsa −1431
és nincs olyan q racionális szám, amelyre q2 = −1431, ezért GalQ(f) ∼= S3.

3/1. Határozza meg a Q(
√

5 +
√

2) : Q(
√

5 −
√

2) bőv́ıtés fokát.
→ Mivel (

√
5 +

√
2)(

√
5 −

√
2) ∈ Q, ezért Q(

√
5 +

√
2) = Q(

√
5 −

√
2), és

ı́gy [Q(
√

5 +
√

2) : Q(
√

5 −
√

2)] = 1.

3/2. Mutassa meg, hogy az α = 3 − 4
√

3 valós szám algebrai szám. Határozza
meg α fokát Q felett.
→ Mivel

α = 3 − 4
√

3 ⇐⇒ α4 − 12α3 + 54α2 − 108α + 78 = 0,

ezért α gyöke az f = x4 − 12x3 + 54x2 − 108x + 78 ∈ Q[x] főpolinomnak,
amely irreducibilis is a Schönemann–Eisenstein-tétel szerint. Így mα,Q =
x4 − 12x3 + 54x2 − 108x + 78, azaz α algebrai szám, melynek foka 4.

3/3. Legyen L az f = x4 − 5x2 + 6 ∈ Q[x] polinom felbontási teste (Q felett).
Van-e olyan α ∈ L elem, amelyre L = Q(α) teljesül?
→ Mivel az f polinom gyökei±

√
2,±

√
3, ezért L = Q(−

√
2,
√

2,−
√

3,
√

3) =
Q(

√
2,
√

3). Legyen α =
√

2+
√

3. Ekkor α ∈ L miatt Q(α) ⊆ L. Felhasz-

nálva, hogy Q(α) 3 1

α
=

√
3 −

√
2 a következőt kapjuk:

√
2,
√

3 ∈ Q(α).

Azaz L = Q(α).

3/4. Határozza meg az f = x3 − 3x2 + 1 ∈ Q[x] polinom Q feletti Galois-
csoportját.
→ Az f polinom irreducibilis Q felett, mivel nincs racionális gyöke, ı́gy
Galois-csoportja tranzit́ıvan hat gyökeinek halmazán, azaz GalQ(f) izo-
morf A3-mal vagy S3-mal. Mivel az f polinom diszkriminánsa 81 = 92,
ezért GalQ(f) ∼= A3.

4/1. Mutassa meg, hogy Q(
√

21) ⊆ Q(
√

3 +
√

7) és határozza meg a Q(
√

3 +√
7) : Q(

√
21) bőv́ıtés fokát.

→ Először megmutatjuk, hogyQ(
√

3+
√

7) = Q(
√

3,
√

7). Mivel
√

3+
√

7 ∈
Q(

√
3,
√

7), ezért Q(
√

3 +
√

7) ⊆ Q(
√

3,
√

7). Felhasználva a

Q(
√

3 +
√

7) 3 4√
3 +

√
7

=
√

7 −
√

3

összefüggést azt kapjuk, hogy

√
3 =

1

2

(

(
√

3 +
√

7) − 4√
3 +

√
7

)

∈ Q(
√

3 +
√

7),

valamint
√

7 = (
√

3 +
√

7) −
√

3 ∈ Q(
√

3 +
√

7). Így Q(
√

3 +
√

7) =
Q(

√
3,
√

7). Most már nyilvánvaló, hogy
√

21 =
√

3 ·
√

7 ∈ Q(
√

3,
√

7) =
Q(

√
3 +

√
7).



Megoldások [4]

A Q(
√

21) : Q testbőv́ıtés foka 2, mivel m√
21,Q = x2−21. A Q(

√
3+

√
7) :

Q testbőv́ıtés foka 4, mivel

• Q(
√

3 +
√

7) = Q(
√

3,
√

7),

• [Q(
√

3,
√

7) : Q] = [Q(
√

3,
√

7) : Q(
√

3)] · [Q(
√

3) : Q] és

• m√
3,Q = x2 − 3, m√

7,Q(
√

3) = x2 − 7.

Így a Fokszámtétel szerint

[Q(
√

3 +
√

7) : Q(
√

21)] =
[Q(

√
3 +

√
7) : Q]

[Q(
√

21) : Q]
= 2.

4/2. Mutassa meg, hogy az α = 1 − 4
√

7 valós szám algebrai szám. Határozza
meg α fokát Q felett.
→ Mivel

α = 1 − 4
√

7 ⇐⇒ α4 − 4α3 + 6α2 − 4α − 6 = 0,

ezért α gyöke az f = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x − 6 ∈ Q[x] főpolinomnak,
amely irreducibilis is a Schönemann–Eisenstein-tétel szerint. Így mα,Q =
x4 − 4x3 + 6x2 − 4x − 6, azaz α algebrai szám, melynek foka 4.

4/3. Legyen L az f = x4−10x2 +21 ∈ Q[x] polinom felbontási teste (Q felett).
Van-e olyan α ∈ L elem, amelyre L = Q(α) teljesül?
→ Mivel az f polinom gyökei±

√
3,±

√
7, ezért L = Q(−

√
3,
√

3,−
√

7,
√

7) =
Q(

√
3,
√

3). Legyen α =
√

3+
√

7. Ekkor α ∈ L miatt Q(α) ⊆ L. Felhasz-

nálva, hogy Q(α) 3 4

α
=

√
7 −

√
3 a következőt kapjuk:

√
3,
√

7 ∈ Q(α).

Azaz L = Q(α).

4/4. Határozza meg az f = 8x3 − 12x2 + 1 ∈ Q[x] polinom Q feletti Galois-
csoportját.
→ Az f polinom irreducibilis Q felett, mivel nincs racionális gyöke, ı́gy
Galois-csoportja tranzit́ıvan hat gyökeinek halmazán, azaz GalQ(f) izo-
morf A3-mal vagy S3-mal. Mivel az f polinom diszkriminánsa 5184 = 722,
ezért GalQ(f) ∼= A3.

Az f = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 polinom diszkriminánsa:

−27a2
0a

2
3 + 18a0a1a2a3 + a2

1a
2
2 − 4a0a

3
2 − 4a3

1a3.
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