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JELOLESEK

Szamhalmazok
N ~ a természetes szdmok halmaza, N = {1,2,...}
Z ~- az egész szamok halmaza, Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}
Q ~v a racionédlis szamok halmaza
R ~~ a valés szamok halmaza
C ~- a komplex szdmok halmaza
A ~~ a raciondlis szamtest felett algebrai komplex szamok
halmaza
Matrixok
K™™ ~s a K test feletti n x n-es matrixok halmaza
det(A) ~» az A négyzetes métrix determindnsa
AT < az A métrix transzponaltja
V(ag,...,an) ~ az aq,...,q, elemekhez tartoz6 Vandermonde-matrix
Via,...,an) ~ az ai, ..., a, elemekhez tartozé

Vandermonde-determinans

Csoportok, permutaciécsoportok
1

Sp ~» a szimmetrikus csoport a H halmazon
Ap ~» az alterndlé csoport a H halmazon?
D,, ~ az n-edfoka diédercsoport
Qs ~ a kvaterniécsoport
[G,G] ~ a G csoport kommutator részcsoportja
Polinomok
Klx] ~ a K test feletti z-hatdrozatlani polinomgyiirii
f* ~ az f € K[z] polinom fokszama
K(z) ~» az x hatdrozatlan raciondlis kifejezéseinek halmaza

a K test felett, azaz Q gy
D, (f) ~ az f polinom x hatdrozatlan szerinti formalis derivaltja

Gyitriik, testek és vektorterek
®@p ~ a D integritastartomany hanyadosteste
char(K) ~ a K test karakterisztkaja®
dimg V' ~» a K test feletti V' vektortér dimenzidja

Testbovitések
L:K ~ az L test a K test testbovitése
[L:K] ~ az L: K testb6vités foka
Ma,k ~ az o elem minimélpolinomja a K test felett

1Sy = {m: H— H | m permutédcié}, ha H véges (|[H| = n € N), akkor |Sy| = nl
Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor Sy helyett szokds az Sy jelolést hasznélni.

2Ag = {n: H — H | 7 paros permuticié}, ha H véges (|[H| = n € N), akkor |Ag| =
Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor Ay helyett szokds az A, jelolést hasznalni.

3a K test karakterisztikdja 0 vagy primszdm.

m‘{
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az o elem foka a K test felett

gric(a) ~
Aut(K) ~ a K test automorfizmusainak halmaza
Autg (L) ~ a L test K fixen hagy6 automorfizmusainak halmaza,
azaz az L : K testbovités Galois-csoportja
Gal(L : K) ~» az L : K testb8vités Galois-csoportja
Galg(f) ~ az f € K[z] polinom Galois-csoportja
§ ~ a Frobenius-endomorfizmus
L* ~~ az L test multiplikativ csoportja, azaz L™ = (L\{0}; -).
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FELADATOK

12.1 Haldék
Legyen (P; <) részbenrendezett halmaz. Definidljuk a <C P x P reldciét
a kovetkezéképpen:
r<y<=ax<y £y (x,y€P).
Mutassuk meg, hogy
(a) nincs olyan z € P, amelyre z < z teljesiil;

(b) haz <y ésy < z, akkor z < z (x,y,z € P).

A P halmazon legyen <C P x P olyan reldci6, amelyre teljesiil, hogy

e nincs olyan z € P, amelyre z < x teljesiil;

e hax <yésy<z akkor z < z (x,y,2 € P).
Definidljuk a <C P x P relaciot a kovetkezoképpen:

r<y<s=a<yvagyx=y (z,y€ P).
Mutassuk meg, hogy < részbenrendezés a P halmazon.
Tetsz6leges A halmazra legyen
P={aC Ax A|«arészbenrendezés A-n}.
A P halmazon definidljuk a < relaciét a kdvetkezdképpen:
a< f< (Ya,be A)(aab=afb).

Igazoljuk, hogy (P; <) részbenrendezett halmaz.

Mutassuk meg, hogy a <C A x A relacié részbenrendezés A-n.

(a) A = P(X), az X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza, és Xy < X3
pontosan akkor teljesiil, ha Xo C X; (X, X1 € P(X)).

(b) A az Osszes az X halmazbdl R-be mené leképezések halmaza, és f < g
pontosan akkor teljesiil, ha f(z) < g(z) minden z € R-re (f,g € A).
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(c) A az emberek halmaza, és a < b pontosan akkor teljesiil, ha a 6se b-nek
vagy a = b (a,b € A).

(d) A =N és m < n pontosan akkor teljesiil, ha m | n (m,n € A).

Legyen A = {1,2,3}. Rajzoljuk fel az Osszes (A; <) részbenrendezett hal-
maz Hasse-diagramjat.

Rajzoljuk fel az Gsszes legfeljebb hatelemii héldszertienrendezett halmaz
Hasse-diagramjét. Dontsiik el, hogy mely < részbenrendezésekre lesz az (A; <)
hélészertien rendezett halmaz modularis halo, illetve disztributiv halé.

Rajzoljuk fel a (Sub(S3); C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat,
ahol S5 a harmadfoki szimmetrikus csoport.

Rajzoljuk fel a (P({0, 1,2, 3}); C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagram-
jat.

Legyen L halé. Mutassuk meg, hogy az a,b € L elemekre pontosan akkor
teljesiil, hogy a =a A b, hab=aVb.

Legyen L hal6 és a,b,c,d € L. Bizonyitsuk be, hogy ha a < b és ¢ < d,
akkoraANe<bAdésaVe<bVd.

Legyen L hal6 és a, b, c € L. Bizonyitsuk be, hogy
(a) a<césb<c<=aVb<yg
(b) ¢
(c)

Vizsgéljuk meg, hogy a (c) esetben mikor van egyenl8ség.

<aésc<b<=c<aNnbg
aNb<aVb.

Mutassuk meg, hogy a halémiiveletek idempotencidja a tobbi tulajdonsig
(kommutativitds, asszociativitds és abszorptivitds) kovetkezménye.

Legyen L halé és a, b, ¢, d € L. Bizonyitsuk be, hogy

(a) (aAD)V(anc)<an (bVe);

(b) aV (bAc) < (a\/b) (aVc);

(c) (and)V(bAc)V(cha)<(aVD)ADVe)A(cVa)
(d) (andb)V(anc)<an(bV(aAc)).

Legyen (L;A,V) hdlé. Mutassuk meg, hogy ha (L;A,*) is héls, akkor
a*b=aV b teljestl minden a,b € L-re.

Legyen L hald. Azt mondjuk, hogy az IL hal6 a és b elemei 6sszehasonlit-
hatatlanok, ha a £ b és b & a (jelolés: a || b).
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Legyenek L és I” haldk, valamint legyen : L — L’ rendezéstarté bijektiv
leképezés. Bizonyitsuk be, hogy ha valahdnyszor a || b (a,b € L), mindannyiszor
ap || by, akkor a ¢ leképezés izomorfizmus.

Mutassuk meg, hogy tetszbleges IL halé esetén ekvivalensek a kovetkezbek:

(i) Az L hal6 disztributiv.

(ii) AzaAn(bVe) < (aAb)V(aAc) egyenlStlenség teljesiil minden a, b, ¢ € L-re;

(iii) AzaV (bAc)=(aVb)A(aVc) egyenléség teljesiil minden a, b, c € L-re;
) A

z (aAD)V (bAC)V(cAha)=(aVD)A(bVec)A (cVa) egyenldség teljesiil
minden a, b, c € L-re;

(v) Tetszbleges a,b,c € L-re,haaAc=bAcésaVe=>bVc, akkor a =b.

(iv

(vi) Az LL halénak nincs az Ny vagy Mg hélékkal izomorf részhéldja.

12.2 Testek és testbovitések

[17.] Legyen Z(€) = {a+ b€ | a,b € Z}, ahol £ € C\ Q egy mésodfokii valés
egyiitthatos pohnom egyik gyoke (a mésik gyokot jelolje ). Mutassuk meg,

hogy

(a) (Z(&); +, ) gyfirt;
(b) Z(§) elemeinek a 4 b€ (a,b € Z) alakban valé elddllitdsa egyértelmii;
(c) Z(§) =

Z(§) = Z(&).

Igazak maradnak-e a fenti allitdsok, ha £ € C\ Q nem feltétleniil egy mésodfokd
polinom gyoke?

m Legyen Q(§) = {a+bf | a,b € Q}, ahol £ € C\ Q egy masodfoku valds
egyttthatos pohnom egyik gyoke (a mésik gyokot jelolje ). Mutassuk meg,

hogy

(a) Q&) szdmtest;
(b) Q(&) elemeinek a + b€ (a,b € Q) alakban valé elédllitdsa egyértelmii;

(c) Q&) =Q(¢).

Igazak maradnak-e a fenti allitdsok, ha £ € C\ Q nem feltétleniil egy méasodfokd
polinom gyoke?

Hatarozzuk meg az L : K testbévitések fokat.
(a) K=Q, L=Q(7);

)
)
d) K=Q(m )L Q()
) K=Q, L=R;

)
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(d) K=Q, L=Q(/7,V17).

Adjunk meg bazist L-ben mint K feletti vektortérben.

Legyenek p és q kiilonb6z6 primszamok. Hatarozzuk meg a

(a) Q(v/p) : Q;
(b) Q(vp,va) : Q(y/p);
(c) QlyP,va) : Q)

testbévitések fokéat.

Legyenek p1,...,p, pdronként kiilonb6z6 primszamok. Mutassuk meg,
hogy /pn & Q(y/P1,-- -+ /Pn—1)- lgy

[Q(VP1,- - VPn) : QD1 -5 VPr—1)] = 2
és ennek kovetkeztében [Q(\/p1,. .., /Pn) : Q] = 2".

Legyenek K és L olyan szamtestek, amelyekre L : K teljestl. Legyenek
u és v az L test olyan elemei, amelyekre u? és v? a K test kiilonb6zd elemei.
Mutassuk meg, hogy K(u,v) = K(u+ v).

Hatarozzuk meg az L : K testbdvités kozbiilsé testei, ha tudjuk, hogy
[L : K] primszém.

Tegyiik fel, hogy K; és Ko az L : K testbovités olyan kozbiilsé testei,
amelyekre L = K (K1, K3). Mutassuk meg, hogy [L : K] < [K;1 : K|-[K» : K].

Hatérozzuk meg az 1 + 14, 2+ /3 és 1 + /2 + /4 komplex szdmok mini-
maélpolinomjat Q felett.

Tegyiik fel, hogy az L : K testbévités véges, és legyen f irreducibilis
polinom K felett. Bizonyitsuk be, hogy ha f* 1 [L: K], akkor f-nek nincs
gyoke L-ben.

Mutassuk meg, hogy az f = 2® + 3z + 1 polinom irreducibilis Q[xz]-ben.
Legyen a € C az f polinom egyik gyoke. Fejezziik ki az a~! és (14+a)~! elemeket
az 1, a és o elemeknek raciondlis egyiitthatés linedris kombindciéjaként.

Tegyiik fel, hogy L(a) : L, L : K teljesiil és [K () : K], [L : K] relativ
primek. Mutassuk meg, hogy mq 1 € K[z].

Bizonyitsuk be, hogy ha [L : K| primszédm, akkor az L : K testbdvités
egyszer.
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12.3 Algebrai elemek, algebrai boévitések

Legyen K megszamlalhatéan végtelen test és L : K algebrai testbovités.
Mutassuk meg, hogy |L| is megszamldlhatéan végtelen. Mutassuk meg, hogy
vannak olyan valds szamok, amelyek transzcendensek a raciondlis szamok teste
felett.

Legyen L : K testb6vités, a € L transzcendens elem K felett és f € K|z]
nem konstans polinom. Mutassuk meg, hogy

(a) f(«) transzcendens K felett;
(b) ha 5 € L-re f(8) = «a teljesill, akkor § is transzcendens K felett.

Igazak maradnak-e a fenti allitasok, ha a ,transzcendens” sz6t mindeniitt az
»algebrai” szora cseréljiik?

Legyenek a és b olyan komplex szamok, amely transzcendensek Q felett.
Igaz-e, hogy a’ is transzcendens Q felett?

Tegytiik fel, hogy K(a,3) : K olyan testbOvitést, ahol « ¢ K algebrai
elem K felett, mig 8 transzcendens. Mutassuk meg, hogy K(a, ) : K nem
egyszer.

Tegyiik fel, hogy L : K algebrai testbdvités, és legyen 7: L — L olyan
injekt{iv homomorfizmus, amelyre 7(a)) = « teljesiil tetszéleges a € K esetén.
Mutassuk meg, hogy 7 izomorfizmus.

Adjunk példat olyan L : K testbévitésre és olyan ¢: L — L injektiv
testhomomorfizmusra, amely K elemeit fixen hagyja, mégsem sziirjektiv.

Tegyiik fel, hogy « transzcendens elem K felett. Mutassuk meg, hogy
ha § € K(o) \ K, akkor K (o) : K() testbévités véges és [ transzcendens K
felett. Ha 8 = f(«)/g(a) (f,9 € K[z], Ink.o.(f,g) ~ 1), akkor [K(a) : K(8)] =
max(/*, g°).

Legyenek K és L olyan szédmtestek, amelyekre [L : K] = 2 teljesiil, tovabba
legyen
S(L)={a € L™ | a egy L-beli elem négyzete} .

Mutassuk meg, hogy S(L) részcsoport L*-ban.
Legyenek L, L’ és K olyan szamtestek, amelyekre [L: K] = [L': K] = 2

teljestil. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor van olyan ¢: L — L' izomorfiz-
mus, amely fixen hagyja K elemeit, ha S(L) = S(L').

Tegyiik fel, hogy az L : K testbévités algebrai. Mutassuk meg, hogy ha
az R gytirire K C R C L teljesiil, akkor R test.

Legyen D a komplex szamtestet tartalmazoé integritastartomany. Igazol-
juk, hogy ha D véges dimenziés C-vektortér, akkor D = C.
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3

z+1

Legyen K test, x hatarozatlan és y =
minimélpolinomjit K (y) felett.

€ K(z). Hatdrozzuk meg x

Hatdrozzuk meg a Q(x) test egy olyan K algebrai testbévitését, amelyben
23
x2+1

az y? — € Q(z)[y] polinomnak van gyoke.

A Q szdmtest tetszbleges L véges testbévitésére legyen
wL:|{€€L|Vanolyank€N,h0gysk:1}|.

Hatédrozzuk meg a max {wy, | [L : Q] = 4} kifejezés értékét.

Legyen L n-edfoku egyszerii testb6vitése a K testnek (n € N). Mutassuk
meg, hogy az L : K testb&vités kozbiilsé testeinek szama legfeljebb 2™ — 1.

Igazoljuk, hogy Q minden egyszerii b6vitése megszamldlhatéan végtelen
sok elemet tartalmaz.

Legyen L a K test testbovitése. Tegyiik fel, hogy az @ € L elemre a
K(a) : K testbévités véges. Legyen T, az aldbbi leképezés:

To: K(a) - K(a), 8 — af.
Mutassuk meg, hogy
(a) T, linedris leképezése a K (o) (mint K feletti) vektortérnek;
(b) ma,x = det(xFE — T,), ahol E a (dimg K (o)) x (dimg K («)) méretii
egységmatrix.

12.4 Polinomok irreducibilitasa

Legyen f = apa™ + --- 4+ a1z + ag € Z[z] legaldbb elséfoki, primitiv
polinom. Ha létezik olyan p primszdm, amelyre p | a1,...,a,, de p { ag és
p? 1 an, akkor f irreducibilis Z felett.

Mutassuk meg, hogy van olyan f € Z[z] irreducibilis f6polinom, hogy az
f—s polinomok (s € Z) egyikére sem alkalmazhaté a Schonemann-FEisenstein-

tétel (?7. Tétel).

Mutassuk meg, hogy tetszbleges p primszamra az ™ — p polinom irredu-
cibilis Q[x]-ben.

Bizonyitsuk be, hogy [ANR : Q] = oo.

Legyen H = {{/2 | p primszdm}. Mutassuk meg, hogy ha H' véges rész-
halmaza H-nak, akkor a H’-beli elemek linedrisan fiiggetlenek Q felett.

Igazoljuk, hogy az
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(a) o — 4w + 2,
(b) 2% —4x +2

polinomok irreducibilisek Q(¢) felett.

Legyen p tetszdleges primszam. Mutassuk meg, hogy az o + 2P~ 1 + .- 4+
x + 1 polinom irreducibilis Q felett.

2
Legyen 9 = 77r Hatarozzuk meg a cos?d + isind és a 2cosv komplex

szamok minimalpolinomjat Q felett.
Ha egy n-edfokt f € Z[z] polinom (n > 1) legaldbb 2 [g} +1 egész helyen
+1 értéket vesz fel, akkor f irreducibilis Z (s igy Q) felett.

Igazoljuk, hogy az

(a) 25+ 92* 4 3023 4 2z + 3,
(b) x™ — px + p? (p primszém, n > 3)

polinomok irreducibilisek Q felett.

k
Legyen n természetes szdm. Mutassuk meg, hogy a >, _, % € Q[x]
polinom irreducibilis. '

Legyen p primszam és a olyan egész szam, amely nem oszthatd p-vel.
Mutassuk meg, hogy az P — x + a polinom irreducibilis Z felett.

Legyenek a és b tetszéleges egész szamok. Ekkor az f = z* + az? + %
polinom nem irreducibilis Z, felett (p tetsz6leges primszdm).

Legyen g € Z[x] tetsz6leges k-adfoki polinom (k € N), és legyenek dy <
dy < --- < dy egészek. Igazoljuk, hogy van olyan i € {0,1,...,k}, amelyre
l9(dy)| > k!/2".

Legyen f € Z[z] tetszSleges n-edfoki polinom (n € N), és legyen m =
[(n +1)/2]. Tegyiik fel, hogy vannak olyan kiilénboz6 a4, ..., a, egészek, ame-
lyekre 0 < | f(a;)] < m!/2™. Ekkor az f polinom irreducibilis.

Legyen f = 2" + ap_12" ' + -+ a1x +ep € Z[z], ahol e € {—1,1} és p
primszém. Ha p > 1+ |ai|+ - - + |an—1], akkor f irreducibilis.

Az iv/3 és 1 + iv/3 komplex szamok gySkei az f = x* — 22° + 72?2 — 6z +
12 € Q[z] polinomnak. Van-e olyan o automorfizmusa az f polinom Q feletti

felbontési testének, amelyre o(iv/3) = 1 4 iv/3 teljesiil?

Hatérozzuk meg az aldbbi polinomok L < C felbontasi testét Q felett:

(a) pp=a* —2® +1;
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(b) p2 =2 —2;
(c) p3=a*+2;
(d) ps = 2* + 523 4+ 1022 + 10z + 5.

Hatarozzuk meg az L : Q testb&vités fokat is.

Mutassuk meg, hogy az alabbi testbovitések egyszertiek.

(a) Q(v5,v10):Q
(b) Q(v2,i): Q

(c) Q(V3,9): Q

(d) Q(v3,i): Q;

(e) Q(v2,V3,V5):Q

Hatarozzuk meg a generdlé elem minimalpolinomjat is Q felett.

Legyen p tetszéleges primszam, és legyen f = 2P — 2 € Q[x]. Bizonyitsuk
be, hogy ha L az f polinom felbontasi teste Q felett, akkor [L : Q] = p(p—1).

Legyen ¢ = —1 + z@ Mutassuk meg, hogy Q(e) felbontési teste az
2% — 1 € Q[z] polinomnak. Hatdrozzuk meg a Q(g) : Q testbdvités fokat.

Legyenek L : K és M : L testbévitések. Tegyiik fel, hogy o € M algebrai
elem K felett. Igaz-e, hogy [L(«) : L] | [K () : K] mindig teljesiil?

Hatérozzuk meg az f € Q[z] polinom egy L felbontdsi testét Q felett,
valamint az L : Q testbévités fokat.

(a) f=a*—52%+6;

(b) f =2+ 522 +6;

(c) f=a*—5.
Van-e olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

Legyen K szamtest, és f tetsz6leges K|[z]-beli n-edfoki polinom (n € N).
Tegyiik fel, hogy a € K. Mutassuk meg, hogy

+Z

ahol DI = D, ¢s D = D, o DIV (& > 2).

x—a)k,

Tegylik fel, hogy L : K Galois-b6vités, melynek Galois-csoportja G, és
legyen « € L. Igazoljuk, hogy L = K(«a) pontosan akkor teljesiil, ha barmely
o,0" € G-re 0 # o' esetén o(a) # o'(«).

Hatarozzuk meg az S, n-edfoki szimmetrikus csoport tranzitiv részcso-
portjait, ha n € {3,4,5}.
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Legyen K szdmtest, f € K[x]. Az f polinom valamely L felbontdsi testé-
ben f gyokei legyenek ag, ..., a,. Mutassuk meg, hogy

A=mn, HDz(f)(aJ)v
j=1

1, had|nvagyd|n—1,

ahol TIn = .
—1, kiilonben.

Legyen K szédmtest, f = 2™ + px + ¢ € K[z]. Az f polinom valamely L

felbontasi testében f gyokei legyenek ay, . .., a,. Legyen Ay = of+---+ak (k €

N). Mutassuk meg, hogy

0, hal<k<n—2vagyn+1<k<2n—3,
—(n—1)p, hak=n-—1,

Ak =
—ngq, ha k =n,

(n—1)P, hak=2n-2,
és az f polinom A diszkriminédnsa:

A = nn+1nnqn—1 _ nn(n _ 1)77,—1pn,

ahol 1 — 1, had|nvagyd|n—1,
= —1, kiilonben.

Legyen f = 2% + px + ¢ € Q[z], @ az f polinom gydke valamely Q feletti
felbontési testében. Legyen g = 322 — 3ax — p € Q(a)[x], és legyen B a g

polinom gyoke valamely Q(«) feletti felbontési testében. Mutassuk meg, hogy
B gydke az 2725 + 27¢% — p* € Q[z] polinomnak, valamint o = 3 — 3%, ahol
2 3
. q p
6:—%+5GS52:Z+2—7

Mutassuk meg, hogy Sy tranzitiv részcsoportjai a kovetkezok: Sy, Ay, V
(Viergruppe), Dy és a 4-rendii ciklikus részcsoportok.

Legyen az 23 — 7 € Q[z] polinom felbontasi teste Q felett F. Mutassuk
meg, hogy Galg(z® — 7) 2 S3, és hatdrozzuk meg az F : Q testb6vités kozbiilss
testeit.

Hatérozzuk meg az 2° — 2 € Q[z] polinom G Galois-csoportjat Q felett.
Déntsiik el, hogy G Abel-csoport-e, illetve feloldhaté-e.

Hatérozzuk meg az aldbbi Q[z]-beli polinomok Galois-csoportjat Q felett.
(a) ot + 4w + 2;
(b) z*+ 8z — 12;
(c) z*+1;
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(d) 2* +a3+ 2>+ +1;
e) z* —2.
(e)

Mely polinomok esetén lesz a Galois-csoport Abel-csoport?

Ha az f € Q[z] polinom Galois-csoportja paratlan rendi, akkor f minden
gyoke valds szam.

Mutassuk meg, hogy a
flx)  f(==)

7: R(z) — R(x), m — pry

leképezés 2-rendil és eleme Autr(R(z))-nek. Hatdrozzuk meg a Autg(R(x))
csoport (7) részcsoportjinak a fixtestét.

Legyen L : K véges normdlis testbovités. Mutassuk meg, hogy o € L
pontosan akkor primitiv elem, ha barmely o € Gal(L : K) \ {idp }-re o(a) # «
teljestl.

Legyen f € Q[z] olyan n-edfokd irreducbilis polinom, amelynek van valés
gyoke, de nem minden gyoke valés. Legyen M < C az f polinom felbontasi
teste. Mutassuk meg, hogy az M NR : Q testb6vités legaldbb n-edfoku és nem
normadlis, valamint [M : Q] > 2n.

Mutassuk meg, hogy ha a K test véges testbévitése Q-nak, akkor K csak
véges sok egységgyokot tartalmaz.

12.5 Geometriai szerkeszthetoség

Tetszbleges n természetes szamra legyen
P,L:{5€C|a":1éssk7é1 (1<k<n)}.
Igazoljuk az alabbi 4allitasok helyességét.

2
(a) Tetszbleges w € C-re w € P, pontosan akkor teljesiil, ha w = cos - +
n

2
isin % ahol In.k.o.(k,n) = 1.
(b) |Pn] = ¢(n), ahol ¢ az Euler-féle fliiggvény.
(¢) [leep,e=1,han>3.
(d) X cep, € = p(n), ahol p a Mébius-fiiggvény.

Mely ismert csoporttal izomorf (P,; -)?

Tetszbleges n természetes szamra legyen

Xn = H(CE—E).

eEP,

A x, polinomot n-edik kérosztasi polinomnak nevezziik.
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(a) Mutassuk meg, hogy Hd‘n Xqg = x" — 1.
(b) Igazoljuk, hogy x. € Z[z].
¢) Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges n > 1 péaratlan szamra és tetszoleges z
(c) y ; hogy g p g
komplex szdmra xon(2) = xn(—2) teljestil.
(d) Mutassuk meg, hogy tetsz6leges p primszdmra a X, polinom irreducibilis
Q felett.

(e) Mutassuk meg, hogy tetszéleges n természetes szdmra a x,, polinom irre-
ducibilis Q felett.

Irjuk fel a y,, polinomokat n € {1,2,3,4,5,6} esetén.

Az alabbi szerkesztési feladatok mindegyikében hatarozzuk meg a szer-
kesztés K alaptestét, a szerkesztend6 szam &ltal generalt testbévités fokat K
felett, és dontstik el, hogy a szerkesztés elvégezheto-e.

5

(a) Adott az egységszakasz, szerkesztendé o = /2.

4

(b) Adott az egységszakasz, szerkesztendd a = V2.

(
d

6

)

)
c) Adott az egységszakasz és egy v/2 hosszi szakasz, szerkesztendé o = v/2.

) Adott az egységszakasz és egy /2 hosszii szakasz, szerkesztendd o = /2.
(e) Adott (0,0), (0,1), (0,7), az egységsugart kort kell négyszogesiteni,
(f)

Amennyiben a szerkesztés elvégezhetd végezziik is el.

f) Adott egy szabéalyos 9-sz0g, szerkesztendd egy szabdlyos 18-sz0g

Szerkeszthet6-e a hdaromszog két oldaldbdl, és az egyikhez tartozo szogfe-
lez6bél? (A szakaszok hossza adott.)

Mutassuk meg, hogy nem szerkeszthet6 egyenld szari haromszog a szara-
bdl és a beirt kor sugarabdl.

Mely n egészekre szerkesztheté n-fokos szog.
. 2r .
Hatarozzuk meg cos — fokat Q felett.
n

Legyen L : K végesfoku normalis testb&vités, ahol K tokéletes test. Mu-
tassuk meg, hogy ha egy f € K|[z] polinom irreducibilis K felett, akkor f az L
test felett azonos fokszadmu irreducibilis polinomok szorzata.

12.6 Automorfizmusok és fixtestek

Vannak-e olyan K, L1 és Lo testek, hogy Ly és Lo testbdvitései K-nak,
Ll $—é Lg és Gal(L1 : K) = Gal(Lg : K)

Tegyiik fel, hogy L olyan Galois-b6vitése a K testnek, hogy Gal(L : K) =
Zo X Z15. Hany olyan M kozbiilso teste van az L : K testbévitésnek, amelyekre



12.6 AUTOMORFIZMUSOK ES FIXTESTEK [13]

(a) [L: M) =4,
(b) [L:M] =9,
(c) Gal(L: M) 274

teljesiil?

Mutassunk ra egy-egy példaval, hogy ha az L : K testbOvités végtelen,
akkor Gal(L : K) lehet véges és végtelen is.

Legyen K test, t hatdrozatlan és L = K (t). Tekintsiik az Aut g (L) csoport
aldbbi elemeit:
ort—1—t és Tt 1/t
Mutassuk meg, hogy G = (o,7) = S3. Hatdrozzuk meg a (o) és (7) részcso-
portok fixtestét. Bizonyitsuk be, hogy a (o7) részcsoport fixteste K(y), ahol
t3—3t+1

Y= =1 Igazoljuk, hogy G fixteste K (z), ahol z = yo(y).

Legyen f = 2?" —t2"+1 € Q(t)[], és legyen L az f polinom egy felbontdsi
teste. Hatdrozzuk meg a L : Q(t) bbvités fokat és Galois-csoportjét.

Legyen o = {5/(1 +v2)(1 + v/3). Mutassuk meg, hogy a Q(c) : Q bévités

Galois-féle testbévités, melynek Galois-csoportja izomorf Qg-tal.*

Mutassuk meg, hogy A v/2-t nem tartalmazé résztestei kozott van ma-
ximalis, legyen egy ilyen résztest L. Igaz-e, hogy L minden véges testbévitése
ciklikus?

Legyen L = Q(+/2, V/3,iV/3). Hatarozzuk meg az L : Q testbSvités G

Galois-csoprtjanak kommutdtor részcsoportjahoz tartozé kozbiilss testét (azaz
[G, G] fixtestét).

Legyen ¢ primitiv kilencedik egységgyck. Hatarozzuk meg a Q(V/5,¢) : Q
testbovités kozbiilsd testeit.

Legyen ¢ primitiv n-edik egységgyok (n € N), L = Q(¢). Mutassuk meg,
hogy {o(e) | o € Gal(L : Q)} pontosan akkor (normdlis) bazisa L : Q-nak, ha n
négyzetmentes.

Legyen L : K Galois-bdvités, melynek Galois-csoportja G. Definidljuk
az Normy,.x (,norma”) és Tracer.x (,nyom”) leképezéseket az aldbbi médon:

Normyp.g: L — L, a— H o(a)
oceG

Tracer.x: L — L, a— Z o(a).
ceG

Bizonyitsuk be a kovetkezoket.

4Qs a kvaterniécsoport, Qs = ({1, £i, £4, £k}; - ), ahol a - mfiveletet a kivetkezd Gssze-
fliggések definialjak:

PP=32=k>=—1,ij=k, jk=1i, ki=jés ji=—k, ik=—j, kj = —i.
A kvaterniécsoport megadésa definialé reldcidkkal: Qs = (z,y | z* = y* = zyzy~! = 1).
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(a) Tetsz6leges o € L-re Normp.x (o) € K és Tracer.x (o) € K.
(b) Tetszbleges a, B € L-re teljesiil, hogy

Normy,. k(e - 8) = Normyp,. g () - Normp,. x (3),
Tracer.x (o + ) = Tracer.x () + Tracer.x ().

(c) Legyen £ € L\ K olyan elem, amelyre £? € K teljesiil, és legyen L = K (£).
Ekkor Normp.x (a + b€) = a® — £2b% és Tracer.x (a + b€) = 2a.

Legyen L < C az 2° — 2 € Q[z] polinom felbontési teste. Hatérozzuk meg a
Normyp.q és Tracer.q leképezéseket.

Legyen p primszdm, ¢ primitiv p-edik egységgyok és L = Q(e). Igaz-e,
hogy barmely (Q <)M < L-re M = Q(Tracer:pr(€))?

Legyen K olyan test, amelynek karakterisztikdja nem 2. Legyen oo € K
olyan elem, amelyre v/a € K és L = K(y/a). Legyenek tovabba b és ¢ olyan
K-beli elemek, amelyekre \/b+ c\/a & L, és legyen N = L(1/b+ ¢\/a). Ekkor

N : K Galois-b6vités <= y/b+cv/a € L

<= (a) \/b+cva € K vagy (b) \/b+cva/vae K

Az (a) esetben Gal(N : K) = Zy X Zs, mig a (b) esetben Gal(N : K) & Z,.

Legyen L = C(z,y) és K = C(2" 4 y™,zy). Mutassuk meg, hogy az
L : K testb6vités Galois-csoportja izomorf D,,-nel.’

Legyen n tetszoOleges természetes szam. Hatdrozzuk meg a
C(cosx) : C(cosnx)
testbovités kozbiilso testeit.

Tegyiik fel, hogy a K test karakterisztikdja 0. Legyen f egy n-edfoku
irreduciblis polinom K felett, melynek valamely L felbontési testében a gyokei:
ai,...,an. Tetszéleges J C {1,2,...,n}-re legyen sy = ZjeJ a;, és tetszdleges

re{l,2,...,n—1}relegyen K, =Q({ss | J C{1,2,...,n} és |J| =r}), ﬁ =
JC{1,2,...,n}, \J\:r(x —s7).
(a) Mutassuk meg, hogy K1 =+ = K, _1.
(b) Igazoljuk, hogy fe K[z].
(c) Bizonyitsuk be, hogy ha Galk (f)-nak van Ap-nel izomorf részcsoportja,
akkor f, irreducibilis K felett minden r-re (1 <r <n —1).

5A D,, diédercsoport a szabélyos n-szog szimmetriacsoportja, Dy, = (t, ), ahol t egy tetsz6-
leges tlikrozése és ¢ egy 27 /n-szogli forgatdsa a szabdlyos n-szognek; D,, definidlé reldciékkal
is megadhaté: Dy, 22 <w,y |22 =1, y" =1, ay = y_1r>.
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Milyen foku lesz az f; polinom?

Legyen G az A,, alternald csoport olyan val6di részcsoportja, amely tar-
talmaz hetedrendl elemet és (st)(uv) tipusi permutdciét is. Bizonyitsuk be,
hogy G = PSL(2,7).

Legyen f = 2" +az+b € Q[z] olyan polinom, amely eleget tesz az aldbbi
feltételeknek:

e f irreducibilis Q felett,

o VA(f) €Q,

e f-nek pontosan harom darab valds gyoke van,
e f5 irreducibilis K felett.

Mutassuk meg, hogy Galg(f) = PSL(2,7).

Mutassuk meg, hogy az x7 — 1542499 és " — Tz +3 racionélis egyiitthatés
polinomok Q feletti Galois-csoportja izomorf PSL(2, 7)-tel.

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdja nem 2. Tegyiik fel, hogy
L masodfoku bévitése K-nak, és az L : K testbovités Galois-csoportja legyen
{idr,c}. Legyen « tetszileges eleme L-nek. Mutassuk meg, hogy az aldbbi
allitasok ekvivalensek.

(i) Az L(y/a) : K testb&vités ciklikus és /o & L.
o(a)
a

(ii) Van olyan 8 € L elem, amelyre = 3% és Normyp.x (8) = —1.

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdja nem 2. Tegyiik fel, hogy
L mdésodfoki bovitése K-nak. Mutassuk meg, hogy az alabbi allitasok ekviva-
lensek.

(i) Az L test a K test egy negyedfoku ciklikus bévitésének részteste.
(ii) Van olyan « € L elem, hogy Normy,.x (o) = —1.

12.7 Véges testek

Bizonyitsuk be, hogy ha f € Zy[z] irreducibilis (p primszédm), akkor az
f polinom tetszéleges a gydkére Z, () felbontdsi teste f-nek.

Bizonyitsuk be, hogy ha f € Z,m [z] irreducibilis (p primszam, m,n € N),
akkor f pontosan akkor osztéja az zP" — z polinomnak, ha f* | n.

pmq _ pm
Legyenek p és ¢ primszamok, m € N. Bizonyitsuk be, hogy ——

darab g-adfokd Z,= feletti irreducibilis polinom van.
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Legyen ¢ tetszOleges primhatvany és n tetszOleges természetes szam.
Jelolje N, ,, az n-edfoku irreducibilis polinomok szdmdat GF(¢)[z]-ben. Mutassuk

meg, hogy .
n
Nyn==Y 1 (—) q,
n ™ d

ahol p a Mobius-féle fiiggvény.

Legyen ¢ tetszéleges primhatvany és n tetszOleges természetes szam.
Mutassuk meg, hogy

{9 € GF(¢") | GF(q)(9) = GF(q")}] = Y u (5 ) a”.
d|

ahol p a Mobius-féle fiiggvény.

Legyen ¢ primhatvény, n € N, K = GF(q) és L = GF(¢"). Mutassuk
meg, hogy tetszbleges o € L-re

(a) NOI‘InL:K(a) = a(qn—l)/(q—1)7

(b) Tarcer.x(a) =a+ad+---+ ad"

teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy a Normy.x és a Tracer.x leképezések értékkész-
lete is K.

Legyen ¢ primhatvény és o € GF(q)*. Igazoljuk, hogy

q_la ha\/aEGF(q)v

|{(x7y)€GF((])2 |x2_ay2:1}|:{q+1, ha\/agGF(q)

2
Bizonyitsuk be a (—) (p paratlan primszdm) Legendre-szimbélum kisza-
p
mitdsdra vonatkoz6 formulat véges testek felhasznédlasaval az alabbi 1épéseket
kovetve. Legyen L az 28 — 1 polinom felbontési teste Z,, felett.
(a) L tartalmaz primitiv nyolcadik egységgytkot, azaz olyan € € L elemet,
amelyre €% = 1, de e* # 1.
(b) €+ e~ ! négyzetgyoke 2-nek.

(c) 2 akkor és csak akkor 4ll el6 egy Z,-beli elem négyzeteként, ha a K test
Frobenus-automorfizmusa fixen hagyja az € + ¢! elemet.

(d) (e+¢e71)? =+ e7! pontosan akkor 4ll fenn, ha p =41 ( mod 8).

(e) (%) — (—)5
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REGEBBI fRASBELI FELADATOK [17]

12.8 Régebbi irasbeli feladatok

1/1.
1/2.

1/3.

1/4.

2/1.
2/2.

2/3.

2/4.

3/1.
3/2.

3/3.

3/4.

4/1.

4/2.

4/3.

4/4.

Hatdrozza meg a [Q(v/5) : Q] bévités fokat.

Mutassa meg, hogy az a = /2 + /2 valés szam algebrai szam. Hatérozza
meg a minimalpolinomjat és fokat Q felett.

Legyen L az f = 2* — 2 € Q[z] polinom felbontdsi teste (Q felett). Van-e
olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

Hatérozza meg az f = 23 — 6z + 6 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.

Hatdrozza meg a [Q(v/2,v/5) : Q(v/2)] bévités fokat.

Mutassa meg, hogy az o = 1 — {/4 valés szam algebrai szam. Hatdrozza
meg a minimalpolinomjat és fokat Q felett.

Legyen L az f = 2* — 22 — 2 € QJx] polinom felbontasi teste (Q felett).
Van-e olyan o € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

Hatérozza meg az f = 2° — 322 + 62 + 3 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.

Hatdrozza meg a [Q(v/5 + v/2) : Q(v/5 — v/2)] bévités fokat.

Mutassa meg, hogy az o = 3 — v/3 valds szam algebrai szam. Hatdrozza
meg « fokat Q felett.

Legyen L az f = 2* — 52% + 6 € Q[z] polinom felbontdsi teste (Q felett).
Van-e olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

Hatérozza meg az f = 2® — 322 + 1 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.

Mutassa meg, hogy Q(v/21) € Q(v/3 + V/7) és hatdrozza meg a [Q(v/3 +
V7) : Q(v21)] bévités fokat.

Mutassa meg, hogy az o = 1 — v/7 valds szam algebrai szam. Hatdrozza
meg « fokdt Q felett.

Legyen L az f = x* — 1022+ 21 € Q[x] polinom felbont4si teste (Q felett).
Van-e olyan a € L elem, amelyre L = Q(«) teljesiil?

Hatérozza meg az f = 82° — 1222 + 1 € Q[z] polinom Q feletti Galois-
csoportjat.



