BEADHATO FELADATOK
KOMPUTER ALGEBRA (MBL313L)
2009/2010. 6sz1 FELEV

Legyenek ug, u1, a és b tetszéleges valés szdmok. Az Fleowwas a.b] (

modon:

n € Ny) sorozatot definidljuk az aldbbi

sut; ab ut; ab 4 ; su1; ab su1; a,b
]_-([Jug u1; a ]:u07 fl[uo u1; @ ]:U1 és ‘7:'7[Lu0,u1, a,b] :a,]:nu_olm a ]—|—b ‘7_—-7[Lu02u1 a,b] neN, n>2).

Mindezek utan definialjuk a Fibonacci-, Lucas- és Pell-sorozatokat az alabbi mddon:
Fibonacci-sorozat: F,, = FI%U b1 (n e Ny),
Lucas-sorozat: L, = F2% MU (n e Ny),

Pell-sorozat: P, = FI%% 21 (n e Ny).

Az F,, L,, illetve P, (n € Ny) szdmokat rendre Fibonacci-, Lucas-, illetve Pell-szdmoknak nevezziik. Legyen

1+5 1-5
2 6 f= 2

o =

Fn Ln v Fn_ Ln_
1. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n € N-re (Fro + Ln)or & (Fn y

az « valés szdm egész

kitevOs hatvanya.

2. Feladat. Legyen a tetszbleges paratlan természetes szam. Mutassuk meg, hogy tetszdleges € Ny-ra P2 Lot P?
Pell-szamok szorzatara bonthaté. Mit mondhatunk abban az esetben, ha a € N péaros?

3. Feladat. Tetsz6leges n € N-re legyen H,, = {(h,k) | h,k € N, h < k és h + k = 2n}, valamint legyen

Z Fy, - Fy.

(h,k)EH,,

I’rjuk fel S,,-t zart alakban.

4. Feladat. A Fibonacci-polinomokat az aldbbi rekurziéval definialjuk:

Jo=0, fi=1, é fo=2 foo1+ fu2(neEN, n>2).

Hatérozzuk meg az
o0

/ T2 + 1 f2n+1(23:)

0

integral értékét (n € Ny).

5. Feladat. Hatdrozzuk meg az a,, (n € Ny) sorozat dltaldnos tagjit, ahol a sorozatot az

2
es—1 Ap—1+ Gp_2

83 = = N, > 92
o] és an TE—— (n n > 2)

ag = 07 a; =
rekurzié definialja.
29

6. Feladat. Mutassuk meg, hogy Py3 = 2!} H (3 + cos %)



7. Feladat. Mutassuk meg, hogy teljesiil az

— 1 - 1
ZF27L:1+ZF27L—1'

Fs,, - F
n=1 n=1 2n 2n+1

egyenléség.

8. Feladat. Hatdrozzuk meg az a,, (n € Ny) sorozat dltaldnos tagjit, ahol a sorozatot az
1

ag = 3 és a, :4-a3’171—|—3-an_1 (n €N)
rekurzi6 definialja.
9. Feladat. Legyen
> 1 > 1
Si = és Sy = .
' nz::? (=1)"-Lap—1—1 2 nz::? (=)™ Lap—1+1

S
Hatarozzuk meg S—l értékét.
2

10. Feladat. Legyen n > 0 tetsz6leges egész szdm. Jelolje &, az 2 — L,, - x + (—1)" € R[z] polinom nagyobbik
gyokét. Fejezziik ki £,-t a segitségével.

11. Feladat. Legyen n tetszéleges természetes szam. Hatdrozzuk meg az

h R 3! T S 0%
Fi Fy Fy Fy B
VR 1 Fy - Fhg
F3 F2 Fl FO Fn73
Fn anl Fn72 Fn73 FO

determindns értékét.

12. Feladat. Legyenek p, ¢ paratlan egészek és ug,u; € Z. Mutassuk meg, hogy
‘7:7[?—;)6“17 P,—q] — Fluous; p.—d (mod 4)

n

teljestil tetszéleges n € N-re.

13. Feladat. Az R,, (n € N) sorozatot definidljuk az aldbbi médon:

Ri=1,
Ro =1,

R3 = 25,

Ry =121,

R = 1296,
Re = 9025,
R+ = 78961,
Rg = 609961,
Rg = 5040025,

R0 = 40144896,

Ri1 = 326199721,

Ris = 2621952025,
Ris = 21199651201,
R4 = 170859049201,
Ri5 = 1379450250000,



és n > 16 esetén

Rpn=8 Rp_1+22-Rp—2—190-Rp—3+28 - Rp—4 +987-Rp—5 — 700 - R,,—¢ — 1652 - R,,_7 +
1652 - R, g+ 700-Rp_g — 987 - Rp—10 — 28 - Rpp_11 +
190 - Rp—12 —22-Rp—13 — 8- Rp—14 + Ru—1s.

Mutassuk meg, hogy R,, minden n € N esetén teljesnégyzet.

14. Feladat. Az u,, v, és w, (n € N) sorozatokat definidljuk az aldbbi mdédon:

_ — .2 2 2
Uy = 1/27 Up = Up_1 + Up—1 — Wp—1

v = V2, VUp = 2Up_1Un_1 neN, n>2).
w1 = \/5/27 Wp = 2un—1wn—1

Fejezziik ki w,-t, vp-t és w,-t a Fibonacci és/vagy Lucas-szdmok segitségével.

15. Feladat. Hatdrozzuk meg az a,, (n € Ng) sorozat dltaldnos tagjat, ahol a sorozatot az
1 4 _ 3
ap=1 é a,=5-a,_1—3 apn_1 (n€N)
rekurzié definidlja.

16. Feladat. Hatarozzuk meg az sy =), _; w12
nin n

(t € N) sorozat hatérértékét.

17. Feladat. Legyen Q,, = Flbt 2] (n € Np). Irjuk fel a

n
Shoe Yo
k=1

Osszegeket zart alakban.

t ’I’L2nFn

18. Feladat. Hatarozzuk meg az sy =), _; En

(t € N) sorozat hatdrértékét.

19. Feladat. Mutassuk meg, hogy F2,, > Fb, teljesiil tetsz6leges n € Ny-ra.

20. Feladat. Legyen n tetszoleges természetes szam. Hatdrozzuk meg az

L() Ll LQ L3 e Ln
L1 LQ L1 LQ te Ln—l
Lg L1 LO Ll s Ln72
L3 L2 L1 LO s Ln73
Ln Lnfl Ln72 Ln73 T LO

determindns értékét.

21. Feladat. Legyen n tetszoleges természetes szam. Hatdrozzuk meg az

Ly Ly L3 L3 L
Ly Ly L L3 L3
Lg Li L§ Li Lé_g
L3 L2 Ll LO Ln—3
L%L L?L—l L?L—2 L?L—B T L(2)

determindns értékét.
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n-edik hatvényét (n € N) a Fibonacci-szdmok és/vagy Lucas-szamok segitségével.

22. Feladat. Legyen A = ( ), ahol e = a(cosb + isinb) (a,b € R). Fejezziik ki az A matrix

n

k+40)"“ Mutassuk meg, hogy

23. Feladat. Legyen n természetes szam, valamint legyen Sy = (Z) + (ki5) + (
ha 0 <4 < j <5, akkor |S; — S| Fibonacci-szdm.

24. Feladat. Legyen g = a + 2, valamint legyen n természetes szdm. Irjuk fel a g" valés szémot ppo + ¢n
alakban, ahol n, p,, ¢, € N.

25. Feladat. Melyek azok az n természetes szdmok, amelyekre a y_,'_, kF}, Osszeg paros?

26. Feladat. Az a, b, ¢, d pozitiv egészekre teljesiil, hogy
e l<a<b<exd,

o tetszbleges n természetes szamra, ha n > d, akkor
B, =F,_+6F, s+ F,_c+ F,_q.

Keressiink a fenti feltételeket kielégito pozitiv egészeket.
27. Feladat. Hatarozzuk meg a .

> Frjvme

k=0
kifejezés zart alakjat (n € N).
28. Feladat. A Lucas-polinomokat az alabbi rekurziéval definidljuk:

lo=2,li=z, é lp=a-l—1+Ilh—2(neEN, n=2).

Keressiink olyan nemtrividlis differencidlegyenletet, amelynek megolddsa az [,, polinom k-adik derivaltja (k,n €
N, 1<k <n).

Egy-egy hallgatotol legalabb 10 feladat megoldasat kérem, de barmely két hallgatd dltal megoldott feladatok
kozott legfeljebb 6t megegyezd lehet. Leadési hataridé: 2009. januar 10.



