MATRIXOK

IRODALOM

A fogalmakat, definicidkat illetéen két forrasra tdamaszkodhatnak: ezek egyrészt el-
hangzanak az eldaddson, masrészt megtalaljak a jegyzetben:

Szabo Laszlo: Bevezetés a linedris algebraba,

Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

2. fejezet (Matrixok);

tovabbi ajanlott irodalom:

Hajnal Imre—dr. Nemetz Tibor —dr. Pintér Lajos:

Matematika I11. (fakultativ B vdltozat), (gimndziumi tankonyv);
VIII. fejezet (345. oldaltdl - 363. oldalig, feladatok is!!)

D. K. Fagyejev—1. Sz. Szominszkij: Felsofoku algebrai feladatok,
Miiszaki Konyvkiadé, Budapest, 1973, illetve Typotex Kiadd, 2000;
4. fejezet, 1. szakasz, 464.-465., 467.-479., 506. feladat

Freud Rébert: Linedris algebra,
ELTE Eotvos Kiadé, Budapest, 2001;
2. fejezet, 1. szakasz.

Scharnitzky Viktor: Mdtrizszamitds (példatar, Bolyai-konyvek sorozat),

Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 2000;

A Miétrixok c. fejezetben (fogalmak, jelolések a 89. o0.-tdl),
Kidolgozott feladatok (a 113. oldaltdl): 1.-9., 24.-57., 68., 71.-74.

PELDAK

1. Példa Szémitsa ki a kovetkezo matrixok koziil azokat, amelyek léteznek:

(a) A
b

(b)
(c) 3
(d) AD DA, BT A,
ha

A—l—B C—l—D D-C,
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MATRIXOK
(b) A+ B nem létezik, mivel A és B nem azonos tipusiuak: az A matrix 3 x 2-es, B

pedig 3 x 1-es tipusu.
C és D viszont azonos tipusuak, igy osszeadhatdk:

s (i) (5 -2 W)=,

és persze a kivonas is elvégezhet6:
1-2 2—(-1)\ (-1 3\
-3—-3 4-0 S \-6 4)’

- (4 - )

1 0 3.1 3.0 30
3-4=3-| -1 2|=(3-(-=1) 3-2|=|-3 6 |;
3 4 3-3 3.4 9 12

(d) AD értelmezett, hiszen A-nak 2 oszlopa van, D-nek pedig 2 sora. A
szorzatméatrixot a definicié alapjan a kévetkezé médon szamitjuk ki:

1 0 Ly 1-14+0-3 1-240-4 1 2
AD=| -1 2 .<_3 4)2 (-1)-1+2-3 (=1)-242-4|=|5 6 |,
3 4 3-1+4-3 3-2+4-4 16 22

(Latjuk, hogy a szorzatmétrixnak 3 sora van, mint A-nak, és 2 oszlopa van, mint D-nek.)
DA nem létezik, mivel D oszlopainak szama nem egyezik meg A sorainak szamaval.

1 0
BTA=(1 2 -1)|-1 2|=
3 4

=(1-142-(-1)+(-1)-3 1-04+2-2+(-1)-4)=(—4 0).

TOVABBI AJANLOTT FELADATOK

1. Feladat. Tegyiik fel, hogy A, B adott, X pedig ismeretlen, azonos méreti
métrixok. Oldja meg az aldbbi , matrix-egyenleteket” (azaz a miiveletek ismert-tanult
tulajdonsagai alapjan fejezziik ki az X maétrixot az Osszefiiggésbol):

(a) X+A=2(X—-DB) (b) 3(X+%A):5(X—ZB).

Adjuk meg a megoldasokat, abban az esetben, ha

-1 0 1 1 2 3
A= 1 -1 0 és B=14 5 6
0 1 -1 7 8 9



MATRIXOK

2. Feladat. Szorozza Ossze az alabbi matrixok kozul az Osszeszorozhatdkat:
-2 11
3 -1 7 5 0O -9 5
A_<2 0o -1 0) B_(Q 1 —4) ¢ 0 1

P=(0 —9 5) Q=2 o -1 0
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—2 —2 1 1
0 0 1 -1 2 1
B=1 3 =13 s o0 T‘<3 —1)'
~11 1 1 0

3. Feladat. Szorozzuk 0Ossze a aldbbi matrixokat mindkét sorrendben. Milyen
,érdekességet” tapasztalunk?

@ a=(5 ) 5=(5 o)

2 -3 -5 -3 5
(b) c=[-1 4 5 D=1 -3 -5
1 -3 —4 -1 3 5

4. Feladat. Mutassunk ré egy példaval, hogy matrixok korében nem lehet egyszerii-
siteni, azaz keressiink olyan A, B, C' métrixokat (pl. a 2 x 2-es métrixok kdrében), hogy
AB=AC,de A# 0O és B # C.

5. Feladat. Mi torténik egy 3 x 3-as matrixszal, ha balrdl, illetve jobbrél az alabbi
matrixszal megszorozzuk:

2 00 2 0 0
a P=[o0 1 o]; b) Q={0 2 0];

0 0 1 0 0 2

1 2 0 1 0 0
(c) R=(0 1 0]; (d S=({0 0 1];
0 0 1 0 1 0
(Probaljunk altalanositani!)

* * * * * * * * * *

Megjegyzés. Azonos tipusi négyzetes matrixok esetén az Osszeszorozhatdsdg feltétele
teljesiil, és a szorzat is ugyanolyan tipusu lesz. Ezért (és a szorzds asszociativitdsa
miatt!) négyzetes matrix esetén értelmezhet6 a hatvanyozds:

Al = A, éshan > 2, akkor A" = AA™ Y, AeT™™

Abban is megallapodunk, hogy A° = E,,, az n x n-es egységmatrix.
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6. Feladat. Igazoljuk a matrix-hatvanyozas aldbbi azonossidgait (m,k nemnegativ
egész szamok):

(a) AMAF = A™FF ahol m, k € N;

(b) (A™)* = A™* ahol m, k € N;
Mutassunk ra, hogy (AB)™ = A™B"™ &ltaldban nem teljesiil. Milyen feltétel(ek) mellett
teljesiil ez az Osszefliggés?

7. Feladat. Szamitsa ki az aldbbi métrix-hatvanyokat (n természetes szam, a valés
szam):

(a) <f :;1)1111 (b) G :3)1111 () (_01 (1))1111 (d) <(1) })n

n

g ) <Cow —Siﬂcp)n ” <Cow sin o )

singp  cosy singp —cos

o =

() {0
0

8. Feladat. (2003-as dolgozatfeladat)
Szamitsa ki a kovetkezé matrixok koziil azokat, amelyek 1éteznek:

FCcT 4+ BT, G*CT, FA+ BDT, AG? + G

ha

1 -1 0 2 5
A_<_1 5 2), B=(1 -1 -1 1), G_<3 7),

_01 } 2 1 0 -1

C = , D=|-1 -2 1 0 |, F=(2 4)
o 0 -1 3 2
1 -2

9. Feladat. Ha A és B tetszlleges n x n-es (azaz négyzetes) matrixok, igazak-e a
kovetkezok:

(1) (A+ B)(A - B) = A2 — B?;
(2) (A+ B)? = A2 +2AB+ B?%
(3) Ha (A+ B)? = A2+ 2AB + B?, akkor AB = BA;

(Ha igaz, bizonyitsa be; ha nem, keressen ellenpéldat pl. a 2 x 2-es matrixok kozott. )

10. Feladat. Szamitsa ki az A% 4+ 3A — 4E5 kifejezés értékét az

1 3 =5
A=14 -2 6
3 1 2

métrixra. (Mdsszéval: szdmitsa ki az f(z) = 2% + 3z — 4 polinom helyettesitési értékét
az A helyen.)
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11 1 1
11. Feladat. Az A= |2 4 8 16 | matrix roviden a kovetkezéképpen irhaté fol:
39 27 81
1 1 1
A = (aij)g,4, ahol a;; = /. Hasonléana B= | 0 1 1 | mdtrix réviden a kovetkez:
0 0 1
1, hai<j,
B= (bij)?’X?” ahol bi; = { 0, kl'il(')'nbgn.

frja fol az alabbi , képlettel megadott” matrixokat:
(1) X = (®ij)45, ahol ; =1+ j;

—1, hai>y,
(2) X = (24)) 3,5, abOl 25 = ¢ 0, hai=j
1, ha i < j;
1, ha i+ j péros
3) X = ¥ ’ hol ij —
(3) (%ij) 354> ahol xi; {0, kiilonben:;

(4) X = (217),,,, ahol n € N ¢ 27, haizj,
= (Zyj , anol n €S Tijj = )
inxn / 0, kiilonben;

(5) X = (Tij) 44> ahol z;; = (—=1)"77;

(6) X = (aij)gy g, ahol z4; az i és j legnagyobb kozos osztdja;
Megjegyzés. Ez az irasmdéd a matrixok egy masik folfogasanak felel meg. Hasonlbéan
ahhoz, ahogyan pl. egy valds szdm n-esre id6nként mint egy {1,2,...,n} — R leképe-
zésre gondolunk, ugyanigy egy T' szamtest f0lotti n x k-as matrix nem maés, mint egy
{1,2,...,n} x{1,2,...,k} — T leképezés.

12. Feladat. Talédljuk ki a az aldbbi matrixok , képletét”:

1 1 1 1 1 2 3 4 1 1 11

1 2 3 4 21 2 3 1 1 2 1
A= 1 3 6 10 B= 3 2 1 2 ¢= 1 3 1 1

1 4 10 20 4 3 2 1 4 1 1 1

1 1 1 0 1 1 1 1 -1 0 1 -1

1 1 0 -1 1 2 3 4 * 0 1 -1 0
D= 1 0 -1 -1 V= 1 4 9 16 5= 1 -1 0 1

0 -1 -1 -1 1 8 27 64 -1 0 1 -1



