4. FELADATSOR

Véges testek
1. Legyen L algebrailag zart test. Mutassa meg, hogy L végtelen.

2. Adjon meg a Zs[z]/(x® — x + 1) és Zs[z]/(2® — x — 1) testek kozott izo-
morfizmust.

3. Mutassa meg, hogy az f = 2% — 112* + 3622 — 36 polinomnak nincs egész
gyoke, de tetszdleges p primszdmra van gyoke Z,-ben.

4. Legyen p primszdm és a € Z, \ {0}. Bizonyitsa be, hogy az 2 —x — a
polinom Galy (2P — x — a) Galois-csoportja ciklikus.

5. Legyen p primszdm és n € N. Bizonyitsa be, hogy az 2" — z + 1 polinom
pontosan akkor irreducibilis Z, felett, ha n =1 vagy n =p = 2.

6. Legyen K = GF(q) és p primszam. Mutassa meg, hogy (¢* — ¢q)/p darab
p-edfoki irreducibilis fé6polinom van K[z]|-ben.

7. Mutassa meg, hogy az 2” — x — 1 polinom irreducibilis Z, felett.
8. Hatdrozza meg az 2?° — x polinom irreducibilis felbontdsat Z, felett.
9. Bizonyitsa be, hogy tetszbleges a és b egészekre
Lig X Lip = Lan xo.(ah) X Liab/ink.o.(ab)
teljesiil.

10. Mutassa meg, hogy van olyan o € Autgp(2i0y(GF(2'")), amelynek rendje
2. Hatdrozza meg a {a € GF(2'!") | o(x) = 7!} halmaz elemszdmat.

11. Legyenek p és ¢ primszamok, amelyekre p < ¢ és p1 ¢ —1 teljesiil. Adjon
meg olyan L : Z, testb6vités, hogy L az {aP —a | a € Z,} polinomhalmaz
felbontasi teste legyen Z, felett.



12. Legyen p primszam, m € N és §: GF(p™) — GF(p™), x — aP a
Frobenius-automorfizmus. Legyen n tetszoleges természetes szam. Igazolja
a kovetkezoket.

(a) Tetszoleges a € GF(p™)-re §"(a) = a teljesiil.
(b) Ha [L: GF(p™)] = n, akkor L = GF(p™").

(c) Ha az L : GF(p™) testbovités véges, akkor Gal(L : GF(p™)) ciklikus,
melynek generdtora §.

(d) A GF(p"™) : GF(p™) testb6vités kozbiils6 testei és a {d € N|d | n}
halmaz kozott megadhato bijekcio.

13. Legyen p paratlan primszam, m € N és g = p™.

(a) Legyen \,: GF(q)* — ({—1,1}; - ) az a leképezés, amelyre A\ (u) = 1
pontosan akkor teljesiil, ha van olyan v € GF(q)*, amelyre u = v°.
Mutassa meg, hogy A\, homomorfizmus. Igaz-e, hogy A, sziirjektiv?

(b) Legyen X, = {u* € GF(q) | u € GF(q)}, és tetszbleges t € GF(g)-ra
legyen t — X, = {t —u® € GF(q) | u € GF(q)}. Ekkor X, és t — 3,
elemszama is (¢ + 1)/2.

(c) Bizonyitsa be, hogy tetszéleges a € GF(q) felirhaté két GF(¢)-beli elem
négyzetének osszegeként.

(d) Az 2% + y? + 2% = 0 egyenletnek van nemtrividlis megolddsa GF(p™)-
ben.

Primitiv elemek

14. Ha az L : K testbovités Galois-bovités, akkor L valamely K feletti
irreducibilis polinomnak a felbontasi teste.

15. Legyen K (t) : K egyszerii transzcendens testb6vités. Mutassuk meg,
hogy a testbdvitésnek végtelen sok kozbiilsé teste van.

16. Legyen p primszéam, J = Z,(a), K = J(f), ahol « transzcendens Z,
felett és 3 transzcendens J felett. Legyen L az f = (2% — a)(2z* — 3) polinom
felbontasi teste K felett. Igazolja, hogy



(a) [L: K] =p*
(b) ha v € L, akkor 7? € K,
(c) az L : K testb6vités nem egyszerti.

Hatérozza meg az L : K testbovités kozbiilso testeit p = 2 esetén.

17. Tegytik fel, hogy az L : K testbévités véges szeparabilis bovités, az M : L
pedg véges egyszerii. Mutassa meg, hogy M : K egyszeri bovités.

Harmad- és negyedfoku polinomok
18. Legyen K test, f € K[z|. Az f polinom valamely L felbontdsi testében
f gyokei legyenek aq, ..., a,. Mutassuk meg, hogy

n

A=, [ [ Da(f)(ey),

j=1

hol 1, had|nvagyd|n—1,
ahol n, =
1 —1, kilonben.

19. Legyen f = ap + a1z + - -+ + a,z" n-edfokd polinom a K test felett,
Az f polinom valamely L felbontasi testében gyokei legyenek oy, ..., a,.
Tetszbleges i € {1,2,...,n}-re legyen

n—1 7

=0 k=0
(a) Mutassuk meg, hogy L[z]-ben f = (x — «;)g; teljesiil tetszbleges i €

{1,...,n}-re. Tovabbd, D,.(f)=g1+ -+ gn.
(b) Tetszoleges j € N-re legyen \; = o) + -+ ad. Bizonyitsuk be, hogy
J
Jp—j + Zan_jJrk)\k =0 (j=1,...,n),
k=1

> adisr =0 (jEN).

k=0



20. Legyen K test, f = 2" +pr + q € K[z]. Az f polinom valamely L
felbontasi testében f gyokei legyenek aq, ..., a,. Mutassuk meg, hogy

0, hal<k<n—2vagyn+1<k<2n—3,
—(n—1)p, hak=n-—1,

A =
—ng, ha k£ = n,

(n—1)P  hak=2n-2
és az f polinom A diszkriminansa:
A = 1pan" " = pa(n = 1)" ",

hol 1, had|nvagyd|n—1,
ahol n,, =
7 —1, kiilonben.

21. Legyen f = 23 +px +q € Q[z], a az f polinom gydke valamely Q feletti
felbontdsi testében. Legyen g = 322 — 3ax — p € Q(a)[z], és legyen 3 a
g polinom gydke valamely Q(«) feletti felbontési testében. Mutassuk meg,

hogy 8 gyoke az 272° + 27¢* — p* € Q[x] polinomnak, valamint o = 3 — %,
2 3
aholﬂ3:—%+6ésé2:qz+g—7.

22. Legyen az z* — 7 € Q[z] polinom felbontési teste Q felett L. Mutassuk
meg, hogy Galg(xz® — 7) = S3, és hatdrozzuk meg az L : Q b6vités kozbiils§
testeit.

23. Hatérozzuk meg az z° — 2 € Q[z] polinom G Galois-csoportjit Q felett.
Dontstik el, hogy G Abel-csoport-e, illetve feloldhaté-e.

24. Hatérozzuk meg az alabbi Q[x]-beli polinomok Galois-csoportjat Q felett:
pt4dr+2; 2t +8r — 12 2t + L 2t 3+ 2 o+ 1 2t - 2.

25. Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdja nem 2 és nem 3. Legyen
f egy K feletti irreducibilis negyedfokd polinom, melynek kébos rezolvense
g. Legyen L az f polinom felbontasi teste K felett, valamint legyen M < L
a ¢ polinom felbontasi teste K felett. Mutassuk meg az alabbi tablazat



helyességét.

o(f) g / Galg(f)

¢ K irreducibilis K felett =95,

€ K irreducibilis K felett = Ay

€ K felbomlik K[z]-ben =V, (Viergruppe)
¢ K felbomlik K[x]-ben  felbomlik M |[x]-ben =7,

¢ K felbomlik K[x]-ben irreducibilis M felett >~ Dy.

26. Tetszoleges n természetes szamra legyen
P,={ceCle"=1ée"#1(1<k<n)}.

Mutassuk meg az aldbbiakat.

2k
(a) Tetszoleges w € C-re w € P, pontosan akkor teljesiil, ha w = cos il +
n

2
isin 25T ahol Ink.o.(k,n) = 1.
n
(b) |P,] = ¢(n), ahol ¢ az Euler-féle fiiggvény.
(¢c) [l.cp,e=1,han > 3.

(d) > .cp, € = p(n), ahol p a Mébius-fiiggvény.

27. TetszOleges n természetes szamra legyen

o, = H(x—a).

EEP’rL

A @, polinomot az n-edik korosztasi polinomnak nevezziik.
(a) [rjuk fel a @, polinomokat n € {1,2,3,4,5,6} esetén.
(b) Mutassuk meg, hogy [],, ®s = 2" — 1.

(c) Igazoljuk, hogy ®,, € Z[z].
)

(d) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n > 1 paratlan szamra és tetszoleges

z komplex szamra ®q,(z) = O, (—2) teljesiil.
(e) Mutassuk meg, hogy ha p primszam, akkor ®, irreducibilis Q felett.

(f) Mutassuk meg, hogy tetszéleges n természetes szamra a ®,, polinom
irreducibilis Q felett.



