3. FELADATSOR

Normalis bovitések

Tegyitik fel, hogy az L : K testbovités algebrai. Azt mondjuk, hogy az
F : L bovités az L : K boévités normalis lezartja, ha az F' : K bovités
normalis, és valahanyszor az F' : L bévités M kozbiils6 testére az M : K
bovités normalis mindannyiszor M = F' teljesiil.

1. Mutassuk meg, hogy tetszoleges algebrai bovitésnek van normélis lezartja.
2. Tegytik fel, hogy L : K algebrai bévités, és legyen
N={M:K<M<L, M: K normélis bévités}.

Mutassuk meg, hogy az (N; C ) részbenrendezett halmaznak van legnagyobb
eleme.

3. Tegyiik fel, hogy M, és 5 az L : K bovités olyan kozbiilso testei, amelyekre
az My : K és M, : K bévitések normaélisak. Bizonyitsuk be, hogy a K(M; U
M,) : K és My N M, : K bovitések is normalisak.

4. Legyen L : K véges normalis bévités, valamint f € K[z] irreducibilis
polinom. Tegyiik fel, hogy a g és h L|x]-beli irreducibilis f6polinomok osztdi
f-nek L felett. Igazoljuk, hogy van olyan ¢ € Autg (L), amelyre o, = h.

5. Legyen L algebrai testbovitése a K testnek. Mutassuk meg, hogy a ko-
vetkezok ekvivalensek.

(i) Az L : K testb6vités normalis.

(ii) Haj: L — L olyan injektiv homomorfizmus, amelyre tetszéleges k € K
esetén j(k) = k teljesil, akkor j(L) C L.!

(iii) Haj: L — L olyan injekt{v homomorfizmus, amelyre tetszéleges k € K
esetén j(k) = k teljesiil, akkor j(L) = L.

ITetsz6leges L test esetén L jeloli az L test egyik algebrai lezartjat.



Szeparabilis bovitések

6. Legyen L : K véges testb6vités, melynek normaélis lezartja L' : L. Mutassa
meg, hogy az L : K testbdvités akkor és csak akkor szepardbilis, ha ponto-
san [L : K] darab olyan j: L — L’ injektiv homomorfizmus van, amelyre
tetszoleges k € K esetén j(k) = k teljestil.

7. Legyen n természetes szam. Tegytlik fel, hogy K olyan test, amelyre
char(K) = 0 vagy char(K) > n teljesiil. Legyen f € Kl[z| egy n-edfoku
polinom és o € K. Mutassuk meg, hogy
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ahol DY = idp és DI = D, o DIV (k> 1).

8. Legyen n természetes szam. Tegyiik fel, hogy K olyan test, amelyre
char(K) = 0 vagy char(K) > n teljesill. Legyen f € Klz| egy n-edfoku
polinom és a az f polinom gyoke valamely L felbontési testében. Mutassuk
meg, hogy az a gyok multiplicitdsa pontosan akkor r, ha

D (a)=0(0<s<r—1) és D" (a) # 0.

9. Legyen p primszam. Bontsuk els6foki tényezok szorzatara az P — 1 poli-
nomot Z, felett, majd gondoljuk meg, hogy (p — 1)! = —1 (mod p).

10. Legyen p primszam. Igazolja a kovetkezoket.
(a) Ha p=1 (mod 4), akkor
e van olyan k egész szam, amelyre k? = —1 (mod p);

e p nem primelem Z|i]-ben,

e vannak olyan u és v egészek, amelyekre p = u® + v? teljesiil.

(b) Ha p = —1 (mod 4), akkor p primelem Z[i]-ben.

11. Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdaja p > 0. Mutassa meg,
hogy pontosan akkor szeparabilis minden K feletti polinom, ha a Frobenius-
endomorfizmus a K test automorfizmusa.?

2 Azt mondjuk, hogy a K test tokéletes, ha minden K[z]-beli polinom szeparbilis.



12. Bizonyitsa be, hogy a K test akkor és csak akkor tokéletes, ha minden
véges bovitése szeparabilis.

13. Tegyiik fel, hogy K olyan test, amelyre char(K) = p > 0 teljesiil. Iga-
zolja, hogy tetszdleges irreducibilis K feletti f polinomhoz van olyan irredu-
cibilis és szepardbilis K feletti g polinom és n € Ny, amelyre f = g(zP") all
fenn.

14. Tegyiik fel, hogy K olyan test, amelyre char(K) = p > 0 teljesiil. Legyen
f € K|[z] irreducibilis polinom, melynek egy felbontasi K felett L. Mutassa
meg, hogy van olyan n € Ny, hogy f valamennyi gyokének multiplicitasa p™.

Automorfizmusok és fixtestek

15. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K Galois-bévités. Iga-
zolja, hogy az a € L elemre pontosan akkor teljesiil, hogy L = K(«), ha
|{o(a) | o0 € Gal(L: K)}| =|Gal(L : K)|.

16. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K teljesil. Igazolja, hogy
Gal(L : K) linedrisan fiiggetlen részhalmaza Endy (L)-nek.?

17. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K Galois-bovités, és legyen
Gal(L : K) ={oy,...,0,}. Mutassa meg, hogy az {f,...,0,} € L ponto-
san akkor bazisa L-nek K felett, ha a (o4(0;)) € L™™ matrix determinansa
nem 0.

18. Legyen L a K 0-karakterisztikaju test véges bovitése. Legyen a (3, ..., 3,
vektorrendszer az L vektrotér bazisa K felett. Az L : K bévités Galois-
csoportjanak H részcsoportjara legyen v; = Y 0(8;) (1 < j < n). Bizo-
nyitsa be, hogy K(v1,...,7) = v(H).

19. Hatarozza meg az Ss, Sy és S5 permutécidécsoportok tranzitiv részcso-
portjait.

20. Hatdrozza meg az z* — 2 polinom Galois-csoportjat Q, Zs és Z; felett.

21. Hatdrozza meg az z* + 2 polinom Galois-csoportjat Q, Zs és Zs felett.

3Endg (L) az L vektortér linedris transzformdciéinak vektortere (K felett).



22. Tetszoleges r természetes szamra legyen
fr=(@*+4)z ﬁ(a:2 — 457).
j=1
[gazolja, hogy
(a) tetszbleges s € Z-re |f,(2s+ 1) = 5;
(b) f, — 2 irreducibilis Q felett.

Hatarozza meg az f, polinom Galois-csoportjat Q felett, ha 2r + 3 primszam.

23. Legyen G tetszoleges véges csoport. Mutassa meg, hogy van olyan L : K
Galois-bovités, melyre Gal(L : K) = G teljesiil.

24. Tegyiik fel, hogy K, és K5 az L test olyan résztestei, amelyekre L : K7 és
L : K, Galois-bévitések. Legyen G; = Gal(L : K;) (j = 1,2) és G = G1NGa.
Bizonyitsa be, hogy L : G pontosan akkor Galois-bévités, ha (G1 U G3) véges.
Amennyiben ez utébbi feltétel teljesiil, akkor G = Gal(L : K1 N Ks).

25. Legyenek K és L testek, amelyekre teljesiil, hogy [L : K| = 2. Tegyiik
fel tovabba, hogy

e barmely a € K-hoz van olyan 3 € L, amelyre o = (32,

e ha f € K[z] és 21 f*, akkor f-nek van gyoke L-ben,

e char(K) # 2.

Legyen f irreducibilis polinom K{z|-ben, melynek egy L feletti felbontasi
teste legyen M. Legyen tovabbd G = Gal(M : K) és H = Gal(M : L).
Igazolja a kovetkezoket.

(i) |G| = 2™ teljesiil valamely n € N-re. (Tekintsiik a G csoport egy 2-
Sylow részcsoportjanak fixtestét.)

(i) Ha n > 1, akkor L[z]-ben van masodfoki irreducibilis polinom. (Te-
kintsiik a H csoport egy 2-indexti részcsoportjat.)

(iii) L algebrailag zart.
26. Legyen p paratlan primszam és ¢ primitiv p-edik egységgyok. Legyen

E =Q[(], G = Gal(E : Q) és a G csoport 2-index(i részcsoportja. Legyen
a=3 iy és = > jea\i ¢7. Mutassa meg, hogy



(a) o, B €~(H);
(b) hao € G\ H, akkor o(«) = 3 és o(f3) = a.

Hatarozzuk meg H fixtestét.

27. Legyen M = Q[v/2,V3] és E = M(a), ahol o = \/(\/§+2)(\/§+3).
Mutassa meg, hogy

(a) M : Q Galois-b6vités és Gal(M : Q) = Zy X Zy;
(b) E : Q Galois-bévités és Gal(E : Q) = Q.



