2. FELADATSOR

Felbontasi testek

1. Mutassa meg, hogy az f = 3 —x+1 € Zs[z] polinom irreducibilis. Legyen
( az f polinom gyoke valamely felbontasi testében. Igazolja, hogy ( — 1 és
( 4+ 1 is gyoke f-nek. Adja meg az f polinom egy felbontési testét.

2. Legyen K olyan test, amely felett az 2™ — 1 polinom elsofoki tényezok
szorzatara bonthatd. Tegyiik fel, hogy K(t) : K egyszer(i transzcendens
bévités. Mutassa meg, hogy z" — t irreducibilis K (t) felett. Adja meg az
2™ — t polinom egy felbontasi testét.

3. Az iv/3 és 14i/3 komplex szamok gyokei az f = 2*— 223+ 722 —624+12 €
Q[z] polinomnak. Van-e olyan o automorfizmusa az f polinom Q feletti
felbontasi testének, amelyre o(iv/3) = 1 4 iv/3 teljesiil?

4. A K, L és M testekre teljesiil, hogy L : K és M : L. Tegyiik fel, hogy
a € M algebrai elem K felett. Igaz-e, hogy [L(«) : L] | [K(«) : K] mindig
teljestil?

5. Legyen f € Zy[x] tetszéleges 3-adfoku irreducibilis polinom. Konstrudlja
meg az f polinom egy felbontési testét, és ezen test felett bontsa elséfoku
tényezOk szorzatara.

6. Hatarozza meg az f € Q[z]| polinom egy L felbontési testét, valamint az
L : Q bovités fokat. Keressen olyan o € L elemet, amelyre L = Q(«) teljesiil:

(a) f=a*— 52+ 6;
(b) f=az*+52% + 6;
(c) f=at-5.

7. Tegyiik fel, hogy L felbontasi teste az n-edfoki f polinomnak a K test
felett. Mutassa meg, hogy [L : K] | n!.

8. Adja meg az 2® — 5 polinom egy felbontdsi testét Zy, Ziy és Zy3 felett.



9. Hatdrozza meg a p € Q[z] polinom F' < C felbontési testét Q felett:

(a)p=a>—2r-3; (b)p=a®>—-22-2; (c)p=2a®—22+2;
(@) p=a'—1L; () p=2a" —2; (f) p=a'+2
(g) p=a"+4 (h)p=a*—2+1; (@()p=a*+2"+1;
Gp=2—2"-1; (k) p=2a°—2; 1) p=2a®+2

Hatarozza meg az F' : Q bovités fokat.

10. Mutassa meg, hogy az alabbi bovitések egyszertick. Hatarozza meg a
generalé elem minimélpolinomjat Q felett.

(a) Q(v5,v10): Q
(b) Q(v2,i): Q
V3,1): Q;
V3,4): Q
fxff)

(c
(d

)
)
)
(e)

Q(
Q(
Q(
Q(

11. Legyen p tetsz6leges primszdam, és legyen f = 2 — 2 € Q[z]|. Bizonyitsa
be, hogy ha L az f polinom felbontési teste Q felett, akkor [L : Q] = p(p—1).

12. Legyen ¢ = —3 + z@ Mutassa meg, hogy Q(e) felbontdsi teste az
2% — 1 € Q[z] polinomnak. Hatérozza meg a Q(¢) : Q bévités fokat.

Algebrai lezart

13. Legyen U # () tetsz6leges halmaz, valamint V' C W C U. Igazolja, hogy
ha f: V — P(U) injektiv leképezés, akkor van olyan injektiv g: W — P(U)
leképezés, amelyre gly = f.

14. Legyen K tetszbleges test, valamint legyen U = K[z] x Z™.

(a) Mutassa meg, hogy ha (k, K, L) algebrai b6vités, akkor van olyan L —
U leképezés, amely injektiv.

(b) Tegyiik fel, hogy a (k, K, L) és (I, L, M') bévitések algebraiak. Igazolja,
hogy ha f: L — P(U) injektiv leképezés, akkor van olyan g: M —
P(U) injektiv leképezés, amelyre f = g ol teljestil.



15. Legyen K tetsz6leges test, U = K[z| x Z*1, valamint j: K — P(U), a —

{(z —a,1)}.

(a) Mutassa meg, hogy a j leképezés injektiv, és a j(K) halmaz testté tehetd
oly médon, hogy j izomorfizmus legyen a K és j(K) testek kozott.

(b) Legyen F mindazon F'(S) := (S; +, - ) algebrdk halmaza, amelyekre
teljesiil, hogy

—j(K)cScpPU),
— F(S) test,
— az (i,j(K), F(9)) bovités algebrai, ahol i: j(K) — F(5), £+ ¢&.

Az F halmazon definidljuk a < részbenrendezést az alabbi médon:
(S15 41, 1) < (S2; +2, 2) &= 51 C Sy és (i, F(S1), F'(S2)).
Mutassuk meg, hogy F-ben van maximélis elem.

(¢) Igazolja, hogy ha (S; +, - ) maximalis elem F-ben, akkor (j, K, F(S))
algebrai lezartja K-nak.

16. Mutassa meg, hogy tetszoleges algebrailag zart test végtelen.

17. Tegyiik fel, hogy K(«) : K egyszerli bévités és o transzcendens K felett.
Mutassa meg, hogy K («) nem algebrailag zart.



