FELADATOK

Testek és testbovitések

1. Legyen Z[g] = {a + b | a,b € Z} és Q[¢] = {a + bE | a,b € Q}, ahol £ € C\Q
egy masodfoki valds egyiitthatds polinom egyik gyoke. A masik gydkdt jelolje
&'. Mutassuk meg, hogy

(a) Z[€] elemeinek a + b€ (a,b € Z) alakban valé elééllitdsa egyértelmii;

(b) Q[¢] elemeinek a + b€ (a,b € Q) alakban vald eléallitdsa egyértelmi;

(c) Z[£] gylirti a szokésos Osszeaddsra és szorzasra,;

(d) Q&) szémtest;

(e) Z[¢] = Z[¢');

(f) Q[¢] = Ql¢').

2. Legyen p primszdm. Mutassuk meg, hogy [Q(y/p) : Q] = 2.
3. Hatdrozzuk meg a Q(v/2,v/3) : Q bévités fokat.

4. Legyen p és g kiilonb6z6 primszamok. Hatarozzuk meg a Q(,/p, /q) : Q(1/pP)
bévités fokét.

5. Legyenek p1, ..., p, paronként kiilonb6z6 primszamok. Mutassuk meg, hogy

VB & Q(P1, - /Pa1)- 18y [QUPL -, y/Bu) : QUYL -, /1)) = 2 és
[Q(/P1s- - -+ /Pn) : Q] = 2™

6. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K teljesiil és char(K) # 2.
Legyenek u és v az L test olyan elemei, amelyekre u? és v a K test kiilonboz
elemei. Mutassuk meg, hogy K (u,v) = K(u+ v).

7. Tegyiik fel, hogy [L : K| primszdm. Mik lesznek az L : K bovités kozbiilsd
testei?

8. Tegyiik fel, hogy K7 és K5 az L : K bovités olyan kozbiilsé testei, amelyekre
L = K(K1, K5). Mutassuk meg, hogy [L: K] < [K; : K| - [Ks: K].



9. Mutassuk meg, hogy az f = 2® + 3z + 1 polinom irreducibilis Q[z]-ben.
Legyen a € C az f polinom gycke. Fejezziik ki az a=! és (14 )~ elemeket az
1, o és o elemek raciondlis egyiitthatés linedris kombindciéjaként.

10. Tegyiik fel, hogy L(a) : L, L : K teljesiil és [K(a) : K], [L: K] relativ
primek. Mutassuk meg, hogy m, 1 € K|x].

11. Bizonyitsuk be, hogy ha [L : K] primszédm, akkor az L : K bévités egyszerfi.

12. Az L : K tesbévitésre teljesiil, hogy L = K (u,v), ahol u,v € L és
In.k.o.(grg (u),grx(v)) = 1.
Bizonyitsuk be, hogy [L : K] = gri(u) - grg (v).

13. Legyen L a K test bovitése. Mutassuk meg, hogy ha az u € L elemre
[K (u) : K] péaratlan, akkor K (u?) = K (u).

14. Legyen K megszamlélhatéan végtelen test és L : K algebrai bévités. Mu-
tassuk meg, hogy L is megszamlalhatéan végtelen. Mutassuk meg, hogy vannak
olyan valés szamok, amelyek transzcendensek a racionalis szamok teste felett.

15. Legyen L : K bévités, o € L transzcendens elem K felett és f € K[x] nem
konstans polinom. Mutassuk meg, hogy
(a) f(«) transzcendens K felett;

(b) ha 8 € L-re f(8) = « teljestil, akkor § is transzcendens K felett.

16. Legyenek a és b olyan komplex szamok, amely transzcendensek Q felett.
Igaz-e, hogy a’ is transzcendens Q felett?

17. Tegyiik fel, hogy K(a, ) : K olyan bévitést, ahol a ¢ K algebrai elem K
felett, mig @ transzcendens. Mutassuk meg, hogy K («, ) : K nem egyszer.

18. Tegyiik fel, hogy L : K algebrai bovités, és legyen 7: L — L olyan injektiv
homomorfizmus, amelyre 7(a) = « teljesiil tetszéleges o € K esetén. Mutassuk
meg, hogy 7 izomorfizmus.

19. Tegyiik fel, hogy « transzcendens elem K felett. Mutassuk meg, hogy ha
8 € K(a)\ K, akkor K(a) : K(8) b8vités véges és 8 transzcendens K felett.
Ha § = f(a)/9(a) (f.9 € Kla], mko.(f.g) ~ 1), akkor [K(a): K(8)] =
max(f*, g°).

20. Legyenek K olyan test, melynek karakterisztkdja nem 2, valamint tegyiik
fel, hogy az L testre [L : K| = 2 teljesiil. Legyen

S(L) = {a € K* | a egy L-beli elem négyzete} .



Mutassuk meg, hogy S(L) részcsoport K *-ban.!

21. Legyenek L,L' és K olyan testek, amelyekre char(K) # 2 és [L: K| =
[L’ : K] = 2 teljesiil. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor van olyan ¢: L — L’
izomorfizmus, amely fixen hagyja K elemeit, ha S(L) = S(L’).

22. Legyenek p paratlan primszam. Mutassuk meg, hogy izomorfiatdl eltekintve
egyetlen p?-elemfi test van.

Irreducibilis polinomok

23. Legyen [ = a,2"+---+a1z+ag € Z[z] legaldbb elséfokd, primitiv polinom.
Ha létezik olyan p primszam, amelyre p | a1, ..., an, de p{ ag és p* { a,, akkor
f irreducibilis Z felett.

24. Mutassuk meg, hogy van olyan f € Z[z] irreducibilis f§polinom, hogy az f_,,
polinomok (s € Z) egyikére sem alkalmazhaté a Schonemann—Eisenstein-tétel.

25. Mutassuk meg, hogy tetszoleges p primszamra az 2™ —p polinom irreducibilis
Q[z]-ben.

26. Bizonyitsuk be, hogy [ANR : Q] = oo.

27. Legyen H = {{/ﬁ | p prl'mszzim}. Mutassuk meg, hogy ha H' véges rész-
halmaza H-nak, akkor a H’-beli elemek linedrisan fiiggetlenek Q felett.
28. Igazoljuk, hogy az
(a) z° —4x + 2,
(b) z* —4x+2
polinomok irreducibilisek Q(%) felett.

29. Legyen p tetszéleges primszam. Mutassuk meg, hogy az P 4+2P~ 1 +- - . 42+1
polinom irreducibilis Q felett.
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30. Legyen ¥ = T Hatérozzuk meg a cost + isind és a 2cosv komplex
szamok minimalpolinomjat Q felett.
31. Ha egy n-edfokd f € Z[z] polinom (n > 1) legaldbb 2 [g} + 1 egész helyen
+1 értéket vesz fel, akkor f irreducibilis Z (s igy Q) felett.

32. Igazoljuk, hogy az

I Tetsz8leges L testre L* jeloli a test multiplikativ csoportjat, azaz L* = (L \ {0}; -).



(a) x° + 9z* 4 302® + 2z + 3,
(b) 2™ — pz + p? (p primszdm, n > 3)
polinomok irreducibilisek Q felett.
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33. Legyen n természetes szam. Mutassuk meg, hogy a >, _, o € Q[z] poli-

nom irreducibilis.

34. Legyen p primszam és a olyan egész szam, amely nem oszthaté p-vel. Mu-
tassuk meg, hogy az P — x + a polinom irreducibilis Z felett.

-2
35. Legyenek a és b tetszOleges egész szamok. Ekkor az f = z* +ax? +b
polinom nem irreducibilis Z,, felett (p tetszéleges primszam).

36. Legyen g € Z[z] tetsz6leges k-adfoki polinom (k € N), és legyenek dy <
dy < -+ < dy egészek. Igazoljuk, hogy van olyan i € {0,1,...,k}, amelyre
l9(d:)] > k2",

37. Legyen [ € Zx] tetszbleges n-edfokd polinom (n € N), és legyen m =
[(n+1)/2]. Tegyiik fel, hogy vannak olyan kiilonboz6 a4, ..., a, egészek, ame-
lyekre 0 < |f(a;)] < m!/2™. Ekkor az f polinom irreducibilis.

38. Legyen f = 2" + ap_12" '+ + a1z + ep € Z[z], ahol € € {—1,1} és p
primszém. Ha p > 1+ |ai| + -+ + |an—1], akkor f irreducibilis.



