
Beadható feladatok

1. Tetszőleges n természetes számra legyen

fn =
n

∑

k=0

xk

k!
.

Mutassa meg, hogy az fn polinom irreducibilis Q felett (n ∈ N).

2. Legyen n tetszőleges természetes szám és legyenek p1, . . . , pn páronként
különböző pŕımszámok. Igaz-e, hogyQ(

√
p1, . . . ,

√
pn) = Q(

√
p1+· · ·+√

pn)?

3. Legyen β = 3
√

2e2π/3. Igazolja, hogy a −1 komplex szám nem álĺıtható elő
Q(β)-beli elemek négyzeteinek összegeként.

4. Legyenek p és q tetszőleges racionális számok. Legyenek α1, α2 és α3 az
f = x3 +px+ q Q feletti polinom komplex gyökei. Álĺıtsa elő az α7

1
+α7

2
+α7

3

kifejezést p és q polinomjaként.

5. Tetszőleges d | 4!-hoz konstruáljunk olyan 4-edfokú fd ∈ Q[x] polinomot,
amelyre [Kd : Q] = d teljesül, ahol Kd az fd polinom egyik felbontási teste Q
felett.

6. Legyen K olyan test, amelyre char(K) = p > 0 teljesül. Bizonýıtsa be,
hogy ha az L test olyan véges bőv́ıtése K-nak, amelyre p - [L : K], akkor az
L : K bőv́ıtés szeparábilis algebrai bőv́ıtés.

7. Legyen K olyan test, amelyre char(K) = p > 0 teljesül. Mutassa meg,
hogy

∞
⋂

k=0

Kpk

.

a K test legbővebb tökéletes részteste.

8. Legyen K = Fp(t, w) és f = (xp − t)(xp − w) ∈ K[x]. Bizonýıtsuk be a
következőket.



(a) Az xp − t és xp − w polinom irreducibilisek K felett.

(b) Ha L az f polinom egyik felbontási teste K felett, akkor [L : K] = p2.

(c) Bármely a ∈ L-re ap ∈ K teljesül.

9. Legyen q = pn, ahol p pŕımszám és n természetes szám, valamint legyen
K = Fq. Jelölje H a K felett irreducibilis főpolinomok halmazát és definiáljuk
a Z leképezést a következőképpen:

Z(t) =
1

1 − t

∏

f∈H

1

1 − tf
∗
.

Határozza meg Z-t.

10. Igazolja, hogy

GalQ(x
p − 2) ∼=

({








a b

0 1








| a, b ∈ Fp, a 6= 0

}

; ·
)

.

11. Legyen f ∈ Z[x] olyan 4-edfokú polinom, melynek Galois-csoportja izo-
morf S4-gyel, valamint legyen α ∈ C az f polinom tetszőleges komplex gyöke.
Határozza meg a Q(α) : Q bőv́ıtés közbülső testeit.

12. Bizonýıtsa be, hogy az x4 + ax2 + b ∈ Q[x] irreducibilis polinom Galois-
csoportja izomorf D4 egy részcsoportjával.

13. Tetszőleges a, b, c ∈ Z egészekre legyen K = Q(
√

a + b
√

c). Adjon szük-
séges és elegendő feltételt az a, b, c egészekre úgy, hogy a K : Q bőv́ıtés
Galois-bőv́ıtés legyen, melynek Galois-csoportja izomorf Z4-gyel.

14. Legyen ε7 = cos 2π
7

+ i sin 2π
7

. Határozza meg az ε7 + ε5

7
és ε7 + ε5

7
+ ε8

7

komplex számok fokát Q felett.

15. Mutassa meg, hogy tetszőleges m egész számhoz van olyan n természetes
szám, amelyre

√
m ∈ Q(e2iπ/n).

16. Tetszőleges a racionális számra legyen Ga = GalQ(x
4 + x3 + x2 + x + a).

Adjon meg olyan a1, a2, a3, a4 racionális számokat, amelyekre i 6= j (1 6
i, j 6 4) esetén Gai

6∼= Gaj
teljesül.



17. Legyen L a racionális számtest véges bőv́ıtése. Mutassa meg, hogy a

{

β ∈ L | βk = 1 valamely k ∈ N0-ra
}

halmaz véges.

18. Mutassa meg, hogy Q(
√

7) 6∼= Q(
√

11).

19. Legyen L : K olyan Galois-bőv́ıtés, amelynek foka 53 ·432. Mutassa meg,
hogy az L : K bőv́ıtésnek vannak olyan M1, M2 közbülső testei, amelyekre
teljesülnek a következők:

• az M1 : K és M2 : K bőv́ıtések Galois-bőv́ıtések,

• M1 ∩ M2 = K és

• M1M2 = L.

20. Legyen p tetszőleges pŕımszám. Határozzuk meg az x5−5p4x+p polinom
Galois-csoportját Q felett.


