BEADHATO FELADATOK

1. TetszOleges n természetes szamra legyen

n k

k=0

Mutassa meg, hogy az f, polinom irreducibilis Q felett (n € N).

2. Legyen n tetszoleges természetes szam és legyenek pq, ..., p, paronként
kiilénbo6zé primszamok. Igaz-e, hogy Q(\/p1, - - ., /Pn) = Q(\/P1+ - ++/Dn)?

3. Legyen [ = v/2¢*"/3. Igazolja, hogy a —1 komplex szdm nem allithaté el
Q()-beli elemek négyzeteinek Osszegeként.

4. Legyenek p és q tetszoleges raciondlis szamok. Legyenek oy, s és a3 az
f = 2®+pr+q Q feletti polinom komplex gyokei. Allitsa elé az of +al + af
kifejezést p és g polinomjaként.

5. Tetsz6leges d | 4!-hoz konstrudljunk olyan 4-edfoku f; € Q[x] polinomot,

amelyre [K, : Q] = d teljesiil, ahol K, az f; polinom egyik felbontdsi teste Q
felett.

6. Legyen K olyan test, amelyre char(K) = p > 0 teljesiil. Bizonyitsa be,
hogy ha az L test olyan véges bévitése K-nak, amelyre p 1 [L : K|, akkor az
L : K bévités szeparabilis algebrai bovités.

7. Legyen K olyan test, amelyre char(K) = p > 0 teljesiil. Mutassa meg,
hogy

o0
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a K test legb6vebb tokéletes részteste.

8. Legyen K = F,(t,w) és f = (2 — t)(2? — w) € K]z]. Bizonyitsuk be a
kovetkezoket.



(a) Az 2P —t és 2P — w polinom irreducibilisek K felett.
(b) Ha L az f polinom egyik felbontasi teste K felett, akkor [L : K] = p*.

(c) Bérmely a € L-re a? € K teljesil.

9. Legyen g = p™, ahol p primszam és n természetes szam, valamint legyen
K =TF,. Jelolje H a K felett irreducibilis f6polinomok halmazat és definialjuk
a Z leképezést a kovetkezoképpen:
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Hatarozza meg Z-t.

10. Igazolja, hogy
a b
GalQ(xp—2)§<{[O 1]\a,b€Fp,a7é0};-).

11. Legyen f € Z[x] olyan 4-edfokd polinom, melynek Galois-csoportja izo-
morf Sy-gyel, valamint legyen a € C az f polinom tetszoleges komplex gyoke.
Hatérozza meg a Q(«) : Q bovités kozbiilsé testeit.

12. Bizonyitsa be, hogy az z* + az? + b € Q[z] irreducibilis polinom Galois-
csoportja izomorf Dy egy részcsoportjaval.

13. Tetszbleges a,b, ¢ € Z egészekre legyen K = Q(1/a + by/c). Adjon sziik-
séges és elegendd feltételt az a, b, c egészekre gy, hogy a K : Q bovités
Galois-bovités legyen, melynek Galois-csoportja izomorf Z4-gyel.
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—. Hatédrozza meg az e7 + &7 és e7 + &7 + &7

14. Legyen 7 = cos 27” + ¢sin
komplex szdamok fokat Q felett.

15. Mutassa meg, hogy tetszoleges m egész szamhoz van olyan n természetes
szam, amelyre /m € Q(e*™/™).

16. Tetszbleges a racionélis szdmra legyen G, = Galg(z* + 23 + 2° + = + a).
Adjon meg olyan ay,as,as,as raciondlis szamokat, amelyekre i # j (1 <
i,j < 4) esetén G,, # Gy, teljesiil.



17. Legyen L a racionalis szamtest véges bovitése. Mutassa meg, hogy a
{ﬁ € L| %=1 valamely k € No—ra}

halmaz véges.

18. Mutassa meg, hogy Q(v/7) 2 Q(+/11).

19. Legyen L : K olyan Galois-bévités, amelynek foka 5% -432. Mutassa meg,
hogy az L : K bévitésnek vannak olyan My, My kozbiilso testei, amelyekre
teljesiilnek a kovetkezok:

e az M : K és M, : K bovitések Galois-bovitések,
[ M1 N M2 =K és
[ ] M1M2 - L

20. Legyen p tetszbleges primszam. Hatdrozzuk meg az 2% —5p*x +p polinom
Galois-csoportjat Q felett.



