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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Legyen az L test a K test bovitése, o € L transzcendens elem K felett.
Ekkor az e, K[x] — K(«) leképezés egyértelmiien kiterjesztheté egy
K(x) — K(«) izomorfizmussa.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Definicié: algebrai fuggetlenség.

Legyen az L test a K test bévitése, A= {a,...,a,} C L. Azt mondjuk,
hogy A algebrailag fiiggetlen K felett, ha a

ea: Klxy, ..., xn] = K(ag,...,an), fr—flai,...,a,)

leképezés injektiv. Az L test S részhalmaza algebrailag fiiggetlen K felett,
ha S minden véges részhalmaza algebrailag fiiggetlen.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Definicié: algebrai fliggetlenség.

Legyen az L test a K test bévitése, A= {a,...,a,} C L. Azt mondjuk,
hogy A algebrailag fiiggetlen K felett, ha a

ea: Klxy, ..., xn] = K(ag,...,an), fr—flai,...,a,)

leképezés injektiv. Az L test S részhalmaza algebrailag fiiggetlen K felett,
ha S minden véges részhalmaza algebrailag fiiggetlen.

Legyen az L test a K test bévitése, A C L n-elemii algebrailag fiiggetlen
részhalmaz. Ekkor az £, leképezés egyértelmiien kiterjeszthetd egy
K(x1,...,xn) — K(aa,...ap) izomorfizmussa.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Definicid: transzcendencia bazis.

Legyen az L test a K test bovitése,

7 ={S C L| S algebrailag fiiggetlen K felett}. Azt mondjuk, hogy az

S C L transzcendencia bazisa L-nek K felett, ha S maximalis eleme az
(7; Q) részbenrendezett halmaznak.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Definicid: transzcendencia bazis.

Legyen az L test a K test bovitése,

7 ={S C L| S algebrailag fiiggetlen K felett}. Azt mondjuk, hogy az

S C L transzcendencia bazisa L-nek K felett, ha S maximalis eleme az
(7; Q) részbenrendezett halmaznak.

Tétel.
Legyen az L test a K test bovitése.

| A\
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Definicid: transzcendencia bazis.

Legyen az L test a K test bovitése,

7 ={S C L| S algebrailag fiiggetlen K felett}. Azt mondjuk, hogy az

S C L transzcendencia bazisa L-nek K felett, ha S maximalis eleme az
(7; Q) részbenrendezett halmaznak.

Tétel.
Legyen az L test a K test bovitése.

| A\

(a) Az S C L részhalmaz pontosan akkor transzcendencia bazisa L-nek K
felett, ha S algebrailag fiiggetlen K felett és L : K(S) algebrai.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Definicid: transzcendencia bazis.

Legyen az L test a K test bovitése,

7 ={S C L| S algebrailag fiiggetlen K felett}. Azt mondjuk, hogy az

S C L transzcendencia bazisa L-nek K felett, ha S maximalis eleme az
(7; Q) részbenrendezett halmaznak.

Tétel.
Legyen az L test a K test bovitése.

| A\

(a) Az S C L részhalmaz pontosan akkor transzcendencia bazisa L-nek K
felett, ha S algebrailag fiiggetlen K felett és L : K(S) algebrai.

(b) Ha A C L olyan részhalmaz, amelyre L : K(A) algebrai, és C C Aaz L
test algebrailag fliggetlen részhalmaza K felett, akkor van olyan B
transzcendencia bazisa L-nek K felett, amelyre C C B C A teljesiil.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Legyen az L test a K test bovitése, az r-elemii C = {c1,..., ¢} C L
részhalmaz algebrailag fliggetlen és az s-elemii A ={a1,...,as} C L
részhalmaz olyan, hogy L : K(A) algebrai. Ekkor r < s és van olyan
s-elemii C C D C AU C halmaz, amelyre L : K(D) algebrai.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Tétel.
Legyen az L test a K test bovitése, az r-elemii C = {c1,..., ¢} C L
részhalmaz algebrailag fliggetlen és az s-elemii A ={a1,...,as} C L

részhalmaz olyan, hogy L : K(A) algebrai. Ekkor r < s és van olyan
s-elemii C C D C AU C halmaz, amelyre L : K(D) algebrai.

| A\

Kovetkezmény.

Legyen az L test a K test bOvitése, S és T transzcendencia bazisai L-nek
K felett. Ekkor |S|,|T| > Ng vagy |S| = |T| < No.
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Transzcendens elemek és algebrai fuggetlenség.

Tétel.
Legyen az L test a K test bovitése, az r-elemii C = {c1,..., ¢} C L
részhalmaz algebrailag fliggetlen és az s-elemii A ={a1,...,as} C L

részhalmaz olyan, hogy L : K(A) algebrai. Ekkor r < s és van olyan
s-elemii C C D C AU C halmaz, amelyre L : K(D) algebrai.

| A\

Kovetkezmény.

Legyen az L test a K test bOvitése, S és T transzcendencia bazisai L-nek
K felett. Ekkor |S|,|T| > Ng vagy |S| = |T| < No.

Definicid: transzcendencia fok

| A\

Ha az L : K testbdvitésnek van egy S véges transzcendencia bazisa, akkor
L : K transzcendencia foka |S|, kiilonben oco.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesil. Ha AC L
algebrailag fuiggetlen K felett és B C M algebrailag fliggetlen L felett,
akkor AU B algebrailag fliggetlen K felett.
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Tétel.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesil. Ha AC L
algebrailag fuiggetlen K felett és B C M algebrailag fliggetlen L felett,
akkor AU B algebrailag fliggetlen K felett.

Tétel.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesil. Ha A
transzcendencia bazis L-nek K felett és B transzcendencia bazisa M-nek L
felett, akkor AU B transzcendencia bazisa M-nek K felett.

| \
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Transzcendens elemek és algebrai fuggetlenség.

Tétel.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesil. Ha AC L
algebrailag fuggetlen K felett és B C M algebrailag fliggetlen L felett,
akkor AU B algebrailag fliggetlen K felett.

Tétel.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesil. Ha A
transzcendencia bazis L-nek K felett és B transzcendencia bazisa M-nek L
felett, akkor AU B transzcendencia bazisa M-nek K felett.

| A

Tétel.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesul. Ekkor az
M : K bovités transzcendencia foka az L : K és M : L bovitések
transzcendencia fokanak osszege.

| A
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Transzcendens elemek és algebrai fliggetlenség.

Liroth tétele.

Legyenek K, L és M testek, amelyekre L : K és M : L teljesil. Ha AC L
algebrailag fiiggetlen K felett és B C M algebrailag fliggetlen L felett,
akkor AU B algebrailag fiiggetlen K felett.

2009. mdjus 15.
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Altalanos polinomok.

Legyen K test és K(a1,...,an) : K olyan testbévités, hogy {ai,...,an}
algebrailag fliggetlen K felett. Ekkor az

Xn — alxnil + .-+ (—l)nan c K(al, ey an)[X]

polinomot K feletti dltalanos n-edfoki (fé)polinomnak nevezziik.

A K test feletti dltalanos n-edfok

X" —ax" P4 4 (=1)"a, € K(ay, . . ., an)[]

polinom irreducibilis és szeparabilis K(a, ..., a,) felett, és a
Galois-csoportja izomorf S,-nel. Ezért pontosan akkor oldhaté meg
radikalokkal, ha n < 4.
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Altalanos polinomok.

Tétel (Ruffini-Abel-tétel).

A Q test feletti altaldnos n-edfokd
X" —ax™ 4. 4 (=1)"a, € Q(ay, ..., an)[X]

polinomra nem létezik gyokkiefejezés.
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Polinom Galois-csoportjanak meghatarozasa.

Legyen K test, f = x" — ajx"" 1+ ... 4+ (=1)"a, € K[x]. Tegyiik fel, hogy
f gyokei a,...,a, € L paronként kiilonbozéek valamely L felbontasi
testében. Legyen 3 = aix1 + -« - + apX,, valamint tetszbleges m € S,-re
legyen

WX(,B) = Q1Xp(1) T+ QnXp(n),
Ta(B) = tryxa + ++ + tr(nyXn = (7 1)x(B).

Tekintsiik az F =[], cs. (v — mx(8)) € K[y, x1, ..., Xa] polinomot,
melynek irreducibilis felbontdsa K|y, x1,...,xa]-ben: F = F;--- Fx. Ekkor
tetszéleges j-re (1 < j < k) L[y, x1,...,xp]-ben F; felirhaté

Fi = HweA (y — mx(B)) alakban, ahol Aq,..., Ak az S, halmaz egy
alkalmas part|C|0Ja Sziikség esetén az mdexek cseréjével elérhetd, hogy

id € A;.
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Polinom Galois-csoportjanak meghatarozasa.

Mivel F = 7y F = (mxF1) - - - (mxFk), ezért m permutélja az F polinom
irreducibilis tényezdit. Legyen G = {m € S, | mxF1 = F1}.

G = Galg(f).
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Polinom Galois-csoportjanak meghatarozasa.

Mivel F = 7y F = (mxF1) - - - (mxFk), ezért m permutélja az F polinom
irreducibilis tényezdit. Legyen G = {m € S, | mxF1 = F1}.

G = Galg(f).

Legyen f egy Z[x]-beli fépolinom, p primszdm. Ha az f gyokei paronként
kiilonbozbek egy L felbontasi testében, akkor Galz,(f) ciklikus csoport
izomorf Galg(f) egy részcsoportjdval.
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