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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:
o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.
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Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:

o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.

o Két adott pont tdvolsagdt korzényilasba vehetjiik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:

o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.

o Két adott pont tdvolsagdt korzényilasba vehetjiik.

@ Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:

o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.

o Két adott pont tdvolsagdt korzényilasba vehetjiik.

@ Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.

Uj pontokat pedig a kovetkezOképpen kaphatunk:
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:

o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.

o Két adott pont tdvolsagdt korzényilasba vehetjiik.

@ Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.

Uj pontokat pedig a kovetkezOképpen kaphatunk:

(E1) Két metszd egyenes metszéspontjat megkereshetjiik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:

o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.

o Két adott pont tdvolsagdt korzényilasba vehetjiik.

@ Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.

Uj pontokat pedig a kovetkezOképpen kaphatunk:
(E1) Két metszd egyenes metszéspontjat megkereshetjiik.

(Ez) Egy kor és az azt metszd egyenes metszéspontjait megkereshetjiik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a
kovetkezok:

o A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athaladé egyenest.

o Két adott pont tdvolsagdt korzényilasba vehetjiik.

@ Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.

Uj pontokat pedig a kovetkezOképpen kaphatunk:
(E1) Két metszd egyenes metszéspontjat megkereshetjiik.

(Ez) Egy kor és az azt metszd egyenes metszéspontjait megkereshetjiik.

(E3) Két egymdst metszé kor metszéspontjait megkereshetjiik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés korzével és vonalzéval

Definicié: euklideszi szerkesztés.

Ha egy szerkesztési feladatot pusztdn az (E1)—(E3) |épések véges sokszori
alkalmazdasaval végziink, akkor a szerkesztést euklideszi szerkesztésnek
nevezziik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Definicié: H-egyenesek és H-korok.

Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Az e C S egyenest
H-egyenesnek nevezziik, ha e legaldbb két kiilonbozd S-beli pontot
tartalmaz. A k = k(O,r) C S kor(vonala)t H-kérnek nevezziik, ha a k
kor O kozéppontja H-ban van, és r sugara megegyezik két H-beli pont
tavolsdgaval.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Definidljuk a £1(H), £2(H) és
&3(H) halmazokat a kévetkezéképpen:
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Definidljuk a £1(H), £2(H) és
&3(H) halmazokat a kévetkezéképpen:

@ &1 (H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilonb6zé e
és f H-egyenesek, amelyekre P = e N f;
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Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Definidljuk a £1(H), £2(H) és
&3(H) halmazokat a kévetkezéképpen:

@ &1 (H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilonb6zé e
és f H-egyenesek, amelyekre P = e N f;

@ &(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez van olyan e H-egyenes és
k H-kor, amelyekre P = e N k;
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Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Definidljuk a £1(H), £2(H) és
&3(H) halmazokat a kévetkezéképpen:

@ &1 (H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilonb6zé e
és f H-egyenesek, amelyekre P = e N f;

@ &(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez van olyan e H-egyenes és
k H-kor, amelyekre P = e N k;

@ &3(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilonb6zé
ki és ko H-korok, amelyekre P = ki N ky.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Definidljuk a &1(H), E2(H) és
&3(H) halmazokat a kévetkezéképpen:

e &1(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilonb6z4 e
és f H-egyenesek, amelyekre P = e N f;

@ &(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez van olyan e H-egyenes és
k H-kor, amelyekre P = e N k;

@ &3(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilonb6zé
ki és ko H-korok, amelyekre P = ki N ky.

A HUEI(H)U&(H)UEs(H) halmaz elemei éppen azok a pontok, amelyek
az (E1)—(E3) elemi szerkesztési lépések egyszeri végrehajtasaval adédnak.

v
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Ha |H| < 1, akkor H-bdl 4j pontot nem tudunk szerkeszteni. Ezért a

tovabbiakban feltessziik, hogy H legalabb két pontot tartalmaz.
A (H, P) part, ahol H az adott ponthalmaz, P pedig a megszerkesztendd

pont, szerkesztési feladatnak nevezziik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Ha |H| < 1, akkor H-bdl 4j pontot nem tudunk szerkeszteni. Ezért a
tovabbiakban feltessziik, hogy H legalabb két pontot tartalmaz.

A (H, P) part, ahol H az adott ponthalmaz, P pedig a megszerkesztendd
pont, szerkesztési feladatnak nevezziik.

A geometriai problémat a koordinata-geometria segitségével fogjuk
algebrai problémava dtfogalmazni. Ennek egyik kézenfekvé mddja, ha
felvesziink egy Descartes-féle koordinata-rendszert: az adott H
ponthalmazbdl kivalasztunk két kiilonboz6 pontot, amelyeket a
tovébbiakban O, illetve E jeldl, és a koordinata-rendszer tengelyeit gy
vessziik fel, hogy O az origd, E pedig az (1,0) pont legyen.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.

(1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.

(1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.

(2) Egy (a, b) pont akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha
(a,0) és (b,0) megszerkeszthetd.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.

(1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.
(2) Egy (a, b) pont akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha
(a,0) és (b,0) megszerkeszthetd.

(3) Valahanyszor az (a,0), (b,0) pontok megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezé pontok is:

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. majus 8. 7 /46



Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.

(1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.
(2) Egy (a, b) pont akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha
(a,0) és (b,0) megszerkeszthetd.
(3) Valahanyszor az (a,0), (b,0) pontok megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezé pontok is:
(i) (a+ b,0), (—a,0),
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.

(1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.

(2) Egy (a, b) pont akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha
(a,0) és (b,0) megszerkeszthetd.
(3) Valahanyszor az (a,0), (b,0) pontok megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezé pontok is:
(i) (a+b,0), (—a,0),
(i) (ab,0), (1/a,0) (ha a #0),
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

1. Allitas.

(1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.

(2) Egy (a, b) pont akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha
(a,0) és (b,0) megszerkeszthetd.
(3) Valahanyszor az (a,0), (b,0) pontok megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezé pontok is:
(i) (a+b,0), (—a,0),
(i) (ab,0), (1/a,0) (ha a #0),
(iii) (+/a,0) (ha a > 0).

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. majus 8.



Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

(0,b)

(O’ 1)’ <

(o, 1)\ (0,1/a) \

(@0) (5,0 (ab0) (1/a,0) (1,0) (a,0)

»

’1. abra: Az (ab,0) és (1/a,0) pontok szerkesztése.‘
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

(-1,0) (\/c%, 0) (a,I 0)

2. abra: A (1/a,0) pont szerkesztése.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Definicié: négyzetgyokbovités.

Legyen K tetszbleges szamtest. Az L testet egyszerii
négyzetgyokbdvitésnek hivjuk, ha L = K(/c) valamely nemnegativ

c € K szamra. Az L testet négyzetgyokbovitésnek nevezziik, ha van K
bovitéseinek egy olyan

K=KoCKiC--CKii CKe=1L

sorozata, hogy minden j-re (1 <j < t) a K test egyszerii
négyzetgyokbdvitése K;_1-nek, azaz K; = Kj_1(,/cj) valamely
¢ € Ki—1-re (¢; = 0).
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen (H, P) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az aldbbi feltételek:
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen (H, P) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az aldbbi feltételek:

(1) P megszerkesztheté H-bdl;
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen (H, P) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az aldbbi feltételek:

(1) P megszerkesztheté H-bdl;

(2) K-nak van olyan L négyzetgyokbdvitése, amely P mindkét
koordinatdjat tartalmazza;
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen (H, P) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az aldbbi feltételek:

(1) P megszerkesztheté H-bdl;

(2) K-nak van olyan L négyzetgyokbdvitése, amely P mindkét
koordinatdjat tartalmazza;

(3) K-nak van olyan L', illetve L” négyzetgydkbdvitése, amely P elsd,
illetve masodik koordindtdjat tartalmazza.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Legyen (H, P) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az aldbbi feltételek:

(1) P megszerkesztheté H-bdl;
(2) K-nak van olyan L négyzetgyokbdvitése, amely P mindkét
koordinatdjat tartalmazza;

(3) K-nak van olyan L', illetve L” négyzetgydkbdvitése, amely P elsd,
illetve masodik koordindtdjat tartalmazza.

Legyen f = ax? + bx + ¢ € R[x] tetszéleges masodfoki polinom, melynek
diszkrimindnsa D = b? — 4ac. Ha az f polinom gydkei « és (3, akkor

a, 8 € Q(VD).

¢
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

A 2. Tétel bizonyitas.

(1)==(2): Mivel a szerkesztés véges sok kozvetlen szerkesztés egymas
utani végrehajtasa, ezért az aldbbi tényt beldtva mar adddik a
bizonyitandé Allitas:

Ha egy P pont a H ponthalmazbdl kozvetleniil szerkeszthetd, s a H-beli
pontok koordinatdi altal generdlt szamtest K, akkor a HU {P}
ponthalmazbeli pontok koordinatadi altal generalt szamtest vagy K, vagy
egyszerii négyzetgyokbdvitése K-nak.

Tegylik fel, hogy P kozvetleniil szerkesztheté H-bdl, azaz

PeHU 51(/‘/) U SQ(H) U 53(/‘/).
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

A 2. Tétel bizonyitas (folytatds).
Koordindta-geometriabdl jél ismert, hogy a H-egyenesek, illetve H-korok
egyenletének alakja:

ax + by = c, illetve
(x=v)?+(y —w)?=r?,

ahol a, b,c,v,w,r’> € K. A P pont koordinatai két fenti alakii
egyenletrendszer megolddsaként adédnak. Ha mindkét egyenlet egyenes
egyenlete, akkor P koordindtai szintén K-ban lesznek, mig a tobbi esetben
az egyenletrendszer megolddsa K-beli egylitthatés masodfoki egyenletre
vezet; ha e mdsodfoki egyenlet diszkrimindnsa D (D € K), akkor a
3. Lemma szerint P mindkét koordindtija a K(v/D) test eleme.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

A 2. Tétel bizonyitds (folytatds).
(2)==(3): nyilvanvalé.

(3)=(1): Tegylik fel, hogy v, illetve v benne van a K test egy L', illetve
L" négyzetgyokbdvitésében. Legyen

K=KoCKiC- CKe1 CKe=1L,

ahol Kj = K;_1(,/¢) (¢j € Kj—1, ¢; = 0) minden j-re (1 <j < t). Az
allitast j szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk, azaz belatjuk, hogy

tetszleges j-re (0 < j < t) barmely Kj-beli valés szam megszerkeszthet6
H-bél.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

A 2. Tétel bizonyitas (folytatds).

Amib&l mar kdvetkezik, hogy u € L' = K; is megszerkesztheté H-bdl.
Hasonlé meggondoldssal kapjuk, hogy v € L” is megszerkesztheté H-bdl,
és igy a P = (u, v) pont is megszerkesztheté H-bdl.

Az 1. Allitas (3)(i) és (3)(ii) részéb8l kdvetkezik, hogy H-bél a K = Ko
test megszerkeszthetd. Tegyiik fel, hogy valamely j-re (1 <j <t)a Kj_1
test elemei megszerkeszthet8k H-bél. Az 1. Allitas (3)(iii) részébél az is
kovetkezik, hogy ,/cj megszerkesztheté H-bdl, igy a K;—1 U {,/c;} altal
generdlt K; = Kj_1(,/cj) test elemei is megszerkeszthetok H-bdl.

Ezzel a tétel dllitasat bebizonyitottuk.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. majus 8. 15 / 46



Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

Tetsz6leges u valds szdm esetén a (H, u) szerkesztési feladaton a

(H, (u,0)) szerkesztési feladatot értjiik.

A 2. Tételben a (2) és (3) feltételek ekvivalencidja mutatja, hogy a
szerkeszthetOségre kapott algebrai feltételnél is mindegy, hogy a megfeleld
négyzetgyokbdvités |étezését a P pontra (azaz mindkét koordinatdjara
egyidejlileg) vagy a koordindtakra kiilon-kiilon koveteljik meg. Ezért a

2. Tétel aldbbi valtozata egyenértékii az eredetivel.
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Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az alabbi feltételek:
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés valds alaptest felett

5. Kovetkezmény.

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ha u

megszerkeszthet6 H-bdl, akkor u algebrai K felett, melynek foka
2-hatvany.
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Geometriai szerkeszthetOség

Nevezetes szerkesztési feladatok

A kor négyszogesitése.

A kérdés az, hogy lehetséges-e az egységsugart korrel azonos teriiletii
négyzetet szerkeszteni, amely — az 5. Kovetkezményt felhaszndlva — az
algebra nyelvén lgy fogalmazhaté meg, hogy a m szam foka 2-hatvany-e a
a szerkesztés alapteste, azaz K = QQ felett. Azonban a 7w szdm még csak
nem is végesfokl, azaz transzcendens, Q felett, igy a kor négyszogesitése
euklideszi médon nem végezheto el.
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Geometriai szerkeszthetOség

Nevezetes szerkesztési feladatok

Szogharmadolas.

Lehetséges-e egy adott szog harmadat megszerkeszteni? A valasz
altalaban az, hogy nem; pl. a 60°-o0s szoget nem lehet harmadolni, azaz
nem lehet 20°-o0s szoget szerkeszteni. A 20°-os szerkesztése azt jelenti,
hogy a P = (cos20°,sin 20°) pont szerkesztheté a O = (0,0), E = (1,0),
P = (cos60°,sin60°) = (3, @) pontokbdl. Ekkor a @ = (cos20°,0) is
szerkeszthetd, mivel @ nem mds mint a P-bdl pont OE szakaszra éllitott
merdleges talppontja. Mivel a szerkesztés alapteste K = Q(v/3) és

[K : Q] = 2, ezért elegendd azt megmutatni, hogy cos20° foka nem
2-hatvany Q felett. Legyen v = cos20°, ekkor — felhaszndlva a

cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x azonossdgot — azt kapjuk, hogy o eleget tesz
az 3 = 4x3 — 3x egyenletnek, azaz gydke a 4x> — 3x — 3 € Q[X]
polinomnak.
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Geometriai szerkeszthetOség

Nevezetes szerkesztési feladatok

Szogharmadolds (folytatas).

Tekintsiik a 2(4x® — 3x — 3) = 8x® — 6x — 1 € Z[x] polinomot. A
Rolle-tétel segitségével gyorsan kiderithet6, hogy ez utébbi polinomnak
nincs racionalis gyoke, igy irreducibilis Q felett. Ezért a 4x3 — 3x — %
polinom is irreducibilis Q felett. Ez azt jelenti, hogy

Meos200,Q = 4x3 — 3x — L azaz cos20° foka Q felett 3, ami nem
2-hatvany. fgy a 60°-os szog nem harmadolhaté euklideszi médon.
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Geometriai szerkeszthetOség

Nevezetes szerkesztési feladatok

Déloszi probléma vagy kockakett6zés.

Olyan kockat kell szerkeszteni, amely kétszer akkora térfogati mint egy
adott kocka. Legyen az adott kocka élhossza 1 méter, ekkor térfogata 1
m3. Feladatunk egy 2 m3-es kocka élének, azaz az o = /2 valds szamnak
a szerkesztése a H = {0, E} halmazbdl. Mivel a (H, v/2) szerkesztési
feladat alapteste Q és o minimalpolinomja Q felett a
(Schonemann—Eisenstein-Tétel szerint irreducibilis) x3 — 2 polinom, ezért
« foka 3 a raciondlis szamtest felett, igy nem szerkeszthet6 az

5. Kovetkezmény szerint.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

Ha a sik pontjait (a Gauss-féle szamsikon nekik megfeleltetett) komplex
szamokkal adjuk meg, akkor a valds alaptest feletti szerkesztéstdl eltéré6 —
bar azzal sok rokonsdgot mutaté — lehet6ség adddik a szerkeszthetOség
problémajanak algebrai targyaldsidra. Ennél a megkozelitésnél barmely

(H, u) szerkesztési feladat esetén a valds és a képzetes tengelyt lgy
vessziik fel, hogy a 0,1 szamoknak megfelelé pontok H-ban legyenek, és
ezek utan Ggy tekintjik, hogy H C C és u € C.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

6. Allitas.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

6. Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

6. Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és b
megszerkeszthetd.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

6. Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.
(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és b
megszerkeszthetd.

(3) Valahanyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl, mindannyiszor
megszerkeszthetdk a kovetkezé pontok is:
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

6. Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.
(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és b
megszerkeszthetd.

(3) Valahanyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl, mindannyiszor
megszerkeszthetdk a kovetkezé pontok is:
(i) z4+w, —2z,

(ii) zw, 1/z (ha z # 0),
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

6. Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.
(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és b
megszerkeszthetd.

(3) Valahanyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl, mindannyiszor
megszerkeszthetdk a kovetkezé pontok is:

(i) z4+w, —2z,
(ii) zw, 1/z (ha z # 0),
(i) +v/Z.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

Definicié: a szerkesztési feladat alapteste.

A (H, P) szerkesztési feladat alaptestén a H-beli komplex szdmok és
konjugaltjaik altal generdlt szamtestet értjiik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

Definicié: a szerkesztési feladat alapteste.

A (H, P) szerkesztési feladat alaptestén a H-beli komplex szdmok és
konjugaltjaik altal generdlt szamtestet értjiik.

A szerkesztési feladat alapteste fiiggetlen a Gauss-féle szamsik
vélasztdsatdl.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

Definicié: négyzetgyokbovités.

Legyenek K < L szamtestek. Az L : K testbovitést egyszerii
négyzetgyokbdvitésnek hivjuk, ha L = K(,/c) teljesiil valamely
nemnegativ ¢ € K szamra. Az L : K tesbovitést négyzetgyokbovitésnek
nevezziik, ha van K bovitéseinek egy olyan

K=KoCKiC--CKii CKe=1L

sorozata, hogy minden j-re (1 <j < t) a K] test egyszerii négyzetgyok
bévitése Kj_1-nek, azaz Kj = K;_1(,/¢;) valamely ¢; € Kj_;-re.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szerkesztés komplex alaptest felett.

8. Tétel.

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ekkor
ekvivalensek az aldbbi feltételek:
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Geometriai szerkeszthetOség
Legfeljebb negyedfoku polinom gyokének szerkeszthet6sége.

Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti masodfoki polinomnak, akkor u
megszerkesztheto.
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Geometriai szerkeszthetOség
Legfeljebb negyedfoku polinom gyokének szerkeszthet6sége.

Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti masodfoki polinomnak, akkor u
megszerkesztheto.

10. Tétel.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti harmadfokd polinomnak, akkor az alabbi harom
feltétel ekvivalens egymassal:
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Geometriai szerkeszthetOség
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Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti masodfoki polinomnak, akkor u
megszerkesztheto.

10. Tétel.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti harmadfokd polinomnak, akkor az alabbi harom
feltétel ekvivalens egymassal:

(a) u megszerkeszthetd,

(b) f minden olyan gyoke megszerkeszthetd, amely a szerkesztés
szempontjabdl széba johet,
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Geometriai szerkeszthetOség
Legfeljebb negyedfoku polinom gyokének szerkeszthet6sége.

Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti masodfoki polinomnak, akkor u
megszerkesztheto.

10. Tétel.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy K feletti harmadfokd polinomnak, akkor az alabbi harom
feltétel ekvivalens egymassal:

(a) u megszerkeszthetd,

(b) f minden olyan gyoke megszerkeszthetd, amely a szerkesztés
szempontjabdl széba johet,

(c) f-nek van gyoke K-ban.
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Geometriai szerkeszthetOség
Legfeljebb negyedfoku polinom gyokének szerkeszthet6sége.

11. Tétel.

Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy olyan K feletti negyedfokil polinomnak, amelynek nincs
gyoke K-ban, akkor az aldbbi hdrom feltétel ekvivalens egymdssal:
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Geometriai szerkeszthetOség
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Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy olyan K feletti negyedfokil polinomnak, amelynek nincs
gyoke K-ban, akkor az aldbbi hdrom feltétel ekvivalens egymdssal:

(a) u megszerkeszthetd,
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Geometriai szerkeszthetOség
Legfeljebb negyedfoku polinom gyokének szerkeszthet6sége.

11. Tétel.

Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Ha u gyoke egy olyan K feletti negyedfokil polinomnak, amelynek nincs
gyoke K-ban, akkor az aldbbi hdrom feltétel ekvivalens egymdssal:

(a) u megszerkeszthetd,

(b) f minden olyan gyoke megszerkeszthetd, amely a szerkesztés
szempontjabdl széba johet,

(c) f kobos rezolvensének van gyoke K-ban.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Legyen f € K|[x] olyan K felett irreducibilis polinom, amelynek u gydke.
Ha az u pont megszerkeszthetd, akkor f fokszama 2-hatvany.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

12. Tétel.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste legyen K.
Legyen f € K|[x] olyan K felett irreducibilis polinom, amelynek u gydke.
Ha az u pont megszerkeszthetd, akkor f fokszama 2-hatvany.

\

13. Tétel (Gauss-Wanzel).

Szabilyos n-szég (n > 2) akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha n
primtényezds felbontasa

n=2%p1--p. (k,r=0),

ahol p1, ..., p, paronként kiilonboz6 primek, és p; — 1,...,p, — 1
mindegyike 2-hatvany.

.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a kor, melybe a
szabalyos sokszoget szerkesztjiik, egységnyi sugart, s a 0 kozéppontjaval
és az 1 pontjdval van megadva. fgy a szerkesztés alapteste Q. E korbe
szabdlyos n-szog pontosan akkor szerkeszthetd, ha az a szabdlyos n-szog
megszerkeszthetd, amelynek egyik csticsa az 1 pont. Ezen szabdlyos
n-szog megszerkeszthetdsége pedig ekvivalens az

2r .. 27
€p = COS — + ISIN —
n n

cstics megszerkesztésével. Az n-szog n csiicsa a kovetkezo:

5ﬁ:cos¥+isin¥ (k=0,1,...,n—1).

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet

2009. majus 8.



Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Egyszer(i észrevétel, hogy tetszéleges n-re a szabdlyos n-szog szerkesztése
visszavezethet6 primhatvany oldalt szabalyos sokszogek szerkesztésére.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Egyszer(i észrevétel, hogy tetszéleges n-re a szabdlyos n-szog szerkesztése
visszavezethet6 primhatvany oldalt szabalyos sokszogek szerkesztésére.

v

14. Tétel.

(1) Barmely m, n > 1 egymashoz relativ prim egészekre, €, akkor és csak
akkor szerkesztheté meg, ha €, és €, is megszerkeszthetd.
(2) Barmely n = pfl e pf‘ egész szamra, ahol py, ..., pr paronként
kiilonbozo primek, e, akkor és csak akkor szerkesztheté meg, ha € i

J

(j=1,...,t) mindegyike megszerkeszthetd.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Definicié: korosztasi polinomok.

Tetszbleges p primre a
O, =xPl 4 xP2 4. px+1€Z[X]
polinomot p-edik korosztasi polinomnak, a

G2 = xPP7D) 1 xP(P=2) 4. 5P 1 € Z[X]

polinomot pedig p-edik korosztasi polinomnak nevezziik.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

TetszOleges p primre
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

TetszOleges p primre

a) €p gyoke ®,-nek, €, pedig P 2-nek;
P P p P
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

TetszOleges p primre
(a) €p gyoke ®p-nek, €2 pedig ®o-nek;
(b) a ®, és ® > polinomok irreducibilisek Q felett.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

15. Tétel.

TetszOleges p primre

(a) €p gyoke ®p-nek, €2 pedig ®o-nek;
(b) a ®, és ® > polinomok irreducibilisek Q felett.

v

Definicio: Fermat-féle szamok.

A 22" + 1 alakd primszéamokat Fermat-primeknek nevezziik. Az elsé Gt
ilyen szam,

22 +1=322 +1=5 22 11=17, 2% +1=257, 22 +1=65537

mind primszam, 22" 4 1 = 641 - 6700417 azonban nem prim.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Legyen p tetszOleges paratlan primszam.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Legyen p tetszOleges paratlan primszam.

(1) €2 nem szerkeszthets meg.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Legyen p tetszOleges paratlan primszam.
(1) €2 nem szerkeszthets meg.

(2) Ha p nem Fermat-prim, akkor €, sem szerkesztheté meg.
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Geometriai szerkeszthetOség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetésége.

Legyen p tetszOleges paratlan primszam.
(1) €2 nem szerkeszthets meg.

(2) Ha p nem Fermat-prim, akkor €, sem szerkesztheté meg.

Ha p Fermat-prim, akkor £, megszerkeszthetd.
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Geometriai szerkeszthetOség

A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele.

18. Tétel (A szerkeszthet8ség egy sziikséges feltétele).

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ha u
megszerkeszthetd H-bdl, akkor u algebrai K felett, melynek foka
2-hatvany.
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Geometriai szerkeszthetOség

A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele.

18. Tétel (A szerkeszthet8ség egy sziikséges feltétele).

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ha u
megszerkeszthetd H-bdl, akkor u algebrai K felett, melynek foka
2-hatvany.

19. Tétel (A szerkeszthet8ség egy elegendd feltétele).

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Ha u
algebrai K felett és u (K feletti) minimalpolinomjdnak a foka 2-hatvany,

tovabbd K(u) ezen polinom minden (komplex) gyokét tartalmazza, akkor
az u pont megszerkesztheté H-bdl.
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Geometriai szerkeszthetOség

A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele.

Az eldbbi tétel feltétele tavolrdl sem sziikséges feltétele a
szerkeszthetéségnek. Ha példdul Q az alaptest, akkor u = v/2

megszerkeszthetd, de Q(u) nem tartalmazza az mys; o = x*—2
minimalpolinomjanak osszes gyokét.
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Geometriai szerkeszthetOség

A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele.

Az eldbbi tétel feltétele tavolrdl sem sziikséges feltétele a
szerkeszthetéségnek. Ha példdul Q az alaptest, akkor u = v/2

megszerkeszthetd, de Q(u) nem tartalmazza az mys; o = x*—2
minimalpolinomjanak osszes gyokét.

A 26. Tétel szerint elegend6 az alabbi (tisztan algebrai) tételt igazolni. ]
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Geometriai szerkeszthetOség

A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele.

Az eldbbi tétel feltétele tavolrdl sem sziikséges feltétele a
szerkeszthetéségnek. Ha példdul Q az alaptest, akkor u = v/2
megszerkeszthetd, de Q(u) nem tartalmazza az mys; o = x*—2
minimalpolinomjanak osszes gyokét.

A 26. Tétel szerint elegend6 az alabbi (tisztan algebrai) tételt igazolni. ]

Legyen K tetszbleges szamtest, u € C pedig tetszéleges komplex szam.
Ha u algebrai K felett és u (K feletti) minimalpolinomjanak a fokszdma
2-hatvéany, tovabbd K(u) ezen polinom minden (komplex) gyokét
tartalmazza, akkor K(u) négyzetgyokbdvitése K-nak.
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Geometriai szerkeszthetOség

A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele.

21. Tétel (A szerkeszthetéség sziikséges és elegendd feltétele).

Legyen (H, u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste K. Az u
pont akkor és csak akkor szerkesztheté meg, u algebrai K felett, és u K
feletti minimalpolinomjanak K feletti felbontasi teste K-nak 2-hatvany

foku bovitése.
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

A szerkesztési problémak esetében tobbnyire van a megszerkesztendo
alakzatnak olyan adata, amelynek segitségével az alakzat mar konnyen
megszerkeszthet6. A célunk az lesz, hogy erre az adatra a megadott
adatok segitségével alkalmas algebrai egyenletet allitsunk fel. A

szerkeszthet6ség kivitelezhetoségét pedig ezen polinom vizsgalataval
dontjiik el.
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

Feladat.

Megszerkesztheté-e az ABC derékszogli haromszog, ha adott az AB
atfogdjanak és az A cslicsbdl kiindulé szogfelez6jének a hossza?
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

o

3. abra: Az ABC hiaromszog adatai.
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

A Szogfelezd-tétel szerint BD : DC = ¢ : b. Mivel DC = a — BD, ezért

b

DC =
3 b+ c

a.

Alkalmazzuk Pithagorasz tételét az ABC és ADC hiromszogekre:

a®+ b =c?

2
D_C2+b2=f2<=>< b a) + b7 =2
b+c
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

A fenti egyenl6ségek felhasznalasival azt kapjuk, hogy b gyoke a
p=(2c)b* — f2b— f2c

polinomnak. Valasszuk a ¢ hosszlsagot egységnyinek. Ekkor a szerkesztés
K alapteste az f altal generalt szamtest, a szerkesztendd b pont pedig a
p € K[x] masodfoki polinom gyoke. A 9. Tétel szerint b — és igy az
ABC hiromszog is — szerkesztheto.
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

Feladat.

Megszerkesztheté-e az ABC derékszogli haromszog, ha adott az BC
befogdjanak és az A csticsbdl kiinduld szogfelezéjének a hossza?
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

o

4. abra: Az ABC haromszog adatai.
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

Felhaszndlva, hogy az o szoghoz tartozé szogfelezd hossza

. 2bc cosa
 b+c 2’

b
valamint ¢® = a® — b? (Pithagorasz-tétel) és cos% =7 azt kapjuk, hogy

2 b 2b 1
=1 f

T 177 f b
C

b
. C2(2b2 - f2)2 _ f4b2
(32 + b2)(2b2 _ f2)2 _ f4b2,

azaz b gyoke a p = 4x°® + 4(a% — F2)x* — 422F2x2 + a%f* polinomnak.

1
—:E<:>c(2b2—f2):f2b
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

Mivel b pontosan akkor szerkeszthet8, ha b? szerkeszthetd, ezért jelen

esetben érdemesebb b%-et valasztani szerkesztend® adatnak, mivel b2 a
harmadfoku

4x3—i—4(a2 — fz)x2—4azf2x+azf4 (1)

polinomnak gyoke.
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Geometriai szerkeszthetOség

Hétkoéznap szerkesztési feladatok.

Mivel b pontosan akkor szerkeszthet8, ha b? szerkeszthetd, ezért jelen
esetben érdemesebb b%-et vélasztani szerkesztendd adatnak, mivel b2 a
harmadfoku

43 + 4(a* — F2)x* — 4 Fx + a°f* (1)

polinomnak gyoke.

Megmutatjuk, hogy az a és f hosszlisagok alkalmas valasztasa esetén az
ABC haromszog létezik, de nem szerkesztheté meg.

Legyen a = f = 1, ekkor a szerkesztés alapteste Q, és (1) szerint b? gyoke
a 4x3 — 4x +1 € Q[x] polinomnak. Rolle tételét alkalmazva azt kapjuk,
hogy e polinomnak nincs raciondlis gyoke. fgy a 10. Tétel szerint b?> nem
szerkeszthetd, de a hdromszog létezik (b ~ 0,915).
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