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Egyenletek megoldasa gyokjelekkel
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Definicié: normallanc, normallanc faktorai, feloldhaté csoport

A G csoport normallancanak nevezziik G részcsoportjainak egy
Go, - - ., G, sorozatat, amelyre

{1}:G0<1G1<1-"<1Gn_1<1Gn:G

teljesil. A G;/Gj_; faktorcsoportokat e normallanc faktorainak nevezziik;
n a normallanc hossza.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Definicié: normallanc, normallanc faktorai, feloldhaté csoport

A G csoport normallancanak nevezziik G részcsoportjainak egy
Go, - - ., G, sorozatat, amelyre

{1}:G0<1G1<1-"<1Gn_1<1Gn:G

teljesil. A G;/Gj_; faktorcsoportokat e normallanc faktorainak nevezziik;
n a norméllanc hossza.

Azt mondjuk, hogy a G csoport feloldhatd, ha G-nek van olyan
normallanca, amelynek faktorai Abel-csoportok.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd,
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd,
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd, az

{Id} < A3 < 53
normallanc faktorai Abel-csoportok:

As/{id} = A3 = ((123)), S3/A3 = Ga.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd, az

{Id} <qA3< 53
normallanc faktorai Abel-csoportok:
As/fid} = A3 = ((123)), S3/A3= G

Az S, csoport is feloldhato,
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd, az

{id} <A3<S3
normallanc faktorai Abel-csoportok:
As/{id} = A3 = ((123)), S3/A3= G.
Az S, csoport is feloldhatd, az

{id} g{id. (12(34)} 2{id, (12)(34). (13)(24). (14)(23)} 2 As 3 Ss

normallanc faktorai Abel-csoportok
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd, az

{id} <A3<S3
normallanc faktorai Abel-csoportok:
As/{id} = A3 = ((123)), S3/A3= G.
Az S, csoport is feloldhatd, az

{id} g{id. (12(34)} 2{id, (12)(34). (13)(24). (14)(23)} 2 As 3 Ss

normallanc faktorai Abel-csoportok (s6t primrendi ciklikus csoportok).
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Az A, n-edfokd alternalé csoport és S, n-edfoki szimmetrikus csoport
n > 5 esetén nem feloldhaté.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Az A, n-edfokd alternalé csoport és S, n-edfoki szimmetrikus csoport
n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Az A, n-edfokd alternalé csoport és S, n-edfoki szimmetrikus csoport
n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhato;
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Feloldhaté csoportok.

Tétel.

Az A, n-edfokd alternalé csoport és S, n-edfoki szimmetrikus csoport
n > 5 esetén nem feloldhaté.

Tétel.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhato;

(b) a G csoport pontosan akkor feloldhatd, ha N és G/N is feloldhatd.

| A\

v
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Definicié: radikal, radikalbovités.
Legyen L : K tetszGleges testbovités, 0 € L. Azt mondjuk, hogy 3 radikal

K felett, ha 8" € K.
Az L : K testbévités radikdlbovités, ha van az L : K testbovités kilizbuilsé

testeinek olyan Ly, ..., L, sorozata, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Definicié: radikal, radikalbovités.
Legyen L : K tetszGleges testbovités, 0 € L. Azt mondjuk, hogy 3 radikal

K felett, ha 8" € K.
Az L : K testbévités radikdlbovités, ha van az L : K testbovités kilizbuilsé

testeinek olyan Ly, ..., L, sorozata, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

(1) Lo=K, L, =L,
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Definicié: radikal, radikalbovités.
Legyen L : K tetszGleges testbovités, 0 € L. Azt mondjuk, hogy 3 radikal

K felett, ha 8" € K.
Az L : K testbévités radikdlbovités, ha van az L : K testbovités kilizbuilsé

testeinek olyan Ly, ..., L, sorozata, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:
(1) Lo=K, L, =1L,
(2) Li = Lj_l(ﬁ,'), ahol §; € L radikal L;_; felett.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Definicié: radikal, radikalbovités.
Legyen L : K tetszGleges testbovités, 0 € L. Azt mondjuk, hogy 3 radikal

K felett, ha 8" € K.
Az L : K testbévités radikdlbovités, ha van az L : K testbovités kilizbuilsé

., L, sorozata, amelyre teljestilnek a kovetkezok:

testeinek olyan Ly, ..
(1) Lo=K, L, =1L,
(2) Lj = Lj—l(/Bi)v ahol §; € L radikal L;_; felett.

Definicié: gyokjelekkel valé megoldhatdsag.

Legyen f tetszbleges polinom a K test felett. Azt mondjuk, hogy az f
polinom gyokjelekkel megoldhatd, ha van olyan L test, amelyre az L : K
testbdvités olyan radikdlbdvités, amely felett £ elséfokd polinomok

szorzatara bonthatd.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Legyen K tetszlleges test. Tegyiik fel, hogy az f € K[x]| polinom
szepardbilis és Galois-csoportja feloldhatd, valamint char(K) 1 |Galk(f)].
Ekkor az f polinom gyokjelekkel megoldhaté.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test. Tegyiik fel, hogy az f € K[x]| polinom
szepardbilis és Galois-csoportja feloldhatd, valamint char(K) 1 |Galk(f)].
Ekkor az f polinom gyokjelekkel megoldhaté.

Legyen d = |Galk(f)|, € d-edik primitiv egységgyok és L = K(g). Mivel
char(K) t d, ezért Uy C L. Legyen N az f polinom felbontasi teste L
felett, az N testben f gyokei legyenek o, ..., ap, valamint legyen

M= K(ag,...,ap).

.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. 3prilis 10. 6 /16



Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test. Tegyiik fel, hogy az f € K[x]| polinom
szepardbilis és Galois-csoportja feloldhatd, valamint char(K) 1 |Galk(f)].
Ekkor az f polinom gyokjelekkel megoldhaté.

Legyen d = |Galk(f)|, € d-edik primitiv egységgyok és L = K(g). Mivel
char(K) t d, ezért Uy C L. Legyen N az f polinom felbontasi teste L
felett, az N testben f gyokei legyenek o, ..., ap, valamint legyen

M= K(ag,...,ap).

.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. 3prilis 10. 6 /16



Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test. Tegyiik fel, hogy az f € K[x]| polinom
szepardbilis és Galois-csoportja feloldhatd, valamint char(K) 1 |Galk(f)].
Ekkor az f polinom gyokjelekkel megoldhaté.

| A\

Bizonyit3ds.

Legyen d = |Galk(f)|, € d-edik primitiv egységgyok és L = K(g). Mivel
char(K) t d, ezért Uy C L. Legyen N az f polinom felbontasi teste L
felett, az N testben f gyokei legyenek o, ..., ap, valamint legyen

M = K(aa,...,an). Mivel az N : L testbévités Galois-bévités, azért
Gal(f) = Gal(N : L) fixteste L.

.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Legyen o € Gal/(f).
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Legyen o € Gal/(f).
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).
Legyen o € Gal (f). Ekkor (M) = M miatt oy € Gal(M : LN M).
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Legyen o € Gal (f). Ekkor (M) = M miatt oy € Gal(M : LN M).
Tovdbbad a

0: Gal (f) = Gal(M : LN M), o+ o|m

leképezés homomorfizmus.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Legyen o € Gal (f). Ekkor (M) = M miatt oy € Gal(M : LN M).
Tovdbbad a

0: Gal (f) = Gal(M : LN M), o+ o|m

leképezés homomorfizmus. Ha o|y = idy, akkor o = idpy, mivel
N = L(as,...,a,), azaz g injektiv homomorfizmus.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Legyen o € Gal/(f). Ekkor (M) = M miatt o|p € Gal(M : LN M).
Tovdbbad a
0: Gal (f) = Gal(M : LN M), o+ o|m

leképezés homomorfizmus. Ha o|y = idy, akkor o = idpy, mivel
N = L(aq,...,ap), azaz g injektiv homomorfizmus. Ekkor

GaIL(f)?GaI(M LN M) < Gal(M : K) = Galk(f)

kovetkeztében Gal,(f) is feloldhatd, igy van olyan

{id/\/}:Go<lG1<l---<1Gr:Ga|L(f)

normdllanca, melynek faktorai ciklikus csoportok.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-b6vités
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités =
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités

4
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
| (a Galois-elmélet Fététele)
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
| (a Galois-elmélet Fététele)
Lj = ¢(Gj) és Gal(Lo : Lj) = v(Lj) = G;
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
| (a Galois-elmélet Fététele)
Lj = ¢(Gj) és Gal(Lo : Lj) = v(Lj) = G;

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. &prilis 10.



Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
| (a Galois-elmélet Fététele)
Lj = ¢(Gj) és Gal(Lo : Lj) = v(Lj) = G;

Lo : L; Galois-bévités és Gj_1 < Gj = Gal(Lo : Lj)
¢
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
| (a Galois-elmélet Fététele)
Lj = ¢(Gj) és Gal(Lo : Lj) = v(Lj) = G;

Lo : L; Galois-bévités és Gj_1 < Gj = Gal(Lo : Lj)
| (a Galois-elmélet Fététele)
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Gal/(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, <L, 1<---<Li<Lp=N
és tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lo : L, Galois-bévités = Lo : L; Galois-bOvités
| (a Galois-elmélet Fététele)
Lj = ¢(Gj) és Gal(Lo : Lj) = v(Lj) = G;

Lo : L; Galois-bévités és Gj_1 < Gj = Gal(Lo : Lj)
| (a Galois-elmélet Fététele)
©(Gj—1) : Lj normalis bovités és Gal(Lj_1 : Lj) = G;j/Gj_1.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Mivel G;/Gj_1 ciklikus, ezért az L;_1 : L; tesbOvités is ciklikus és
[Lj-1: L] =1Gj/Gj-l.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Mivel G;/Gj_1 ciklikus, ezért az L;_1 : L; tesbOvités is ciklikus és

[Lj-1: Lj] = |G}/ Gj-1l. lgy char(K) { [Lj-1 : Lj], mivel d | [Gj/Gj1], és
van olyan 3; € Lj_1 radikal L; felett, amelyre L;_1 = L;j(3). lgy az N : L
bévités radikalbdvités, aminek kovetkeztében az N : K bévités is az. Az f

polinom N felett els6fokid tényezokre bomlik, ezért f megoldhaté
radikélokkal.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal.

Bizonyités (folytatas).

Mivel G;/Gj_1 ciklikus, ezért az L;_1 : L; tesbOvités is ciklikus és

[Lj-1: Lj] = |Gj/Gj-1|. lgy char(K) { [Lj—1 : Lj], mivel d | |G}/ Gj-1], és
van olyan 3 € L;_1 radikal L; felett, amelyre L; 1 = L;(3). igy az N : L
bévités radikalbdvités, aminek kovetkeztében az N : K bévités is az. Az f
polinom N felett els6fokid tényezokre bomlik, ezért f megoldhaté
radikalokkal.

Q.E.D.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités Galois-bévités, M = L([3), ahol
gyoke az x" — 1) € L[x] polinomnak, és char(K) { n. Ekkor van olyan
N : M testbévités, amely radikdlbovités és N : K Galois-bovités.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tétel.

Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités Galois-bévités, M = L([3), ahol
gyoke az x" — 1) € L[x] polinomnak, és char(K) { n. Ekkor van olyan
N : M testbévités, amely radikdlbovités és N : K Galois-bovités.

Bizonyitas.

| A\,

Legyen € primitiv n-edik gyok. Ekkor M(e)[x]-ben

n—1
x"—9= H(X —ekp),
k=0

azaz M(e) felbontési teste az x” — o) polinomnak L felett, amelynek n
kiilonbozdé gyoke van M(e)-ban, ezért M(e) : L Galois-bévités (és radikal
bdvités is).
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitds (folytatas).

Legyen f = ][, cqair:k) (X" — o(9)), amelynek felbontési teste M(e) felett
legyen N. Ha v € N gydke x" — o (¢#), akkor

n—1

x"—a(9) = [ (x - ),

k=0

azaz N felbontési teste f-nek K felett is, és f szeparabilis M(g) felett.
Ezért az N : K bovités is szeparabilis.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitds (folytatas).

Legyen f = ][, cqair:k) (X" — o(9)), amelynek felbontési teste M(e) felett
legyen N. Ha v € N gydke x" — o(¥}), akkor

n—1

x"—a(9) = [ (x - ),

k=0

azaz N felbontési teste f-nek K felett is, és f szeparabilis M(g) felett.
Ezért az N : K bovités is szeparabilis.

Mivel tetszbleges 7 € Gal(L : K)-ra 7¢ = f, ezért f € K|[x]. Legyen

g € K|[x] olyan polinom, amelynek felbontési teste K felett L. Ekkor N az
fg polinom felbontasi teste K felett, igy az N : K bovités normdlis,
valamint radikdlbdvités is.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitds (folytatas).

Legyen f = ][, cqair:k) (X" — o(9)), amelynek felbontési teste M(e) felett
legyen N. Ha v € N gydke x" — o(¥}), akkor

n—1

x"—a(9) = [ (x - ),

k=0

azaz N felbontési teste f-nek K felett is, és f szeparabilis M(g) felett.
Ezért az N : K bovités is szeparabilis.

Mivel tetszbleges 7 € Gal(L : K)-ra 7¢ = f, ezért f € K|[x]. Legyen

g € K|[x] olyan polinom, amelynek felbontési teste K felett L. Ekkor N az
fg polinom felbontasi teste K felett, igy az N : K bovités normdlis,
valamint radikdlbdvités is.

Q.E.D.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;) és B; az x" — 9; € L;_1 polinom gydke
(i=1,...,r). Ha char(K) { ny---n,, akkor van olyan M : L testbdvités,
amelyre M : K Galois-bdvités és radikalbdvités.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;) és B; az x" — 9; € L;_1 polinom gydke
(i=1,...,r). Ha char(K) { ny---n,, akkor van olyan M : L testbdvités,
amelyre M : K Galois-bdvités és radikalbdvités.

Bizonyitas.

| A\

Teljes indukciéval igazoljuk az llitast (r-re vonatkozd).

A,
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;) és B; az x" — 9; € L;_1 polinom gydke
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A,

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. &prilis 10. 12 /16



Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;) és B; az x" — 9; € L;_1 polinom gydke
(i=1,...,r). Ha char(K) { ny---n,, akkor van olyan M : L testbdvités,
amelyre M : K Galois-bdvités és radikalbdvités.

Bizonyitas.

| A\

Teljes indukciéval igazoljuk az llitast (r-re vonatkozd).
Ha r =1, akkor M = L(¢)-ra teljesiil az allitds, ahol & primitiv nq-edik
egységgyok.

A,
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;) és B; az x" — 9; € L;_1 polinom gydke
(i=1,...,r). Ha char(K) { ny---n,, akkor van olyan M : L testbdvités,
amelyre M : K Galois-bdvités és radikalbdvités.

Teljes indukciéval igazoljuk az llitast (r-re vonatkozd).

Ha r =1, akkor M = L(¢)-ra teljesiil az allitds, ahol & primitiv nq-edik
egységgyok.

Tegyiik fel, hogy r — 1 (= 1)-re teljesiil az allitas, legyen M,_1 : L,_1 olyan
testbdvités, amelyre M,_; : K Galois- és radikalbdvités.

v

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. &prilis 10. 12 /16



Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitds (folytatas).

Legyen my = mg, 1, ,, és legyen I, irreducibilis osztéja az m, € M,_1[x]
polinomnak. Legyen « az /, polinom gyoke (valamely felbontasi testében).
Tekintsiik az i: L,_1 — M,_1, a+— « injektiv homomorfizmust. Mivel
im,(7) = m(y) = 0, ezért van olyan j: L,_1(8,) — M,_1(y) injektiv
homomorfzmus, amely kiterjesztése i-nek. Feltehetd, hogy L < M,_1([3).
Legyen M = M,_1(5,). Ekkor M,_; : K Galois bdvités, (3, gyoke az

x" — 1, € M,_1[x] polinomnak és char(K) { n,. igy van olyan

M, : M,_1(5,) radikalbdvités, amelyre M, : K Galois-b&vités.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitds (folytatas).

Legyen my = mg, 1, ,, és legyen I, irreducibilis osztéja az m, € M,_1[x]
polinomnak. Legyen « az /, polinom gyoke (valamely felbontasi testében).
Tekintsiik az i: L,_1 — M,_1, a+— « injektiv homomorfizmust. Mivel
im,(7) = m(y) = 0, ezért van olyan j: L,_1(8,) — M,_1(y) injektiv
homomorfzmus, amely kiterjesztése i-nek. Feltehetd, hogy L < M,_1([3).
Legyen M = M,_1(5,). Ekkor M,_; : K Galois bdvités, (3, gyoke az

x" — 19, € M,_1[x] polinomnak és char(K) t n,. igy van olyan

M, : M,_1(5,) radikalbdvités, amelyre M, : K Galois-bévités. Az

My: Me_1(Br): Mi—1: K

testlancot tanulmanyozva kapjuk, hogy M, : K radikalbovités.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitds (folytatas).

Legyen my = mg, 1, ,, és legyen I, irreducibilis osztéja az m, € M,_1[x]
polinomnak. Legyen « az /, polinom gyoke (valamely felbontasi testében).
Tekintsiik az i: L,_1 — M,_1, a+— « injektiv homomorfizmust. Mivel
im,(7) = m(y) = 0, ezért van olyan j: L,_1(8,) — M,_1(y) injektiv
homomorfzmus, amely kiterjesztése i-nek. Feltehetd, hogy L < M,_1([3).
Legyen M = M,_1(5,). Ekkor M,_; : K Galois bdvités, (3, gyoke az

x" — 19, € M,_1[x] polinomnak és char(K) t n,. igy van olyan

M, : M,_1(5,) radikalbdvités, amelyre M, : K Galois-bévités. Az

My: Me_1(Br): Mi—1: K

testlancot tanulmanyozva kapjuk, hogy M, : K radikalbovités.
Q.E.D.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;), Bi az x™ — ¥; € Li_1[x] polinom gydke
(i=1,...,r) éschar(K)tni---n,. Ha az f € K[x] polinom L felett
elséfoku polinomok szorzatara bonthatd, akkor Galk(f) feloldhatd.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;), B;i az x" — ¥; € L;_1[x] polinom gydke
(i=1,...,r) éschar(K)tni---n,. Ha az f € K[x] polinom L felett
elséfoku polinomok szorzatara bonthatd, akkor Galk(f) feloldhatd.

Feltehetd, hogy L : K Galois-bovités. Ekkor L : L; is Galois-b&vités minden
i-re (1 < i< r), tovabba az x" — ¥J; polinomnak van gyoke L-ben, ezért
els6fokd polinomok szorzatara bomlik L felett. Ez pedig biztositja, hogy L
tartalmaz primitiv nj-edik egységgyokoket. Legyen n = lk.k.t.(n1,...,n;)
és ¢ legyen egy n-edik primitiv egységgyok.
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i-re (1 < i< r), tovabba az x" — ¥J; polinomnak van gyoke L-ben, ezért
els6fokd polinomok szorzatara bomlik L felett. Ez pedig biztositja, hogy L
tartalmaz primitiv nj-edik egységgyokoket. Legyen n = lk.k.t.(n1,...,n;)
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Tegylik fel, hogy az L=L,: L,_1: ...: Lg: K, testbévitéseknek olyan
sorozata, ahol L; = L;_1(0;), B;i az x" — ¥; € L;_1[x] polinom gydke
(i=1,...,r) éschar(K)tni---n,. Ha az f € K[x] polinom L felett
elséfoku polinomok szorzatara bonthatd, akkor Galk(f) feloldhatd.

Feltehetd, hogy L : K Galois-bovités. Ekkor L : L; is Galois-b&vités minden
i-re (1 < i< r), tovabba az x" — ¥J; polinomnak van gyoke L-ben, ezért
els6fokd polinomok szorzatara bomlik L felett. Ez pedig biztositja, hogy L
tartalmaz primitiv nj-edik egységgyokoket. Legyen n = lk.k.t.(n1,...,n;)
és ¢ legyen egy n-edik primitiv egységgyok. Legyen L. = L;(¢) és
Gi=Gal(L: L) (i=0,1...,r).
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyités (folytatas).

Mivel L : L} | az x" — 9 € L_[x] polinom felbontasi teste, ezért az

L L, bévités ciklikus. Ilgy Gi < Gj_1 és Gi_1/Gj = Gal(L : L._;). Ezért
a Go = Gal(L: L) = Gal(L : K(¢)) Galois-csoport feloldhaté. A K(e) test
az x" — 1 € K[x] polinom felbontasi teste, ezért Gal(K(¢) : K)
Abel-csoport, és emiatt feloldhaté:

Gal(K(e) : K) = Gal(L : K)/Gal(L : K(¢)) = Gal(L : K)/Go

ezért Gal(L : K)/ Gy is feloldhaté. Ez pedig azt jelenti, hogy Gal(L : K) is
feloldhatd. )

15 / 16
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitas (folytatas).
Legyen N < L az f polinom felbontdsi teste. A Galois-elmélet Fététele
szerint:

Galk(f) = Gal(N : K) = Gal(L : K)/Gal(L : N),

azaz Galk(f) is feloldhatd.
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Bizonyitas (folytatas).
Legyen N < L az f polinom felbontdsi teste. A Galois-elmélet Fététele
szerint:
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azaz Galk(f) is feloldhatd.
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Egyenletek megolddsa gyokjelekkel.

Gyokjelekkel megoldhaté polinomok.

Bizonyitas (folytatas).
Legyen N < L az f polinom felbontdsi teste. A Galois-elmélet Fététele
szerint:

Galk(f) = Gal(N : K) = Gal(L : K)/Gal(L: N),

azaz Galk(f) is feloldhatd.
Q.E.D.
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