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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Feloldható csoportok.

Defińıció: normállánc, normállánc faktorai, feloldható csoport

A G csoport normálláncának nevezzük G részcsoportjainak egy
G0, . . . ,Gn sorozatát, amelyre

{1} = G0 / G1 / · · · / Gn−1 / Gn = G

teljesül. A Gi/Gi−1 faktorcsoportokat e normállánc faktorainak nevezzük;
n a normállánc hossza.

Azt mondjuk, hogy a G csoport feloldható, ha G -nek van olyan
normállánca, amelynek faktorai Abel-csoportok.
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Dormán Miklós (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. április 10. 2 / 16



Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Feloldható csoportok.

Példák feloldható csoportokra.

Az S3 csoport feloldható,

az

{id} / A3 / S3

normállánc faktorai Abel-csoportok:

A3/{id} ∼= A3 = 〈(1 2 3)〉 , S3/A3
∼= C2.

Az S4 csoport is feloldható, az

{id} /
C2

{id, (1 2)(3 4)} /
C2

{id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} /
C3

A4 /
C2

S4

normállánc faktorai Abel-csoportok (sőt pŕımrendű ciklikus csoportok).
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Példák feloldható csoportokra.
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Feloldható csoportok.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Feloldható csoportok.

Tétel.

Az An n-edfokú alternáló csoport és Sn n-edfokú szimmetrikus csoport
n > 5 esetén nem feloldható.

Tétel.

Legyen G csoport, H 6 G és N / G . Ekkor igazak a következők:

(a) ha G feloldható, akkor H is feloldható;

(b) a G csoport pontosan akkor feloldható, ha N és G/N is feloldható.
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Tétel.

Legyen G csoport, H 6 G és N / G . Ekkor igazak a következők:
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Polinomok feloldható Galois-csoporttal.

Defińıció: radikál, radikálbőv́ıtés.

Legyen L : K tetszőleges testbőv́ıtés, β ∈ L. Azt mondjuk, hogy β radikál
K felett, ha βn ∈ K .
Az L : K testbőv́ıtés radikálbőv́ıtés, ha van az L : K testbőv́ıtés küzbülső
testeinek olyan L0, . . . , Lr sorozata, amelyre teljesülnek a következők:

(1) L0 = K , Lr = L,

(2) Lj = Lj−1(βi ), ahol βi ∈ L radikál Li−1 felett.

Defińıció: gyökjelekkel való megoldhatóság.

Legyen f tetszőleges polinom a K test felett. Azt mondjuk, hogy az f
polinom gyökjelekkel megoldható, ha van olyan L test, amelyre az L : K
testbőv́ıtés olyan radikálbőv́ıtés, amely felett f elsőfokú polinomok
szorzatára bontható.
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(1) L0 = K , Lr = L,

(2) Lj = Lj−1(βi ), ahol βi ∈ L radikál Li−1 felett.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Polinomok feloldható Galois-csoporttal.

Tétel.

Legyen K tetszőleges test. Tegyük fel, hogy az f ∈ K [x ] polinom
szeparábilis és Galois-csoportja feloldható, valamint char(K ) - |GalK (f )|.
Ekkor az f polinom gyökjelekkel megoldható.

Bizonýıtás.

Legyen d = |GalK (f )|, ε d-edik primit́ıv egységgyök és L = K (ε). Mivel
char(K ) - d , ezért Ud ⊆ L. Legyen N az f polinom felbontási teste L
felett, az N testben f gyökei legyenek α1, . . . , αn, valamint legyen
M = K (α1, . . . , αn).

Mivel az N : L testbőv́ıtés Galois-bőv́ıtés, azért
GalL(f ) = Gal(N : L) fixteste L.
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GalL(f ) = Gal(N : L) fixteste L.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Polinomok feloldható Galois-csoporttal.

Bizonýıtás (folytatás).

Legyen σ ∈ GalL(f ).

Ekkor σ(M) = M miatt σ|M ∈ Gal(M : L ∩M).
Továbbá a

% : GalL(f ) → Gal(M : L ∩M), σ 7→ σ|M
leképezés homomorfizmus. Ha σ|M = idM , akkor σ = idN , mivel
N = L(α1, . . . , αn), azaz % injekt́ıv homomorfizmus. Ekkor

GalL(f ) ↪→
%

Gal(M : L ∩M) 6 Gal(M : K ) ∼= GalK (f )

következtében GalL(f ) is feloldható, ı́gy van olyan

{idN} = G0 / G1 / · · · / Gr = GalL(f )

normállánca, melynek faktorai ciklikus csoportok.
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% : GalL(f ) → Gal(M : L ∩M), σ 7→ σ|M
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Polinomok feloldható Galois-csoporttal.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Polinomok feloldható Galois-csoporttal.

Bizonýıtás (folytatás).

A Galois-elmélet Főtétele szerint a Gi 6 GalL(f ) részcsoportnak megfelelő
résztest legyen Li (0 6 i 6 r). Ekkor L = Lr 6 Lr−1 6 · · · 6 L1 6 L0 = N
és tetszőleges j ∈ {1, . . . , r}-re teljesülnek a következők:

L0 : Lr Galois-bőv́ıtés ⇒ L0 : Lj Galois-bőv́ıtés
⇓ (a Galois-elmélet Főtétele)

Lj = ϕ(Gj) és Gal(L0 : Lj) = γ(Lj) = Gj

L0 : Lj Galois-bőv́ıtés és Gj−1 / Gj = Gal(L0 : Lj)
⇓ (a Galois-elmélet Főtétele)

ϕ(Gj−1) : Lj normális bőv́ıtés és Gal(Lj−1 : Lj) ∼= Gj/Gj−1.
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Polinomok feloldható Galois-csoporttal.
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L0 : Lr Galois-bőv́ıtés ⇒ L0 : Lj Galois-bőv́ıtés
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Polinomok feloldható Galois-csoporttal.
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L0 : Lj Galois-bőv́ıtés és Gj−1 / Gj = Gal(L0 : Lj)
⇓ (a Galois-elmélet Főtétele)
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Polinomok feloldható Galois-csoporttal.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Polinomok feloldható Galois-csoporttal.

Bizonýıtás (folytatás).

Mivel Gj/Gj−1 ciklikus, ezért az Lj−1 : Lj tesbőv́ıtés is ciklikus és

[Lj−1 : Lj ] = |Gj/Gj−1|.

Így char(K ) - [Lj−1 : Lj ], mivel d | |Gj/Gj−1|, és

van olyan βj ∈ Lj−1 radikál Lj felett, amelyre Lj−1 = Lj(β). Így az N : L
bőv́ıtés radikálbőv́ıtés, aminek következtében az N : K bőv́ıtés is az. Az f
polinom N felett elsőfokú tényezőkre bomlik, ezért f megoldható
radikálokkal.
Q.E.D.
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polinom N felett elsőfokú tényezőkre bomlik, ezért f megoldható
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Tétel.

Tegyük fel, hogy az L : K testbőv́ıtés Galois-bőv́ıtés, M = L(β), ahol β
gyöke az xn − ϑ ∈ L[x ] polinomnak, és char(K ) - n. Ekkor van olyan
N : M testbőv́ıtés, amely radikálbőv́ıtés és N : K Galois-bőv́ıtés.

Bizonýıtás.

Legyen ε primit́ıv n-edik gyök. Ekkor M(ε)[x ]-ben

xn − ϑ =
n−1∏
k=0

(x − εkβ),

azaz M(ε) felbontási teste az xn − ϑ polinomnak L felett, amelynek n
különböző gyöke van M(ε)-ban, ezért M(ε) : L Galois-bőv́ıtés (és radikál
bőv́ıtés is).
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Bizonýıtás (folytatás).

Legyen f =
∏

σ∈Gal(L:K)(x
n − σ(ϑ)), amelynek felbontási teste M(ε) felett

legyen N. Ha γ ∈ N gyöke xn − σ(ϑ), akkor

xn − σ(ϑ) =
n−1∏
k=0

(x − εkγ),

azaz N felbontási teste f -nek K felett is, és f szeparábilis M(ε) felett.
Ezért az N : K bőv́ıtés is szeparábilis.

Mivel tetszőleges τ ∈ Gal(L : K )-ra τf = f , ezért f ∈ K [x ]. Legyen
g ∈ K [x ] olyan polinom, amelynek felbontási teste K felett L. Ekkor N az
fg polinom felbontási teste K felett, ı́gy az N : K bőv́ıtés normális,
valamint radikálbőv́ıtés is.
Q.E.D.
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g ∈ K [x ] olyan polinom, amelynek felbontási teste K felett L. Ekkor N az
fg polinom felbontási teste K felett, ı́gy az N : K bőv́ıtés normális,
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Bizonýıtás (folytatás).
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Tétel.

Tegyük fel, hogy az L = Lr : Lr−1 : . . . : L0 : K , testbőv́ıtéseknek olyan
sorozata, ahol Li = Li−1(βi ) és βi az xni − ϑi ∈ Li−1 polinom gyöke
(i = 1, . . . , r). Ha char(K ) - n1 · · · nr , akkor van olyan M : L testbőv́ıtés,
amelyre M : K Galois-bőv́ıtés és radikálbőv́ıtés.

Bizonýıtás.

Teljes indukcióval igazoljuk az álĺıtást (r -re vonatkozó).

Ha r = 1, akkor M = L(ε)-ra teljesül az álĺıtás, ahol ε primit́ıv n1-edik
egységgyök.
Tegyük fel, hogy r − 1 (> 1)-re teljesül az álĺıtás, legyen Mr−1 : Lr−1 olyan
testbőv́ıtés, amelyre Mr−1 : K Galois- és radikálbőv́ıtés.
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sorozata, ahol Li = Li−1(βi ) és βi az xni − ϑi ∈ Li−1 polinom gyöke
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Ha r = 1, akkor M = L(ε)-ra teljesül az álĺıtás, ahol ε primit́ıv n1-edik
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Bizonýıtás.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Bizonýıtás (folytatás).

Legyen mr = mβr ,Lr−1 , és legyen lr irreducibilis osztója az mr ∈ Mr−1[x ]
polinomnak. Legyen γ az lr polinom gyöke (valamely felbontási testében).
Tekintsük az i : Lr−1 → Mr−1, α 7→ α injekt́ıv homomorfizmust. Mivel
imr (γ) = mr (γ) = 0, ezért van olyan j : Lr−1(βr ) → Mr−1(γ) injekt́ıv
homomorfzmus, amely kiterjesztése i-nek. Feltehető, hogy L 6 Mr−1(β).
Legyen M = Mr−1(βr ). Ekkor Mr−1 : K Galois bőv́ıtés, βr gyöke az
xnr − ϑr ∈ Mr−1[x ] polinomnak és char(K ) - nr . Így van olyan
Mr : Mr−1(βr ) radikálbőv́ıtés, amelyre Mr : K Galois-bőv́ıtés.

Az

Mr : Mr−1(βr ) : Mr−1 : K

testláncot tanulmányozva kapjuk, hogy Mr : K radikálbőv́ıtés.
Q.E.D.
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imr (γ) = mr (γ) = 0, ezért van olyan j : Lr−1(βr ) → Mr−1(γ) injekt́ıv
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Tétel.

Tegyük fel, hogy az L = Lr : Lr−1 : . . . : L0 : K , testbőv́ıtéseknek olyan
sorozata, ahol Li = Li−1(βi ), βi az xni − ϑi ∈ Li−1[x ] polinom gyöke
(i = 1, . . . , r) és char(K ) - n1 · · · nr . Ha az f ∈ K [x ] polinom L felett
elsőfokú polinomok szorzatára bontható, akkor GalK (f ) feloldható.

Bizonýıtás.

Feltehető, hogy L : K Galois-bőv́ıtés. Ekkor L : Li is Galois-bőv́ıtés minden
i-re (1 6 i 6 r), továbbá az xni − ϑi polinomnak van gyöke L-ben, ezért
elsőfokú polinomok szorzatára bomlik L felett. Ez pedig biztośıtja, hogy L
tartalmaz primit́ıv ni -edik egységgyököket. Legyen n = lk.k.t.(n1, . . . , nr )
és ε legyen egy n-edik primit́ıv egységgyök.

Legyen L′i = Li (ε) és
Gi = Gal(L : L′i ) (i = 0, 1 . . . , r).

Dormán Miklós (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. április 10. 14 / 16
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Bizonýıtás (folytatás).

Mivel L′i : L′i−1 az xni − ϑi ∈ L′i−1[x ] polinom felbontási teste, ezért az

L′i : L′i−1 bőv́ıtés ciklikus. Így Gi / Gi−1 és Gi−1/Gi
∼= Gal(L′i : L′i−1). Ezért

a G0 = Gal(L : L′0) = Gal(L : K (ε)) Galois-csoport feloldható. A K (ε) test
az xn − 1 ∈ K [x ] polinom felbontási teste, ezért Gal(K (ε) : K )
Abel-csoport, és emiatt feloldható:

Gal(K (ε) : K ) ∼= Gal(L : K )/Gal(L : K (ε)) = Gal(L : K )/G0

ezért Gal(L : K )/G0 is feloldható. Ez pedig azt jelenti, hogy Gal(L : K ) is
feloldható.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.

Bizonýıtás (folytatás).

Legyen N 6 L az f polinom felbontási teste. A Galois-elmélet Főtétele
szerint:

GalK (f ) ∼= Gal(N : K ) ∼= Gal(L : K )/Gal(L : N),

azaz GalK (f ) is feloldható.

Q.E.D.
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Egyenletek megoldása gyökjelekkel.
Gyökjelekkel megoldható polinomok.
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szerint:

GalK (f ) ∼= Gal(N : K ) ∼= Gal(L : K )/Gal(L : N),

azaz GalK (f ) is feloldható.
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