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Tétel a primitiv elemekral.

Az L : K algebrai bovités pontosan akkor egyszerii, ha az L : K bovités
kozbiilso testeinek szama véges.
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Tétel a primitiv elemekral.

Az L : K algebrai bovités pontosan akkor egyszerll, ha az L : K bovités
kozbiilso testeinek szama véges.

Tegyiik fel, hogy az L : K testbovités kozblils6 testeinek a szama véges.
Ekkor L végesen generdlt K felett. Ha K is véges, akkor L : K is véges. A
tovabbiakban tegyiik fel, hogy K végtelen. Tegyilik fel, hogy

r=min{|Al | L=K(A)} >2és L=K(a,...,a,). Legyen

M = K(ou, an) és tetszéleges 3 € K-ra legyen Fg = K(aq + fao).
Legyen v € K olyan elem, amelyre Fg = F,. Ekkor

az = (8 =) ((a1 + Boz) — (a1 +va2)) € Fg.

Valamint a1 = (aq + fan) — fas € Fg is teljesill, igy
L= K(aq + Bag,as,...,«a,) ellentmondva az r-re vonatkozé feltevésnek.

v
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Tétel a primitiv elemekral.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy L = K(«) egyszerii algebrai bévitése K-nak. Legyen

m = mg, k. Legyenek a di, ..., d, fépolinomok az m polinom irreducibilis

osztéi L[x]-ben. Tegyiik fel, hogy K < F < L, és legyen mg = mq, .
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Tétel a primitiv elemekral.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy L = K(«) egyszerii algebrai bévitése K-nak. Legyen

m = mg, k. Legyenek a di, ..., d, fépolinomok az m polinom irreducibilis
osztéi L[x]-ben. Tegyiik fel, hogy K < F < L, és legyen mg = mq, .
Ekkor mg = d; teljesiil valamely i € {1,..., k}-ra.
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Tétel a primitiv elemekral.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy L = K(«) egyszerii algebrai bévitése K-nak. Legyen

m = mg, k. Legyenek a di, ..., d, fépolinomok az m polinom irreducibilis
osztéi L[x]-ben. Tegyiik fel, hogy K < F < L, és legyen mg = mq, .
Ekkor mg = d; teljesiil valamely i € {1,..., k}-ra. Legyen

mg = ap+ ax + - - - + arx”", valamint legyen E = K(ao, ..., ar). Ekkor

E < F és mg irreducibilis E felett.
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Tétel a primitiv elemekral.

Bizonyités (folytatas).
Tegyiik fel, hogy L = K(«) egyszerii algebrai bévitése K-nak. Legyen

m = mg, k. Legyenek a di, ..., d, fépolinomok az m polinom irreducibilis

osztéi L[x]-ben. Tegyiik fel, hogy K < F < L, és legyen mg = mq, .
Ekkor mg = d; teljesiil valamely i € {1,..., k}-ra. Legyen

mg = ap+ ax + - - - + arx”", valamint legyen E = K(ao, ..., ar). Ekkor
E < F és mg irreducibilis E felett. Mivel L = E(«), ezért
[L:E]=mg=[L:F). Azaz F = E.
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Tétel a primitiv elemekral.

Bizonyités (folytatas).
Tegyiik fel, hogy L = K(«) egyszerii algebrai bévitése K-nak. Legyen

m = mg, k. Legyenek a di, ..., d, fépolinomok az m polinom irreducibilis

osztéi L[x]-ben. Tegyiik fel, hogy K < F < L, és legyen mg = mq, .
Ekkor mg = d; teljesiil valamely i € {1,..., k}-ra. Legyen

mg = ap+ ax + - - - + arx”", valamint legyen E = K(ao, ..., ar). Ekkor
E < F és mg irreducibilis E felett. Mivel L = E(«), ezért
[L:E]=mg=[L:F]. Azaz F = E. QED.
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Tétel a primitiv elemekrol.

Ha az L : K testbovités véges és szeparabilis, akkor egyszerd.
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Tétel a primitiv elemekral.

Ha az L : K testbovités véges és szeparabilis, akkor egyszerd.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy L = K(au,...,an) és legyen g = mo, k- Mo, K.
Legyen N a g polinom felbontasi teste L felett. Ekkor N a K test felett is

felbontasi teste g-nek. fgy az N : K bovités Galois-bOvités és
K = ¢(Gal(N : K)).
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Tétel a primitiv elemekral.

Ha az L : K testbovités véges és szeparabilis, akkor egyszerd.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy L = K(au,...,an) és legyen g = mo, k- Mo, K.
Legyen N a g polinom felbontasi teste L felett. Ekkor N a K test felett is
felbontasi teste g-nek. fgy az N : K bovités Galois-bOvités és

K = ¢(Gal(N : K)). Mivel Gal(N : K) véges, ezért véges sok
részcsoportja van, ami a Galoi-elmélet Fotétele szerint azt jelenti, hogy az
N : K testbovités kozblils6 testeinek a szdma is véges. I,gy az el6zo tétel
szerint L : K egyszerd.
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Tétel a primitiv elemekral.

Ha az L : K testbovités véges és szeparabilis, akkor egyszerd.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy L = K(au,...,an) és legyen g = mo, k- Mo, K.
Legyen N a g polinom felbontasi teste L felett. Ekkor N a K test felett is
felbontasi teste g-nek. fgy az N : K bovités Galois-bOvités és

K = ¢(Gal(N : K)). Mivel Gal(N : K) véges, ezért véges sok
részcsoportja van, ami a Galoi-elmélet Fotétele szerint azt jelenti, hogy az
N : K testbovités kozblils6 testeinek a szdma is véges. I,gy az el6zo tétel
szerint L : K egyszerii. QED.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Definicié: diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Az f polinom gyokei L-ben legyenek
a1, ..., an (multiplicitassal). Tovabbd, legyen 0(f) = [[;;jn(cj — i)
A A(f) = 6(f)? € L elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Definicié: diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Az f polinom gyokei L-ben legyenek
a1, ..., an (multiplicitassal). Tovabbd, legyen 0(f) = [[;;jn(cj — i)
A A(f) = 6(f)? € L elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik.

Példa.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Definicié: diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Az f polinom gyokei L-ben legyenek
a1, ..., an (multiplicitassal). Tovabbd, legyen 0(f) = [[;;jn(cj — i)
A A(f) = 6(f)? € L elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik.

A(ax? 4 bx 4 ¢) = b? — dac,
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Definicié: diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Az f polinom gyokei L-ben legyenek
a1, ..., an (multiplicitassal). Tovabbd, legyen 0(f) = [[;;jn(cj — i)
A A(f) = 6(f)? € L elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik.

A(ax? 4 bx 4 ¢) = b? — dac,
A(x3 + px + q) = —4p® — 27¢°,
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Definicié: diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Az f polinom gyokei L-ben legyenek
a1, ..., an (multiplicitassal). Tovabbd, legyen 0(f) = [[;;jn(cj — i)
A A(f) = 6(f)? € L elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik.

A(ax? 4 bx 4 ¢) = b? — dac,
A(x3 + px + q) = —4p® — 27¢°,
A(x* +2) = 2048,
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Legyen A az f polinom
diszkriminansa. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Legyen A az f polinom
diszkriminansa. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

(i) Az f polinomnak pontosan akkor van tobbszoros gyoke L-ben, ha
A =0.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Legyen A az f polinom
diszkriminansa. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.
(i) Az f polinomnak pontosan akkor van tobbszoros gyoke L-ben, ha
A =0.
(i) Ha A #0és 6 € K, akkor Galk(f) < A,.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

A diszkriminans.

Legyen K olyan test, melyre char(K) # 2 teljesiil, és legyen f € K[x],
melynek felbontasi teste K felett L. Legyen A az f polinom
diszkriminansa. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

(i) Az f polinomnak pontosan akkor van tobbszoros gyoke L-ben, ha
A =0.
(i) Ha A #0és 6 € K, akkor Galk(f) < A,.
(iii) Ha & ¢ K, akkor Galk(f) & An és K(8) = o(Galk(f) N Ap).
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

Harmadfoki polinomok.

Legyen K olyan test, amelyre char(K) # 2, 3 teljesiil, és legyen
f=x3+px+g
irreducibilis fépolinom K felett. Ekkor az f polinom gyokei a kovetkezok:
1
a1 = 3(6+1),
ap = %(wzﬁ +wy),

1
az = 3(wb+ w?y),

ahol w # 1 harmadik egységgyok és 3y = —3p, 3% + 3 = —27q.
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Harmad- és negyedfokl polinomok.

Negyedfoku polinomok.

Legyen K olyan test, amelyre char(K) # 2, 3 teljesiil, és legyen
f=x*+pP+agx+r
irreducibilis fopolinom K felett. Ekkor az f polinom gyokei a kovetkezok:
1 1
a=3(B+7+0), a=3(B-v-9),

1 1
a3=§(—ﬁ+’7—5), 04425(—5—’7‘“5),

ahol 52 + 2 + 6% = —2p, %72 + B20% + 7262 = p? — 4r és Bv6 = —q.
Azaz 32, 7% és 6% a g = x> + 2px? + (p? — 4r)x — g° polinom gydkei. A g
polinomot az f polinom harmadfoku rezolvensének nevezziik.

v
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Definicié: primitiv egységgyok, korosztasi polinom.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre

char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Legyen L az x™ — 1 polinom
felbontasi teste K felett, és jeldlje Ry, e polinom gyokeinek halmazat
L-ben. Ekkor R, < L* ciklikus. Az € € L elemet primitiv m-edik
egységgyoknek nevezziik, ha R, = (¢). Az m-edik korosztasi polinom:

b, = H(x—s).

EGRm
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre

char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Jelolje Ky a K test primtestét.
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Jelolje Ky a K test primtestét.
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

(a) x"—1= ]._.[d|m¢d'
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Jelolje Ky a K test primtestét.
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

(a) x"—1= ]._.[d|m¢d'

(b) b, € Ko[X].
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Jelolje Ky a K test primtestét.
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

(a) x"—1= Hd|m¢d'

(b) b, € Ko[X].

Bizonyitds.

| A\

(a) Legyen L az f = x™ — 1 polinom felbontasi teste és ( € L gyoke f-nek.

.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Jelolje Ky a K test primtestét.
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

(a) x"—1= Hd|m¢d'

(b) b, € Ko[X].

Bizonyitds.

| A\

(a) Legyen L az f = x™ — 1 polinom felbontasi teste és ( € L gyoke f-nek.
Ekkor pontosan egy olyan d | n természetes szdm van, amelyre ¢ primitiv
d-edik egységgyok.

.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Tétel.

Legyen K tetszlleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) t m teljesiil. Jelolje Ky a K test primtestét.
Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:

(a) x"—1= Hd|m¢d-
(b) CDm E Ko[X].

Bizonyitds.

| A\

(a) Legyen L az f = x™ — 1 polinom felbontasi teste és ( € L gyoke f-nek.
Ekkor pontosan egy olyan d | n természetes szdm van, amelyre ¢ primitiv
d-edik egységgyok.

(b) Tudjuk, hogy ha u,v € K[x], w € L[x] és u = wv, akkor w € K[x] is
teljesiil.

.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Legyen K 0-karakterisztikdjd test és m tetszéleges természetes szam.
Ekkor
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Legyen K 0-karakterisztikdjd test és m tetszéleges természetes szam.
Ekkor

(a) ®m € Z[x].
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Legyen K 0-karakterisztikdjd test és m tetszéleges természetes szam.
Ekkor

(a) Om € Z[x].
(b) ®p, irreducibilis Z felett.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Legyen K 0-karakterisztikdjd test és m tetszéleges természetes szam.
Ekkor

(a) &, € Z[x].

(b) @, irreducibilis Z felett.

Bizonyitas.
(a) Tudjuk, hogy ha u,v € D[x], w € Qp|[x] és u = wv, akkor w € D[x] is
teljestil, ahol Q@p a D ntegritdstartomany hanyadosteste.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Legyen K 0-karakterisztikdjd test és m tetszéleges természetes szam.
Ekkor

(a) &, € Z[x].

(b) @, irreducibilis Z felett.

Bizonyitas.
(a) Tudjuk, hogy ha u,v € D[x], w € Qp|[x] és u = wv, akkor w € D[x] is
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Legyen K 0-karakterisztikdjd test és m tetszéleges természetes szam.
Ekkor

(a) &, € Z[x].

(b) @, irreducibilis Z felett.

Bizonyitas.

(a) Tudjuk, hogy ha u,v € D[x], w € Qp|[x] és u = wv, akkor w € D[x] is
teljestil, ahol Q@p a D ntegritdstartomany hanyadosteste.

(b) Tegyiik fel, hogy ®,, = fg, ahol az f € Z[x] fépolinom egy irreducibilis
osztdja ®,-nek. Legyen ( egy olyan primitiv egységgyok @ felett, amely

gyoke f-nek és legyen p f m tetsz8leges primszam.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy (P gyoke g-nek. Ekkor ¢ gyoke a g(xP) polinomnak, és
igy f | g. Azaz van olyan h € Z[x] polinom, amelyre g(xP) = f - h.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy (P gyoke g-nek. Ekkor ¢ gyoke a g(xP) polinomnak, és
igy f | g. Azaz van olyan h € Z[x] polinom, amelyre g(xP) = f - h.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy (P gyoke g-nek. Ekkor ¢ gyoke a g(xP) polinomnak, és
igy f | g. Azaz van olyan h € Z[x] polinom, amelyre g(xP) = f - h.
Ekkor Z,[x]-ben teljesiil, hogy f - h = g(xP) = gP. igy F-nek és g-van
koz6s irreduciblis osztéja Zp[x]-ben.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy (P gyoke g-nek. Ekkor ¢ gyoke a g(xP) polinomnak, és
igy f | g. Azaz van olyan h € Z[x] polinom, amelyre g(xP) = f - h.

Ekkor Z,[x]-ben teljesiil, hogy f - h = g(xP) = g”. igy F-nek és g-van
koz6s irreduciblis osztéja Zp[x]-ben. Ez azonban ellentmondésra vezet. igy
CP is gyoke f-nek.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok.

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy (P gyoke g-nek. Ekkor ¢ gyoke a g(xP) polinomnak, és
igy f | g. Azaz van olyan h € Z[x] polinom, amelyre g(xP) = f - h.

Ekkor Z,[x]-ben teljesiil, hogy f - h = g(xP) = g”. lgy F-nek és g-van
koz6s irreduciblis osztéja Zp[x]-ben. Ez azonban ellentmondésra vezet. igy
(P is gyoke f-nek. Legyen £ egy tetszbleges gyoke ®,,-nek. Ekkor van
olyan m-hez relativ prim r egész, amelyre £ = (". Ebbd| pedig mar
kovetkezik, hogy & gyoke f-nek is. Azaz f = &, is irreducibilis.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Legyen K tetszOleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) { m teljesiil. Ekkor Galk(®p,) olyan
Abel-csoport, amely izomorf R, egy részcsoportjival. A ®,, polinom
pontosan akkor irreducibilis K felett, ha Galx(®n,) = Rp,.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Tétel.

Legyen K tetszOleges test és m olyan természetes szam, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) { m teljesiil. Ekkor Galk(®p,) olyan
Abel-csoport, amely izomorf R, egy részcsoportjival. A ®,, polinom
pontosan akkor irreducibilis K felett, ha Galx(®n,) = Rp,.

Bizonyit3ds.

| A\

Legyen L a ®,, polinom felbontdsi teste K felett, és ¢ € L egy primitiv
m-edik egységgyok. Ekkor ®,, gyokei L-ben:

ahol k = p(m), és feltehetd, hogy n; = 1.

\
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Bizonyités (folytatas).

Mivel In.k.o.(nj, m) = 1 teljesiil minden i-re (1 < i < k), ezért
{7, ..., M} < 2 = Rm.
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{7, ..., M} < 2 = Rm.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Bizonyités (folytatas).

Mivel In.k.o.(nj, m) = 1 teljesiil minden i-re (1 < i < k), ezért
{mt,...,fk} <Z), = Rn. Legyen o a &, polinom K feletti
Galois-csoportjanak egy tetszbleges eleme. Ekkor o(g) = " teljesiil
valamely 1 < i, < k-ra.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Bizonyités (folytatas).

Mivel In.k.o.(nj, m) = 1 teljesiil minden i-re (1 < i < k), ezért
{mt,...,fk} <Z), = Rn. Legyen o a &, polinom K feletti
Galois-csoportjanak egy tetszbleges eleme. Ekkor o(g) = " teljesiil
valamely 1 < j, < k-ra. Definidljuk a j: Galk(®m,) — Ry leképezést gy,

hogy o — ;.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Bizonyités (folytatas).

Mivel In.k.o.(nj, m) = 1 teljesiil minden i-re (1 < i < k), ezért

{M1,..., 7k} <Z), = Ry. Legyen 0 a ®,, polinom K feletti
Galois-csoportjanak egy tetszbleges eleme. Ekkor o(g) = " teljesiil
valamely 1 < j, < k-ra. Definidljuk a j: Galk(®m,) — Ry leképezést gy,
hogy o — n;,. Mivel tetszéleges o, 7 € Galk(Pm)-re

(07)(e) = e e = gMo e = (r0)(e),

ezért j (injektiv) homomorfizmus és Galx(®,,) Abel-csoport.
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Egységgyokok.

Korosztasi polinomok Galois-csoportja.

Bizonyités (folytatas).

Mivel In.k.o.(nj, m) = 1 teljesiil minden i-re (1 < i < k), ezért

{M1,..., 7k} <Z), = Ry. Legyen 0 a ®,, polinom K feletti
Galois-csoportjanak egy tetszbleges eleme. Ekkor o(g) = " teljesiil
valamely 1 < j, < k-ra. Definidljuk a j: Galk(®m,) — Ry leképezést gy,
hogy o — n;,. Mivel tetszéleges o, 7 € Galk(Pm)-re

(o7)(g) = gMr Mo = Mo Mir = (T0)(e),
ezért j (injektiv) homomorfizmus és Galy(P,,) Abel-csoport. Végill,

Galk(Pm) = Rm <= |Galk(Pm)| = ¢(m)
> [{o(e) | o € Galk(Pm)} | = ¢(m)
< Galk(Pnm) tranzitiv.
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Ciklikus bovitések.

Tétel.

Legyen K tetszbleges test, ¥ € K és n olyan természetes szdm, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) { m teljesiil. Legyen L az f = x" — 9 € K[x]
polinom felbontasi teste. Ekkor L tartalmaz egy e primitiv n-edik
egységgyokot, és a Gal(L : K(g)) csoport ciklikus, melynek rendje n
osztdja. Valamint, az f polinom pontosan akkor irreducibilis K(g) felett,
ha [L: K(e)] = n.
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Ciklikus bovitések.

Tétel.

Legyen K tetszbleges test, ¥ € K és n olyan természetes szdm, amelyre
char(K) > 0 esetén char(K) { m teljesiil. Legyen L az f = x" — 9 € K[x]
polinom felbontasi teste. Ekkor L tartalmaz egy e primitiv n-edik
egységgyokot, és a Gal(L : K(e)) csoport ciklikus, melynek rendje n
osztdja. Valamint, az f polinom pontosan akkor irreducibilis K(e) felett,
ha [L: K(g)] = n.

| \

Bizonyitas.

Legyen ¢ € L primitiv n-edik egységgyok és 3 € L az f polinom egyik
gyoke L-ben. Ekkor x" — ¥ gyokei L-ben 3, fe, ..., 3" 1. Ekkor
L=K(e, ) ésaoe Gal(l: K(e)) automorfizmust egyértelmiien
meghatdrozza o(B): o(B) = Be’ valamely i, € {0,1,...,n — 1}-re.

A\
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).
Tekintsiik a j: Gal(L : K(¢)) — Zn, 0 — iy leképezést.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. &prilis 3. 16 / 23



Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).
Tekintsiik a j: Gal(L : K(¢)) — Zn, 0 — iy leképezést.
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Tekintsiik a j: Gal(L : K(¢)) — Zn, 0 — iy leképezést. Ha x" — ¢
irreducibilis K(e) felett, akkor n = [L : K(¢)] = |Gal(L : K(¢))|. Ha x" — ¢
nem irreducibilis K(e) felett, akkor legyen g egy irreducibilis osztdja

K (e)[x]-ben.
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Tekintsiik a j: Gal(L : K(¢)) — Zn, 0 — iy leképezést. Ha x" — ¢
irreducibilis K(e) felett, akkor n = [L : K(¢)] = |Gal(L : K(¢))|. Ha x" — ¢
nem irreducibilis K(e) felett, akkor legyen g egy irreducibilis osztdja
K(e)[x]-ben. Ha  gycke g-nek, akkor L = K(v,e) miatt

|Gal(L : K(e))| = [L: K(e)] = [K(7,¢) : K(e)]=g" < n.
QED.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet
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Ciklikus bovitések.

Tétel (Abel-tétel).

Legyen K tetszlleges test, ¥} € K és g olyan primszam, amelyre

q # char(K) teljesil. Ekkor f = x9 — 1) vagy irreducibilis K felett vagy
van gyoke K-ban. Ez utdébbi esetben x9 — 1) pontosan akkor bomlik
els6fokd polinomok szorzatara K felett, ha K tartalmaz primitiv g-adik

egységgyokot.
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Ciklikus bovitések.

Tétel (Abel-tétel).

Legyen K tetszlleges test, ¥} € K és g olyan primszam, amelyre

q # char(K) teljesiil. Ekkor f = x9 — 1) vagy irreducibilis K felett vagy
van gyoke K-ban. Ez utdébbi esetben x9 — 1) pontosan akkor bomlik
elsofokil polinomok szorzatara K felett, ha K tartalmaz primitiv g-adik
egységgyokot.

Bizonyitas.

| \

Tegylik fel, hogy f € K[x] nem irreducibilis. Legyen a g € K|[x]
irreducibilis fopolinom egy osztdja f-nek. Legyen v a g polinom egy gyoke
az f polinom L felbontdsi testében.
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Ciklikus bovitések.

Tétel (Abel-tétel).
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q # char(K) teljesiil. Ekkor f = x9 — 1) vagy irreducibilis K felett vagy
van gyoke K-ban. Ez utdébbi esetben x9 — 1) pontosan akkor bomlik
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egységgyokot.

Bizonyitas.

| \

Tegylik fel, hogy f € K[x] nem irreducibilis. Legyen a g € K|[x]
irreducibilis fopolinom egy osztdja f-nek. Legyen v a g polinom egy gyoke
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Ciklikus bovitések.

Tétel (Abel-tétel).

Legyen K tetszlleges test, ¥} € K és g olyan primszam, amelyre

q # char(K) teljesiil. Ekkor f = x9 — 1) vagy irreducibilis K felett vagy
van gyoke K-ban. Ez utdébbi esetben x9 — 1) pontosan akkor bomlik
elsofokil polinomok szorzatara K felett, ha K tartalmaz primitiv g-adik
egységgyokot.

Bizonyitas.

| \

Tegylik fel, hogy f € K[x] nem irreducibilis. Legyen a g € K|[x]
irreducibilis fopolinom egy osztdja f-nek. Legyen v a g polinom egy gyoke
az f polinom L felbontdsi testében. Ekkor

g =(x—7eM)(x —ve™) - (x — ™),

ahol 1 =n < m <---<ng <q—14és e primitiv g-adik gyok.
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Ekkor g(0) = (—1)9y9¢ek, ahol k = ny --- + n,. Legyen
g = g(0)/(-1) = ydek.
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Ekkor g(0) = (—1)9y9¢ek, ahol k = ny --- + n,. Legyen
g = g(0)/(-1) = ydek.
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Ekkor g(0) = (—1)9y9¢ek, ahol k = ny --- + n,. Legyen
go = g(0)/(—1)¢ = y9ek. Ekkor azt kapjuk, hogy

gg _ ,qugkq _ ,ydq _ ﬁd‘

Legyenek u és v olyan egészek, amelyekre du + qv = 1 teljesiil.
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Ekkor g(0) = (- 1)d’7d5k ahol k = ny---+ ng. Legyen
go = g(0)/(—1)¢ = 49k, Ekkor azt kapJuk hogy

gg _ ,qugkq _ ,ydq _ ﬁd‘

Legyenek u és v olyan egészek, amelyekre du + qv = 1 teljesiil. Ekkor

¥ = YUYV = (g¥v")9, azaz g¥v” € K gydke f-nek.

Ha x9 — ¢ nem irreducibilis, akkor az elézé tétel szerint [L: K(g)] < q és
[L:K(e)]| q ezért [L: K(¢)] =1, azaz L = K(e).
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Ekkor g(0) = (- 1)d’7d5k ahol k = ny---+ ng. Legyen
go = g(0)/(—1)¢ = 49k, Ekkor azt kapJuk hogy

gg _ ,qugkq _ ,ydq _ ﬁd‘

Legyenek u és v olyan egészek, amelyekre du + qv = 1 teljesiil. Ekkor

¥ = YUYV = (g¥v")9, azaz g¥v” € K gydke f-nek.

Ha x9 — ¢ nem irreducibilis, akkor az elézé tétel szerint [L: K(g)] < q és
[L:K(e)] | q, ezért [L: K(e)] =1, azaz L = K(e). QED.
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Ciklikus bovitések.

Definicid: karakter.

Legyen G csoport és K test. A x: G — K* leképezést (K-értékii)
karakternek nevezziik G-n, ha x homomorfizmus.
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Ciklikus bovitések.

Definicid: karakter.

Legyen G csoport és K test. A x: G — K* leképezést (K-értékii)
karakternek nevezziik G-n, ha x homomorfizmus.

Legyen G csoport és K test, valamint S K-értékii karakternek egy
halmaza G-n. Ekkor S linedrisan fliggetlen K felett.
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Ciklikus bovitések.

Definicid: karakter.

Legyen G csoport és K test. A x: G — K* leképezést (K-értékii)
karakternek nevezziik G-n, ha x homomorfizmus.

Tétel.

Legyen G csoport és K test, valamint S K-értékii karakternek egy
halmaza G-n. Ekkor S linedrisan fliggetlen K felett.

| A\,

Bizonyitas.
Tegylik fel, hogy S nem linedrisan fliggetlen K felett. Legyenek

Y1,---,7n € S olyan karakterek, amelyek linedrisan fliggék K felet, de
barmely valédi részrendszeriik mar linedrisan fiiggetlen. Ekkor n > 2 és

\
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Ciklikus bovitések.

Definicid: karakter.

Legyen G csoport és K test. A x: G — K* leképezést (K-értékii)
karakternek nevezziik G-n, ha x homomorfizmus.

Tétel.

Legyen G csoport és K test, valamint S K-értékii karakternek egy
halmaza G-n. Ekkor S linedrisan fliggetlen K felett.

| A\,

Bizonyitas.
Tegylik fel, hogy S nem linedrisan fliggetlen K felett. Legyenek

Y1,---,7n € S olyan karakterek, amelyek linedrisan fliggék K felet, de
barmely valédi részrendszeriik mar linedrisan fiiggetlen. Ekkor n > 2 és

\
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Ciklikus bovitések.

Definicid: karakter.

Legyen G csoport és K test. A x: G — K* leképezést (K-értékii)
karakternek nevezziik G-n, ha x homomorfizmus.

Tétel.

Legyen G csoport és K test, valamint S K-értékii karakternek egy
halmaza G-n. Ekkor S linedrisan fliggetlen K felett.

Bizonyitas.

| A\,

Tegylik fel, hogy S nem linedrisan fliggetlen K felett. Legyenek
Y1,---,7n € S olyan karakterek, amelyek linedrisan fliggék K felet, de
barmely valédi részrendszeriik mar linedrisan fiiggetlen. Ekkor n > 2 és
van olyan (A1,...,A,) € K™\ 0, amelyre minden g € G esetén
A171(g) + - Anvn(g) = 0.

\
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).
Mivel v1 # v, ezért van olyan h € G, amelyre v1(h) # va(h).
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).
Mivel v1 # v, ezért van olyan h € G, amelyre v1(h) # va(h).
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Ciklikus bovitések.

Bizonyités (folytatas).

Mivel v1 # v, ezért van olyan h € G, amelyre ~v1(h) # va(h). Ekkor
barmely g € G-re:

0= M71(hg) + -+ Anvn(hg)
= )\171(h)'n(g) SF oo e )\n’Yn(h)’Yn(g)

MYn(M)71(g) + - + Anyn(h)1n(g) = 0

miatt Ay (71(h) —vn(h))71(8) + - -+ + An—1(Yn-1(h) = 7n(h))1n-1(g) = 0.
Ez pedig ellentmondds.

Kovetkezmény.

Ha 71,...,7, a K test kiilonb6zé automorfizmusai és ki, ..., k, € K\ {0},
akkor van olyan k € K, amelyre ky71(k) + - - - + kn7n(k) # O teljesiil.
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Ciklikus bovitések.

Legyen L : K olyan n-edfoki ciklikus bévités, amelyre char(K) { n teljesil

és K tartalmaz egy € n-edik primitiv egységgyokot. Ekkor van olyan
¥ € K, amelyre az x" — 1 polinom irreducibilis K felett és felbontasi teste

L. Ha g € L gydke x" — ¥-nak, akkor L = K(3).
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Ciklikus bovitések.

Tétel.

Legyen L : K olyan n-edfokd ciklikus bévités, amelyre char(K) { n teljesiil
és K tartalmaz egy € n-edik primitiv egységgyokot. Ekkor van olyan

¥ € K, amelyre az x" — 1 polinom irreducibilis K felett és felbontasi teste
L. Ha 8 € L gydke x" — ¥-nak, akkor L = K([3).

| A\

Bizonyitas.

Legyen Gal(L : K) = (o). Ekkor van olyan ae € L, amelyre
B=a+eo(a)+- -+ 1o (a) #0. Mivel 0(B) = 713, ezért
B ¢ K, valamint o(8") = 8" miatt 8" € K.
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Ciklikus bovitések.

Tétel.
Legyen L : K olyan n-edfokd ciklikus bévités, amelyre char(K) { n teljesiil
és K tartalmaz egy € n-edik primitiv egységgyokot. Ekkor van olyan

¥ € K, amelyre az x" — 1 polinom irreducibilis K felett és felbontasi teste
L. Ha 8 € L gydke x" — ¥-nak, akkor L = K([3).

Bizonyitas.

| A\,

Legyen Gal(L : K) = (o). Ekkor van olyan ae € L, amelyre
B=a+eo(a)+- -+ 1o (a) #0. Mivel 0(B) = 713, ezért

B ¢ K, valamint o(8") = B" miatt 8" € K. Mivel € € K, ezért K(3)
felbontdsi teste az x" — 3" € K|[x] polinomnak. Tovébba

®lk(@), -0 k(g € Gal(K(B) : K), ezért

[K(8) : K] = |Gal(K(8) : K)| > n. lgy L = K(B) és x" — " irreducibilis.
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Ciklikus bovitések.

Kummer-féle bovitések.

Legyen L : K olyan Galois-bovités, amelynek Galois-csoportja d-exponensti
Abel-csoport és az x¢ — 1 polinomnak d kiilonboz6 gyoke van K-ban.
Ekkor vannak olyan 91, ...,9, € K elemek, amelyekre L az

(x4 —191) - (x4 — 9,) polinom felbontési teste K felett.
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Ciklikus bovitések.

Kummer-féle bovitések.

Tétel.

Legyen L : K olyan Galois-bovités, amelynek Galois-csoportja d-exponensti
Abel-csoport és az x¢ — 1 polinomnak d kiilonboz6 gyoke van K-ban.
Ekkor vannak olyan 91, ...,9, € K elemek, amelyekre L az

(x4 —191) - (x4 — 9,) polinom felbontési teste K felett.

Definicié: Kummer-bdvités.

| A\

Az L : K testbovitést d-exponensiit Kummer-bovitésnek nevezziik, ha L
egy (x4 —91)---(x? —9,) alakii polinom felbontési teste K felett
(91,...,9, € K) és az x? — 1 polinomnak d kiilsnbsz6 gydke van K-ban.
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Ciklikus bovitések.

Kummer-féle bovitések.

Ha az L : K testbdvités d-exponensii Kummer-bévités, akkor Gal(L : K)
olyan Abel-csoport, melynek exponense osztja d-t.
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