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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet fotétele részleteiben irja le a fejezet elején bevezetett
polaritast.
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet fotétele részleteiben irja le a fejezet elején bevezetett
polaritast.

Tétel (A Galois-elmélet Fotétele).

Legyen L : K véges bévités, G = Gal(L : K) és Ko = ¢(G). Az L : Ky
bovités tetszbleges M kozbiilsé testére legyen v(M) = Gal(L : M). Ekkor
teljesiilnek a kovetkezok.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. madrcius 27. 2 /14



Automorfizmusok és fixtestek
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A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

i) ASub(G) - {M | Ko < M <L}, G p(G) leképezés
(i) ; @ P
rendezéstartd bijekcid, melynek inverze az
{M | Ko < M < L} — Sub(G), M — (M) leképezés.
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(i) ASub(G) = {M | Ko < M <L}, G ¢(G) leképezés
rendezéstartd bijekcid, melynek inverze az
{M | Ko < M < L} — Sub(G), M — (M) leképezés.

(ii) A G csoport H részcsoportja pontosan akkor normdlis, ha a
©(H) : Ko bdvités normilis.
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A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(i) ASub(G) = {M | Ko < M <L}, G ¢(G) leképezés
rendezéstartd bijekcid, melynek inverze az
{M | Ko < M < L} — Sub(G), M — (M) leképezés.

(ii) A G csoport H részcsoportja pontosan akkor normdlis, ha a
©(H) : Ko bdvités normilis.

(iii) Tegyiik fel, hogy H normdlis részcsoport G-ben. Ha o € G, akkor
U|¢(H) € Gal(p(H) : Ko). A G — Gal(p(H) : Ko), o+ J]@(H)
leképezés sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja H. lgy
Gal(o(H) : Ko) = G/H.
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fétételének bizonyitasa.

(i) ASub(G) = {M | Ko < M <L}, G+ ¢(G) leképezés rendezéstartd

bijekcid, melynek inverze az {M | Ko < M < L} — Sub(G), M — (M)
leképezés.
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fotételének bizonyitasa.

(i) ASub(G) = {M | Ko < M <L}, G+ ¢(G) leképezés rendezéstartd
bijekcid, melynek inverze az {M | Ko < M < L} — Sub(G), M — (M)
leképezés.

Ha H < G, akkor H véges, és igy H = yp(H). Ezért a ¢lgyp(c) leképezés
injektiv. Ha Ko < M < L, akkor az L : M bévités normals és szeparabilis,
mivel L : Ky Galois-b&vités. Igy oy(M) = M kdvetkeztében ¢ sziirjektiv s,
melynek inverze [ ko<m<L}-
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fotételének bizonyitdsa (folytatds).

(i) A G csoport H részcsoportja pontosan akkor normdlis, ha a p(H) : Ko
bdvités normalis.
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fotételének bizonyitdsa (folytatds).

(i) A G csoport H részcsoportja pontosan akkor normdlis, ha a p(H) : Ko

bovités normalis.
Tegylik fel, hogy Ko < M < Lés o € G. Ekkor Ky < (M) < L. Vegyiik
észre, hogy

T € y(o(M)) <= to(m) =0o(m) (Yme M)
— o ra(m)=m (Yme M)
— o 1o € y(M)

= TE€ a('y(l\/l))ail,

azaz y(o(M)) = o(v(M))o™".
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fotételének bizonyitasa (folytatds).

Tegyiik fel, hogy H < G. Ekkor tetszbleges o € G-re

H=cHo 1= U(’ycp(H))U_l = v(o(e(H))),

igy o(H) = o(v(a(p(H)))) = o(p(H)) teljestl tetszbleges o € G-re. Ez
pedig éppen azt jelenti, hogy a p(H) : Ko bévités normilis.
Tegyiik fel, hogy a ¢(H) : Ko bévités normalis. Ekkor tetszéleges o € G-re

H = yp(H) = v(o(o(H))) = o(v(e(H)))o ™" = oHo ™,

azaz H normilis részcsoport G-ben.
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fotételének bizonyitasa (folytatds).

(iii) Tegylik fel, hogy H normalis részcsoport G-ben. Ha o € G, akkor
olyHy € Gal(p(H) : Ko). A G — Gal(p(H) : Ko), 0+ ol,H) leképezés
sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja H. Igy Gal(p(H) : Ko) = G/H.
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A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet Fotételének bizonyitasa (folytatds).

(iii) Tegylik fel, hogy H normalis részcsoport G-ben. Ha o € G, akkor
olyHy € Gal(p(H) : Ko). A G — Gal(p(H) : Ko), 0+ ol,H) leképezés
sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja H. igy Gal(p(H) : Ko) = G/H.
Mivel H < G, ezért a p(H) : Ko bévités normilis. igy tetsz8leges o € G-re
a(p(H)) = ¢(H) teljesiil, azaz o|,(4) € Gal(p(H) : Ko). Megmutatjuk,
hogy a leképezés sziirjektiv. Legyen 5 € Gal(¢(H) : Ko). Mivel az

L: p(H) bbvités véges és normilis, ezért L valamely p(H) feletti polinom
felbontasi teste. Ezért van olyan o: L — L automorfizmus, amely
kiterjesztése &-nek. Azaz a leképezés sziirjektiv. A fennmaradé allitas a
homomorfia-tétel kovetkezménye. Ezzel igazoltuk a Galois-elmélet
fotételét.
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Automorfizmusok és fixtestek
A Galois-elmélet fététele (egy példa).

Példa: az x* — 2 € Q[x] polinom vizsgélata.

Az x* — 2 polinom Q feletti felbontasi teste L = Q(v/2,i) = Q(v/2 + i):
x* =2 = (x = V2)(x + V2)(x — iV2)(x + iV2).

Mivel v/2 + i minimélpolinomja Q felett: x® 4 4x% 4+ 2x* 4+ 28x2 4 1, ezért
|Galg(x* —2)| = |Gal(L: Q)| =[L: Q] =8.
Ha ¢ € Galg(x* — 2), akkor ¢(v/2) € {V/2,iv/2, —/2, —iv/2} és

(i) € {—i,i}. Az x* — 2 (Q felett irrdeucibilis) polinom Galois-csoportja
izomorf Ds-gyel. A Galois-elmélet fétételét a kovetkezé dbra szemlélteti.

v
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A Galois-elmélet fététele (egy példa).

L =06, V2) {id}

((14)(23))
Qv

Qva) ((13),(24)

& =v2-iV2
b= VZ+iV2 e Dy

"o

1. abra: Az L : Q bévités és kozbiilsd testei.
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Véges testek

Minden véges test elemszama primhatvany.
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Véges testek

Minden véges test elemszama primhatvany.

Legyen p primszam és n természetes szam. Ekkor van olyan K test,

amelynek pontosan p” eleme van. A K test az f = xP" — x polinom

felbontasi teste primteste felett. Ha az L test elemszdama is p”, akkor
LK.
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Bizonyitas.

Legyen K az f € Zp[x] polinom egy felbontdsi teste. Mivel Dy (f) = —1,
ezért f-nek pontosan p” darab kiilonbozé gyoke van K-ban. Felhaszndlva,
hogy a € K pontosan akkor gyoke f-nek, ha a?” = «, azt kapjuk, hogy f
gyokeinek halmaza éppen R = {o € K | §"(c) = a}. igy R olyan részteste
K-nak, amely felett f elséfoki tényez6k szorzatara bomlik, azaz R = K.
Legyen L olyan véges test, melynek elemszama p”. Ekkor barmely

u € L*-ra uP"~! = u, azaz L minden eleme gydke az xP" — x polinomnak.
Ezért L éppen az xP" — x polinom felbontdsi teste a primteste, azaz ZLp
felett. I/gy LK.
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Véges testek

Kovetkezmény.

Ha K véges test, melynek primteste Zj, akkor a K : Z, bdvités
Galois-bOvités.
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Véges testek

Kovetkezmény.

Ha K véges test, melynek primteste Zj, akkor a K : Z, bdvités
Galois-bOvités.

Kovetkezmény.

"o "o

Ha az L véges test a K test bévitése, akkor az L : K bovités Galois-bdvités.
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Véges testek

Legyen K tetszbleges test és G véges részcsoportja K*-nak. Ekkor G
ciklikus.
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Véges testek

Legyen K tetszbleges test és G véges részcsoportja K*-nak. Ekkor G
ciklikus.

Bizonyitas.

Legyen n a G véges Abel-csoport exponense. Ekkor g” =1 teljesiil
tetszéleges g € G-re, azaz G minden eleme gyoke az x" — 1 € K|[x]
polinomnak, igy |G| < n. Mivel n < |G| nyilvan teljesiil, ezért n = |G|.
Azaz G ciklikus. )
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Véges testek
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polinomnak, igy |G| < n. Mivel n < |G| nyilvan teljesiil, ezért n = |G|.
Azaz G ciklikus.

Kovetkezmény.

Ha K véges test, akkor K* ciklikus.
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Véges testek

Legyen K tetszbleges test és G véges részcsoportja K*-nak. Ekkor G
ciklikus.

Bizonyitas. . . ]
Legyen n a G véges Abel-csoport exponense. Ekkor g” = 1 teljesiil
tetszéleges g € G-re, azaz G minden eleme gydke az x" — 1 € K|[x]
polinomnak, igy |G| < n. Mivel n < |G| nyilvan teljesiil, ezért n = |G|.
Azaz G ciklikus.

Bizonyitas.

Kovetkezmény.
Ha K véges test, akkor K* ciklikus.

Kovetkezmény.

Ha az L test véges, akkor az L : K testbévités egyszerii. Ekkor G ciklikus.
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Véges testek

Legyen K p"-elemii test. Ekkor Aut(K) = (F).
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Véges testek

Legyen K p"-elemii test. Ekkor Aut(K) = (F).

Kovetkezmény.

Ha az L test véges és L : K testbdvités, akkor Gal(L : K) ciklikus, melynek
rendje [L : K].

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. madrcius 27. 14 / 14



	Automorphisms and fixed fields
	The fundamental theorem of Galois theory

	Finite fields

