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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: Galois-kapcsolat.

Legyenek A és B tetszbleges halmazok, és A C A x B. Legyenek ¢ és «v a
kovetkez6 leképezések:

¢: P(A) — P(B), U~ {be B|(u,b)€ A minden u € U-ra},

v: P(B) — P(A), Vi—{acAl|(a,v)e€ A minden v e V-re}.

A (p,7) leképezéspart a P(A) és P(B) halmazok kozdtti (a A
megfeleltetéshez tartozé) Galois-kapcsolatnak nevezziik.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: antimonoton leképezés.

Legyenek A és B tetszéleges halmazok, {: P(A) — P(B) tetszOleges
leképezések. Ekkor azt mondjuk, hogy a £ leképezés antimonoton, ha
barmely U, U" € P(A)-ra U C U’ esetén £(U') C £(U).
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Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w
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e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),
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Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),
e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és
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Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz birmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).

Azt mondjuk, hogy az U C A halmaz zart w-ra vonatkozéan, ha
w(U) =U.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonsagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.
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P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.
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Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

(1) A ¢ és ~y leképezések antimonotonok.

(2) A ¢, illetve a vy leképezés polaritds a B, illetve az A halmazon.
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Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonsagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

1) A ¢ és ~y leképezések antimonotonok.

(
(2) A ¢, illetve a vy leképezés polaritds a B, illetve az A halmazon.
(3)

3) Az U C A halmaz pontosan akkor zart vp-re vonatkozéan, ha van

olyan V C B, amelyre U = (V).

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)

Testelmélet és Galois-elmélet 2009. madrcius 20. 6 /33



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. marcius 20. 7 /33



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. marcius 20. 7 /33



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.
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Fixtestek és Galois-csoportok

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.
Ez az allitas nyilvanvalé.
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(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.
Ez az allitas nyilvanvalé.
(2) A @, illetve a yp leképezés polaritds a B, illetve az A halmazon.
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Bizonyit3ds.

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.

Ez az allitas nyilvanvalé.

(2) A @, illetve a yp leképezés polaritds a B, illetve az A halmazon.
Az 3llitdst pvy-ra igazoljuk. Legyen U, U" € P(A), U C U'. Ekkor (1)-et
felhasznalva azt kapjuk, hogy v(U’) C ~v(U), és igy szintén (1) szerint:

(V) = p(7(V)) € p(v(U")) = pr(U),

azaz @7 monoton.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyitas (folytatas).

Legyen V tetszbleges részhalmaza B-nek. Tegyiik fel, hogy van olyan
v € V, amely nem eleme ¢y(V)-nek. Ekkor

v & py(V) <= van olyan ug € y(V), amelyre (uo, v) & A.
fgy azonban ~y definiciéja miatt azt kapjuk, hogy
up € Y(V) <= minden v € V-re, (up, v) € A,

ami ellentmond az el6z6eknek. Ezzel igazoltuk, hogy ¢y extenziv.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

Legyen V tetszbleges részhalmaza B-nek. Ekkor ¢y extenzivitdsa miatt
V C ¢v(V). Felhasznélva, hogy v antimonoton azt kapjuk, hogy

(V) 2 v(e7(V)) = v¢y(V). Masrészt, vy extenzitvitdsa miatt

(V) € vp(v(V)) = vv(V), és igy az adédik, hogy

(V) =vev(V). (1)
Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy
prev(V) = (V)

azaz @y idempotens. Ezzel igazoltuk, hogy a ¢y leképezés polaritdas. A vy
leképezésre az allitds hasonldan igazolhatd.

v
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Bizonyitas (folytatas).

(3) Az U C A halmaz pontosan akkor zart yp-re vonatkozdan, ha van
olyan V C B, amelyre U = (V).
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Bizonyités (folytatas).

(3) Az U C A halmaz pontosan akkor zart yp-re vonatkozdan, ha van
olyan V C B, amelyre U = (V).

Tegylik fel, hogy U C A zart yp-re vonatkozdan, azaz y¢(U) = U. Ekkor
V = (V) C B-re teljesiil, hogy U = yp(U) = y(¢(V)) = v(V).
Forditva, tegyiik fel, hogy U = (V) valamely V C B-re. Ekkor (1) miatt

U=7(V)=vp1(V) = vp(v(V)) = v¢(U),

azaz U zart vyp-re vonatkozdan. Ezzel a tétel allitdsait igazoltuk.
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Példa.

Legyen L test, A= Aut(L), B = L, valamint legyen A az aldbbi
megfeleltetés A-bdl B-be: A = {(0,a) € Aut(L) x L | o(a) = a}. Ekkor
tetszéleges U C Aut(L), V C L halmazokra azt kapjuk, hogy

e(U)={aeL|(r,a) € A minden 7 € U-ra},

={aec L|7(a) =aminden 7 € U-ra} C L,
Y(V) ={o € Aut(L) | (o0,v) € A minden v € V-re},
= {o € Aut(L) | o(v) = v minden v € V-re} C Aut (L)

A tovébbiakban rogzitsiik az L testet és a (¢, ) Galois-kapcsolatot.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen L tetszOleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).
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Legyen L tetszOleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).

Az, hogy ¢(U) test, azaz részteste L-nek, nyilvanvald.

.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen L tetszOleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).

Az, hogy ¢(U) test, azaz részteste L-nek, nyilvdnvalé. Mivel U C (U),
ezért  antimonotonitdsa miatt ¢((U)) C ¢(U).

.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen L tetszOleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).

| A\

Bizonyit3ds.
Az, hogy ¢(U) test, azaz részteste L-nek, nyilvdnvalé. Mivel U C (U),
ezért  antimonotonitdsa miatt ¢((U)) C ¢(U). Felhaszndlva, hogy

vp(U) olyan részcsoportja Aut(L)-nek, amely tartalmazza U-t, azt kapjuk,
hogy U C (U) C vy(V).

.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen L tetszéleges test és U C Aut(L). Ekkor p(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).

Az, hogy ¢(U) test, azaz részteste L-nek, nyilvdnvalé. Mivel U C (U),
ezért  antimonotonitdsa miatt ¢((U)) C ¢(U). Felhaszndlva, hogy
~vp(U) olyan részcsoportja Aut(L)-nek, amely tartalmazza U-t, azt kapjuk,
hogy U C (U) C vp(U). A Galois-kapcsolatok tulajdonsagait alkalmazva
azt kapjuk, hogy

(V) = evp(U) = p(ve(U)) € o((U)) C ¢(U),

azaz p(U) = ¢((U)). Ezzel az éllitast igazoltuk.

.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Az el6z6 tétel allitdsa éppen azt mondja, hogy altaldban elegendd csupan
Aut(L) részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek.
TetszOleges o € L-re definidljuk a T, leképezést az alabbi médon:

Ta: G— L, o o(a).

Mivel LS vektortér L felett, ezért L® az L test p(G) részteste felett is
vektortér.
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Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a kovetkezd
allitdsok ekvivalensek:
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a kovetkezd
allitdsok ekvivalensek:

(i) A linedrisan fuggetlen ¢(G) felett;
(ii) {Ta | @ € A} linedrisan fiiggetlen p(G) felett;
(iii) {Ta | @ € A} linedrisan fiiggetlen L felett.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyitas.
(iii)=(ii), azaz ha { T, | a € A} linedrisan fiiggetlen L felett, akkor ¢(G)
felett is.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyitas.
(iii)=(ii), azaz ha { T, | a € A} linedrisan fiiggetlen L felett, akkor ¢(G)

felett is.
Mivel ¢(G) < L, ezért az &llitas nyilvdnvald.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

(i)==(i), azaz ha {T, | @ € A} linedrisan fiiggetlen ¢©(G) felett, akkor A
is linedrisan fiiggetlen fiiggetlen (G) felett.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).
(i)==(i), azaz ha {T, | @ € A} linedrisan fiiggetlen ¢©(G) felett, akkor A

is linedrisan fiiggetlen fiiggetlen (G) felett.
Tegyiik fel, hogy A nem linedrisan fliggetlen p(G) felett.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

(ii)==(i), azaz ha {T, | o € A} linedrisan fiiggetlen ¢©(G) felett, akkor A
is linedrisan fiiggetlen fiiggetlen (G) felett.

Tegyiik fel, hogy A nem linedrisan fliggetlen p(G) felett. Ekkor vannak
olyan a1, ..., a, € A vektorok és ay, ..., a, € p(G) skaldrok, amelyek
nem mind 0-3k, és amelyekre

ajay + -+ apa, =0

teljesdl.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

(ii)==(i), azaz ha {T, | o € A} linedrisan fiiggetlen ¢©(G) felett, akkor A
is linedrisan fiiggetlen fiiggetlen (G) felett.

Tegyiik fel, hogy A nem linedrisan fliggetlen ¢(G) felett. Ekkor vannak
olyan aq,...,a, € A vektorok és aj, ..., a, € ¢(G) skaldrok, amelyek
nem mind 0-3k, és amelyekre

ajay + -+ apa, =0
teljesiil. Ekkor tetszbleges o € G-re
0=0(0) =0(ara1 + -+ - + ann) = ar0(o1) + - - - + ano(an),

azaz a1 Ty, + -+ a5 Ta, = 0. Igy a {T, | a € A} vektorrendszer sem
linedrisan fliggetlen ¢(G) felett.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

(i)=={(iii), azaz ha A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett, akkor a
{Ts | @ € A} vektorrendszer linedrisan fliggetlen L felett.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).
(i)=={(iii), azaz ha A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett, akkor a

{Ts | @ € A} vektorrendszer linedrisan fliggetlen L felett.
Tegyiik fel, hogy a {T, | @ € A} vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen L

felett.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

(i)=={(iii), azaz ha A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett, akkor a

{Ts | @ € A} vektorrendszer linedrisan fliggetlen L felett.

Tegyiik fel, hogy a {T, | @ € A} vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen L
felett. Ekkor vannak olyan ag,...,a, € A vektorok és aj,...,a, € L
skalarok, amelyekre

aiTo, +--+anTy, =0. (2)

teljestil.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

(i)=={(iii), azaz ha A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett, akkor a

{Ts | @ € A} vektorrendszer linedrisan fliggetlen L felett.

Tegyiik fel, hogy a {T, | @ € A} vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen L
felett. Ekkor vannak olyan ag,...,a, € A vektorok és aj,...,a, € L
skalarok, amelyekre

aiTo, +--+anTy, =0. (2)

teljesiil. Tegylik fel, hogy az a1,...,a, € Aés a1,...,a, € L elemeket
Ugy valasztottuk meg, hogy n minimdlis.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. marcius 20. 17 / 33



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

A (2) formuldbdl kovetkezik, hogy tetszdleges o € G-re
ajo(aq)+ -+ apo(an) =0 (3)
is fenndll, és igy tetszbleges 7 € G-re igaz az
a7 to(ar) + -+ apm lo(an) =0

egyenl6ség. A 7 automorfizmust az el6bbi egyenl6ség mindkét oldalara
alkalmazva kapjuk, hogy a G csoport barmely o elemére teljesiil, hogy

7(a1)o(a1) + -+ - + 7(an)o(an) = 0. (4)

v
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyitds (folytatas).

Szorozzuk meg a (2) egyenléséget 7(an)-nel, a (4) egyenléséget pedig
ap-nel:

7(an)aro(a1) + - - + 7(an)ano(an) = 0,
ant(a1)o(a1) + -+ - + as7(an)o(an) = 0,

majd a kapott egyenl6ségeket vonjuk ki egymasbdl. Ekkor azt kapjuk,
hogy tetszbleges g € G-re

(a17(an) — an7(a1))o(a1) + -+ + (an—17(an) — an(an-1))o(an-1) =0

teljestil.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

Azaz
(a17(an) — an7(a1)) Tay + -+ - + (an—17(an) — an7(an-1)) Ta,_, = 0.

Ekkor az n természetes szam minimalitdsa miatt azt kapjuk, hogy az
aj7(an) — an7(aj) elemek mindegyike 0 (j =1,...,n). Azaz

m(ayta)) = ayta; (j=1,...,n) teljesiil barmely 7 € G-re. Ez pedig azt
jelenti, hogy a,taj € o(G) (j=1,...,n). A (3) egyenl8séget a, -gyel
megszorozva, és o = id; € G-t helyettesitve kapjuk, hogy

(aptar)ar + -+ (ay tap—1)an-1 + ap = 0,

azaz A nem linedrisan figgetlen ¢(G) felett. Ezzel a tételt igazoltuk.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tegylik fel, hogy G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor
|G| =[L:¢(G)], G =7¢(G) és L: p(G) Galois-bbvités.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tegylik fel, hogy G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor
|G| =[L:¢(G)], G =7¢(G) és L: p(G) Galois-bbvités.

Ha A C L linedrisan fliggetlen részhalmaz ¢(G) felett, akkor az elézd tétel
szerint {T, | @ € A} C LC linedrisan fiiggetlen L felett. Mivel

dim(L®) = |G|, ezért |A| < |G|. Ez pedig azt mutatja, hogy az L : ¢(G)
bovités véges és [L : ¢(G)] < |G|. Masrészt |G| < |ye(G)| < [L:p(G)] is
teljesiil, mivel G C vp(G). A fentiekbdl mar kovetkeznek a

|G| =[L:¢(G)] és G = y¢(G) egyenlbségek, és igy L : p(G)
Galois-bdvités.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges. Ha L : K Galois-bovités, akkor
v(K)| =[L: K] és K = ¢y(K). Mdsrészt, ha az L : K bévités nem
Galois-bdvités, akkor |y(K)| < [L: K] és K valddi részteste py(K)-nek.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges. Ha L : K Galois-bovités, akkor
v(K)| =[L: K] és K = ¢y(K). Mdsrészt, ha az L : K bévités nem
Galois-bdvités, akkor |y(K)| < [L: K] és K valddi részteste py(K)-nek.

Bizonyitas.

Az eldzé tétel szerint |y(K)| = [L : ¢y(K)]. Mivel L : K normilis és
szeparabilis, ezért [L : K] = [L : ¢y(K)]. Azonban K C ¢vy(K) is teljesiil,
igy K = ¢y(K). Kiilonben [L: ¢y(K)] < [L: K] all fenn, azaz K valédi
részteste py(K)-nak.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

v

A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontasi
testeiknek vizsgalata.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontasi
testeiknek vizsgalata.

Definicié: polinom Galois-csoportja.

Tegyiik fel, hogy f € K[x] és L az f polinom felbontdsi teste a K szamtest
felett. Ekkor az L : K testbdvités Gal(L : K) Galois-csoportjat az f
polinom Galois-csoportjdnak nevezziik, és Galk(f)-val fogjuk jeldlni.
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Polinom Galois-csoportja

A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontasi
testeiknek vizsgalata.

Definicié: polinom Galois-csoportja.

Tegyiik fel, hogy f € K[x] és L az f polinom felbontdsi teste a K szamtest
felett. Ekkor az L : K testbdvités Gal(L : K) Galois-csoportjat az f
polinom Galois-csoportjdnak nevezziik, és Galk(f)-val fogjuk jeldlni.

A Galg(f) csoport természetesen fiigg f-t6l és K-tdl, de nem fiigg a
felbontdsi test valasztasatdl.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

Legyen L az f € K[x] polinom felbontdsi teste K felett. Ha f szeparabilis,
akkor |Galk(f)| = [L: K] és K = ¢(Galk(f)); kiilonben
|Galk(f)| < [L: K] és K valddi részteste p(Galk(f))-nek.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja.

A Galk(f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test automorfizmusa.
Szédmunkra a legfontosabb az lesz, hogy o hogyan hat az f polinom

gyokeinek halmazan. A kovetkezd tétel szerint nem vesztiink informaciét,
ha csak ezt a hatast vizsgaljuk.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja.

A Galk(f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test automorfizmusa.
Szamunkra a legfontosabb az lesz, hogy o hogyan hat az f polinom
gyokeinek halmazan. A kovetkezd tétel szerint nem vesztiink informaciét,
ha csak ezt a hatast vizsgaljuk.

Tétel.

| A

Legyen L az f € K[x] polinom felbontdsi teste K felett, és jeldlje R az f
polinom L-beli gyokeinek halmazat. Ekkor tetszéleges o € Galk(f)-ra
O'|R € Sg, és a

&: Galk(f) — Sg, 0 — o|r

leképezés injektiv homomorfizmus.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja.

Bizonyitas.

Legyen o a Gal(K : L) csoport tetszbleges eleme. Ekkor o = f, mivel
f € K[x]. Ha a € L gydke f-nek, akkor

f(o(a)) = o(f(e)) = 0(0) =0,

azaz o(a) is gyoke f-nek. Ez azt jelenti, hogy o(R) C R. Ha azt is
figyelembe veszziik, hogy o bijektiv és R véges, akkor azt kapjuk, hogy
o(R) = R. igy o|r € Sr. A & leképezés nyilvan (csoport)
homomorfizmus. Tegyiik fel, hogy &(c) = &(7). Ekkor o|g = 7|r, és igy
77 1o(a) = a teljesiil tetszéleges a € K U R-re. Mivel L = K(R), ezért
7710 =id;, azaz & injektiv leképezés. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,

azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galk(f), amelyre o(a) = 5.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 5. Tegyiik fel, hogy f € K[x] egy
n-edfokd polinom, amelynek n kiilonb6zé gyoke van egy L felbontdsi
testében és Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazan.

2009. madrcius 20. 27 /33
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 5. Tegyiik fel, hogy f € K[x] egy
n-edfokd polinom, amelynek n kiilonb6zé gyoke van egy L felbontdsi
testében és Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazdn. Legyen m az f
polinom « gyokének minimalpolinomja K felett, valamint 5 € L az f
polinom egy tetszdleges gyoke.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galk(f), amelyre o(a) = 3. Tegyiik fel, hogy f € K|[x] egy
n-edfokd polinom, amelynek n kiilonb6zé gyoke van egy L felbontdsi
testében és Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazdn. Legyen m az f
polinom « gyokének minimalpolinomja K felett, valamint 5 € L az f
polinom egy tetszbleges gyoke. Ekkor van olyan o € Galk(f), amelyre
o(a) = 3. Ezért

m(3) = m(o(a)) = a(m)(o(a)) = a(m(a)) =0,

és igy m-nek legalabb n gyoke van. Mivel m | f, ezért f = km valamely
k € K-ra. Ezért f irreducibilis.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Legyen G permutaciécsoport az X véges halmazon. Az X halmazon
definiadljuk a ~ reldciét a kovetkezoképpen:

X~y <= x=yvagy (xy) € G.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Legyen G permutaciécsoport az X véges halmazon. Az X halmazon
definiadljuk a ~ reldciét a kovetkezoképpen:

X~y <= x=yvagy (xy) € G.

A ~C X x X relacié nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Tegylik fel, hogy az
x,y,z € X elemekre teljesil, hogy x ~ y és y ~ z. Ha x = y vagy y = z,
akkor x ~ z nyilvan teljesul. Tegylik fel, hogy x # y és y # z, ekkor
(xy),(yz) € G. Mivel G csoport, ezért (xz) =(xy)-(yz)-(xy) € G.
Azaz (xz) € G, és igy x ~ z. Ezzel igazoltuk, hogy ~ ekvivalenciarelacid.

v
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre E,, illetve E, az x, illetve y
elemeket tartalmazd ~-ekvivalenciaosztédly. Mivel G tranzitiv, ezért van
olyan o € G, amelyre y = o(x) teljesiil. Ha x” € E,, akkor x ~ x’ miatt
x = x' vagy (xx') € G teljesiil. Igy x # x' esetén

G 2o (xx)o = (o(x)o(x)) = (yo(x))

miatt o(x’) € E,. Azaz o(E) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
|Ex| < |Ey|. Az x és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy

|Ex| = |Ey|. Ezzel megmutattuk, hogy barmely két ekvivalenciaosztaly
elemszama megegyezik.
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Egy példa.

Ha X elemszdma primszdm és G tartalmaz legaldbb egy transzpozicidt,
akkor G tranzitivitdsa miatt G az Gsszes transzpozicidt tartalmazza,
amelyek azonban generdljdk Sx-et, igy G = Sx.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Ha X elemszdma primszdm és G tartalmaz legaldbb egy transzpozicidt,
akkor G tranzitivitdsa miatt G az Gsszes transzpozicidt tartalmazza,
amelyek azonban generdljdk Sx-et, igy G = Sx.

Legyen p primszam, és tegyiik fel, hogy f € Q[x] olyan p-edfokd
irreducibilis polinom, amelynek pontosan p — 2 darab valds gyoke van.
Ekkor Galg(f) = Sp.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Legyen L C C az f polinom felbontasi teste Q felett. Mivel f irreducibilis,
ezért Galg(f) tranzitivan hat f (L-beli) gyckeinek R halmazin. Az

& L— L, z— Z leképezés nyilvan eleme f Galois-csoportjanak, és

&|r € Sg transzpozicié. Igy a

{U’R | o€ GalQ(f)} < Sg

permutaciécsoport tranzitiv és tartalmaz transzpoziciét. Ekkor az el6zdek
szerint {o|r | 0 € Galg(f)} = Sg. Tovabb3,

Gal@(f) ~ Sp & Sp.
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Egy példa.

Tekintsiik az f = x> — 4x + 2 € Q[x] polinomot.
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Egy példa.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Tekintsiik az f = x> — 4x + 2 € Q[x] polinomot. A
Schonemann-Eisenstein-tétel szerint az f polinom irreducibilis és pontosan
3 darab valés gyoke van. Az el6z6 tétel szerint Galg(f) = Ss.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.
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1. abra: Az f és D(f) polinomok grafikonja.
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