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Polinomok tobbszoros gyokei

Bevezetés

Definicié: szeparabilis irreducibilis polinom.

Legyen K test és f egy irreducibilis n-edfokd polinom K felett, melynek
felbontdsi teste L. Azt mondjuk, hogy az f polinom szeparabilis (a K
teste felett), ha f-nek n kiilonbozé gyodke van L-ben.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Bevezetés

Definicié: szeparabilis irreducibilis polinom.

Legyen K test és f egy irreducibilis n-edfokd polinom K felett, melynek
felbontdsi teste L. Azt mondjuk, hogy az f polinom szeparabilis (a K
teste felett), ha f-nek n kiilonbozé gyodke van L-ben.

Definicié: szeparébilits polinom.

Legyen K test és f egy tetszdleges polinom K felett. Azt mondjuk, hogy
az f polinom szeparabilis (a K teste felett), ha f valamennyi
irreducibilis tényezdje szeparabilis K felett.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Bevezetés

Definicié: szepardbilis elem.

Legyen L : K tetszbleges testbOvités és o € L. Azt mondjuk, hogy az
elem szeparabilis (a K test felett), ha « algebrai K felett és m, x
szeparabilis.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Bevezetés

Definicié: szepardbilis elem.

Legyen L : K tetszbleges testbOvités és o € L. Azt mondjuk, hogy az
elem szeparabilis (a K test felett), ha « algebrai K felett és m, x
szeparabilis.

Definicié: szeparabilis bovités.
Az L : K testbévitést szeparabilisnek nevezziik, ha az L test minden
eleme szeparabilis K felett.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Bevezetés

Definicié: szepardbilis elem.

Legyen L : K tetszbleges testbOvités és o € L. Azt mondjuk, hogy az
elem szeparabilis (a K test felett), ha « algebrai K felett és m, x
szeparabilis.

Definicié: szeparabilis bovités.
Az L : K testbévitést szeparabilisnek nevezziik, ha az L test minden
eleme szeparabilis K felett.

Tegylik fel, hogy az L : K testbdvités szeparabilis. Ekkor tetszbleges
K < M < L kozbiilsé testre az L : M és M : K bovitések is szeparabilisak.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tegyiik fel, hogy a K(«) : K testbévités d-edfokd egyszerii algebrai
bovités, valamint legyen j: K — L injektiv homomorfizmus. Ha «
szepardbilis K felett és jn, . elsdfokid polinomok szorzatara bomlik L
felett, akkor pontosan d darab olyan injektiv homomorfizmus van

K(«)-bdl L-be, amely kiterjesztése j-nek. Kiilonben d-nél kevesebb ilyen
injektiv homomorfizmus van.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

Tegyiik fel, hogy a K(«) : K testbévités d-edfokd egyszerii algebrai
bovités, valamint legyen j: K — L injektiv homomorfizmus. Ha «
szepardbilis K felett és jn, . elsdfokid polinomok szorzatara bomlik L
felett, akkor pontosan d darab olyan injektiv homomorfizmus van
K(«a)-bdl L-be, amely kiterjesztése j-nek. Kiilonben d-nél kevesebb ilyen
injektiv homomorfizmus van.

A\

Lemma (Kiterjesztési Lemma).

Legyenek K, K’ testek, n: K — K’ izomorfizmus, és L : K, L' : K. Tegylik
fel, hogy az v € L elem algebrai K felett, és legyen f = m, x € K[x].
Ekkor 1 pontosan akkor terjeszthetd ki egy ¢: K(a) — L' injektiv
homomorfizmussd, ha ns-nek van gyoke L’-ben, és ebben az esetben 7-t
annyiféleképpen tudjuk kiterjeszteni ahany gyoke van n¢-nek L'-ben.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tegylik fel, hogy a K’ : K testbdvités d-edfoki véges bévités, valamint
legyen j: K — L injektiv homomorfizmus. Ha a K’ : K testbévités
szeparabilis és tetszéleges o € K'-re jmeq.x €lséfokl polinomok szorzatdra
bomlik L felett, akkor pontosan d darab olyan injektiv homomorfizmus van
K’-b8l L-be, amely kiterjesztése j-nek. Kilonben d-nél kevesebb ilyen
injektiv_ homomorfizmus van.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Kovetkezmény.

Tegyiik fel, hogy L : K véges bdvités és L = K(aq,...,a,). Ha «;
szeparabilis K(azq, ..., aj_1) felett minden j-re (1 <7< r), akkor L : K
szeparabilis.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Kovetkezmény.

Tegyiik fel, hogy L : K véges bdvités és L = K(aq,...,a,). Ha «;
szeparabilis K(azq, ..., aj_1) felett minden j-re (1 <7< r), akkor L : K
szeparabilis.

Kovetkezmény.

Tegyiik fel, hogy L : K véges bdvités és L = K(aq,...,a,). Ha «;
szeparabilis K felett minden i-re (1 < i < r), akkor L : K szeparabilis.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Kovetkezmény.

Tegyiik fel, hogy L : K véges bdvités és L = K(aq,...,a,). Ha «;
szeparabilis K(azq, ..., aj_1) felett minden j-re (1 <7< r), akkor L : K
szeparabilis.

Kovetkezmény.

Tegyiik fel, hogy L : K véges bdvités és L = K(aq,...,a,). Ha «;
szeparabilis K felett minden i-re (1 < i < r), akkor L : K szeparabilis.

| A\

Kovetkezmény.

Tegyiik fel, hogy f € K|[x] szeparabilis K felett és L az f polinom egy
felbontdsi teste. Ekkor az L : K testbévités szeparabilis.

.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Kovetkezmény.

Tegylik fel, hogy az K, L, M testekre L : M és M : K teljesiil. Ha az L : M
és M : K testbovitések szeparabilisek, akkor az L : K bévités is szeparabilis.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Kovetkezmény.

Tegylik fel, hogy az K, L, M testekre L : M és M : K teljesiil. Ha az L : M
és M : K testbovitések szeparabilisek, akkor az L : K bévités is szeparabilis.

Definicid: Galois-bovités.

A véges, normalis és szeparabilis bovitéseket Galois-bovitéseknek
nevezziik.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Kovetkezmény.

Tegylik fel, hogy az K, L, M testekre L : M és M : K teljesiil. Ha az L : M
és M : K testbovitések szeparabilisek, akkor az L : K bévités is szeparabilis.

Definicié: Galois-bovités.

A véges, normalis és szeparabilis bovitéseket Galois-bovitéseknek
nevezziik.

Tétel.

Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges. Ha L : K Galois-bovités, akkor
|Gal(L : K)| = [L : K], kiilonben |Gal(L : K)| < [L : K].

| A

v
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen f # 0 tetszéleges polinom a K test felett, és legyen L az f polinom
egy felbontasi teste. Ekkor az f polinom felirhaté

f=Ax—a1)2 - (x — )"

alakban, ahol a1, ..., @, az f polinom paronként kiilonbozé gyokei L-ben.
Az l; € N egészet az «; gyok multiplicitdsanak nevezziik. Ha ¢; = 1, akkor
«; egyszeres gyok, kilonben pedig tobbszoros gyok. Megjegyezziik,
hogy az f polinom gyokeinek multiplicitdsa fliggetlen a felbontési test
valasztasatol. )
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Definicié: (formdlis) derivalt.

Legyen K tetszlleges test, és legyen D, a kovetkezd leképezés:

ha f € K,

n
0
D,: K[x] — K[x], ax” '
[]_> [] Z k H{ Z;é(k+1)ak+lxk7 ha f*=n> 1.

k=0

A D, leképezést (formalis) drivalasnak nevezziik a K|[x] halmazon.

A kovetkezo tétel a formalis derivalas tulajdonsdgait foglalja 6ssze.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Tétel.

Legyen K tetszbleges test, ekkor a D, formdlis derivaldsra teljesiilnek a
kovetkezok.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Tétel.

Legyen K tetszbleges test, ekkor a D, formdlis derivaldsra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformacidja a K test feletti K|[x] vektortérnek.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen K tetszbleges test, ekkor a D, formdlis derivaldsra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformacidja a K test feletti K|[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié a K[x] halmazon, azaz tetszéleges f, g € K[x]-re
D.(f - g) = Di(f) - g+ f - D«(g) teljesiil.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen K tetszbleges test, ekkor a D, formdlis derivaldsra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformacidja a K test feletti K|[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié a K[x] halmazon, azaz tetszéleges f, g € K[x]-re
D.(f - g) = Di(f) - g+ f - D«(g) teljesiil.

(3) Ha char(K) = 0, akkor ker (Dy) = K, és a Dy leképezés sziirjektiv.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen K tetszbleges test, ekkor a D, formdlis derivaldsra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformacidja a K test feletti K|[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié a K[x] halmazon, azaz tetszéleges f, g € K[x]-re
D.(f - g) = Di(f) - g+ f - D«(g) teljesiil.

(3) Ha char(K) = 0, akkor ker (Dy) = K, és a Dy leképezés sziirjektiv.

(4) Ha char(K) = p primszam, akkor

ker (Dx) = {h(x") | h € K[x]},

és D, képterét generdljdk az x¥ monomok (k € Ny, pt k + 1).
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bovitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, D«(f)) legaldbb elséfoki polinom, amelynek gycke c.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bovitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, D«(f)) legaldbb elséfoki polinom, amelynek gycke c.

Bizonyitas.

Tegylik fel, hogy o € L tobbszoros gyoke f-nek a K test L bovitésében.
Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[x].
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bovitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, D«(f)) legaldbb elséfoki polinom, amelynek gycke c.

Bizonyitas.

Tegylik fel, hogy o € L tobbszoros gyoke f-nek a K test L bovitésében.
Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[x].
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bévitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, D«(f)) legaldbb elséfoki polinom, amelynek gycke c.

Tegylik fel, hogy o € L tobbszoros gyoke f-nek a K test L bovitésében.
Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[x]. Tovabba az is teljesiil, hogy

D (f) = U(x — a)*tg + (x — @)’ Dy(f)
= (x — )" (Lg + (x — ) Di(F)).-
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bévitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, D«(f)) legaldbb elséfoki polinom, amelynek gycke c.

Tegylik fel, hogy o € L tobbszoros gyoke f-nek a K test L bovitésében.
Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[x]. Tovabba az is teljesiil, hogy

D (f) = U(x — a)*tg + (x — @)’ Dy(f)
= (x — )" (Lg + (x — ) Di(F)).-

Ekkor x — « osztdja az f és Dy(f) polinomoknak L[x]-ben, és igy
x —a | Ink.o.(f, Dy(f)).
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Bizonyités (folytatas).

Tegylik fel, hogy az f € K[x] polinomnak (f* = n € N) nincs tobbszoros
gyoke a K test L bovitésében. Legyen f = g1 --- g+ az f polinom
irreducibilis felbontdsa L felett, valamint legyen M az f polinom felbontdsi
teste L felett:

fF=Ax—o)% - (x—as)”,

ahol A € K, a1,...,as € M paronként kiilonboz6 elemek és
b1+ -+ £€s = n. Ekkor

Dy (f) = Dx(g1) ‘g2 8+ -+ 81 8t—1 - Dx(8¢)
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Bizonyités (folytatas).

Ha aq,...,as € L, akkor In.k.o.(f, Dy(f))-nek sem lehet gycke L-ben.
Tegyiik fel, hogy valamely i € {1,...,s}-re aj € L. Ekkor gj = x — «;
irreducibilis tényezdje f-nek, és x — ;-t6l kiilonbozo irreducibilis
tényezének nem gydke ;. Igy

Di(f)(ei) = g1(evi) - - - gj-1(ai) - Dx(x — ai) (i) - gj+a(ai) - - - ge(ai) # 0
miatt «; nem lehet gyoke In.k.o.(f, Dy(f))-nek sem.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. marcius 2. 13 /17



Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Kovetkezmény.

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikaja 0, valamint legyen f
irreducibilis polinom K felett, melynek egy felbontasi teste L. Ekkor az f
polinom valamennyi gyoke egyszeres L-ben.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Kovetkezmény.

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikaja 0, valamint legyen f
irreducibilis polinom K felett, melynek egy felbontasi teste L. Ekkor az f
polinom valamennyi gyoke egyszeres L-ben.

Kovetkezmény.

Ha a K testre char(K) = 0 teljesiil, akkor minden K feletti polinom
szeparabilis.
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Polinomok tobbszoros gyokei

(Formalis) derivélas

Tétel.

Legyen K test és tegyiik fel, hogy f € K|[x] irreducibilis polinom. Ekkor az
f polinom pontosan akkor nem szeparabilis, ha char(K) = p > 0 és

f=apx"+---+a;xP + ap.
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Polinomok tobbszoros gyokei

A Frobenius-endomorfizmus

Tegyiik fel, hogy a K testre char(K) = p > 0 teljesiil. Ekkor a

§: K — K, a— aP leképezés injektiv homomorfizmus, valamint az
a € K elemre pontosan akkor teljesiil, hogy §(a) = o, ha o a K test
primtestében van.
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Polinomok tobbszoros gyokei

A Frobenius-endomorfizmus

Tegyiik fel, hogy a K testre char(K) = p > 0 teljesiil. Ekkor a

§: K — K, a— aP leképezés injektiv homomorfizmus, valamint az
a € K elemre pontosan akkor teljesiil, hogy §(a) = o, ha o a K test
primtestében van.

v

Definicid: Frobenius-endomorfizmus.

A fenti §: K — K, a — aP leképezést Frobenius-endomorfizmusnak
nevezziik.

.
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Polinomok tobbszoros gyokei

A Frobenius-endomorfizmus

Tétel.

Tegyiik fel, hogy a K testre char(K) = p > 0 teljesiil. Ekkor a

§: K — K, a— aP leképezés injektiv homomorfizmus, valamint az
a € K elemre pontosan akkor teljesiil, hogy §(a) = o, ha o a K test
primtestében van.

Definicid: Frobenius-endomorfizmus.

A fenti §: K — K, a— aPf leképezést Frobenius-endomorfizmusnak
nevezziik.

Kovetkezmény.

Ha char(K) = p > 0 és a K test algebrai a primteste felett, akkor a
Frobenius-endomorfizmus automorfizmus.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Inszeparabilis polinomok

Tegyiik fel, hogy char(K) = p > 0 és legyen

f=x"P+ an_lx("_l)p 4+t axP a9 € K[X].
Ekkor az f polinom pontosan akkor irreducibilis K felett, ha a
g=x"+ap1x" 1.+ ax+a

polinom irreducibilis K[x]-ben és van olyan i € {1,...,n— 1} index,
amelyre a; nem p-hatvany K-ban.
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Polinomok tobbszoros gyokei

Inszeparabilis polinomok

Tegyiik fel, hogy char(K) = p > 0 és legyen

f=x"4a,_1x("DP 4.4 axP+ ap € K[x].
Ekkor az f polinom pontosan akkor irreducibilis K felett, ha a
g=x"+ap_1x" 14+ . Fax+ap

polinom irreducibilis K[x]-ben és van olyan i € {1,...,n— 1} index,
amelyre a; nem p-hatvany K-ban.

Kovetkezmény.

Ha a p karakterisztikaji K test algebrai bovitése primtestének, akkor
minden K feletti polinom szeparabilis.
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