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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen L = Q(v2 + /3 +1/5) és g = x* — 106x? + 1369 € Q[x].
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen L = Q(v2 + V3 +/5) és g = x* — 106x% + 1369 € Q[x]. A g
polnom irreducibilis és van gyoke az L testben, mivel g(2v/2 +3v/5) = 0 és
2v2+3V5 e L.
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen L = Q(v2 + V3 +/5) és g = x* — 106x% + 1369 € Q[x]. A g
polnom irreducibilis és van gyoke az L testben, mivel g(2v/2 +3v/5) = 0 és
2v/2+3v5 € L. A g polinom elséfokd tényezék szorzatira bomlik L felett:
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen L = Q(v2 + V3 +/5) és g = x* — 106x% + 1369 € Q[x]. A g
polnom irreducibilis és van gyoke az L testben, mivel g(2v/2 +3v/5) = 0 és
2v/2+3v5 € L. A g polinom elséfokd tényezék szorzatira bomlik L felett:

g = (x — 2V2 +3V5)(x + 2v2 — 3v/5)
(x4 2V2 4 3V5) (x — 2v2 — 3V/5).
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen L felbontasi teste az £ € K[x] polinomnak a K test felett, valamint
legyen g € K|[x] irreducibilis polinom. Ekkor g-nek vagy valamennyi gyoke
benne van L-ben, vagy nincs gyoke L-ben.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen L felbontasi teste az £ € K[x] polinomnak a K test felett, valamint
legyen g € K|[x] irreducibilis polinom. Ekkor g-nek vagy valamennyi gyoke
benne van L-ben, vagy nincs gyoke L-ben.

Tegylik fel, hogy a g polinomnak van egy (3 gyoke L-ben. Mivel
L=K(ai,...,ap), ahol aq,...,a, az f polinom gyokei L-ben, ezért (3
felirhaté p(ai, ..., an) alakban alkalmas p € K[x] polinomra. A tétel
allitdsanak bizonyitdsa annak igazolasan mulik, hogy g minden gyoke el&all
p(Qig, - - ., Qns) alakban alkalmas o € S, permutécidra.

v
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Definicié: normdlis bovités.

Az L : K testboOvités normalis, ha algebrai bovités és valahanyszor

f € K|[x] irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfoki tényezék
szorzatara bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

2009. februar 23.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Definicid: normalis bévités.

Az L : K testboOvités normalis, ha algebrai bovités és valahanyszor
f € K|[x] irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfoki tényezék
szorzatara bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Kovetkezmény.

Ha L az f € K[x] polinom felbontdsi teste, akkor az L : K bévités normilis.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Definicié: normdlis bovités.

Az L : K testbévités normalis, ha algebrai bovités és valahanyszor

f € K|[x] irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfoki tényezék
szorzatara bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Kovetkezmény.

Ha L az f € K[x] polinom felbontdsi teste, akkor az L : K bévités normilis.

Kovetkezmény.

Az L : K algebrai bévités pontosan akkor normdlis, ha barmely o € L-re
mg, i elséfokl tényezok szorzatara bonthaté L[x]-ben.
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

A normilis bovitések leirdsdhoz ki kell terjeszteniink a felbontasi test
fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. februdr 23. 5/ 14



Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

A normilis bovitések leirdsdhoz ki kell terjeszteniink a felbontasi test
fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

v

Definicié: polinomhalmaz felbontasi teste.

Legyen K tetszdleges test és S C K|[x]. Azt mondjuk, hogy a K test L
bévitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S valamennyi
eleme elséfokd tényezdk szorzatara bonthatd L[x|-ben, és L a legsziikebb
ilyen tulajdonsagu test.
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

A normilis bovitések leirdsdhoz ki kell terjeszteniink a felbontasi test
fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

v

Definicié: polinomhalmaz felbontasi teste.

Legyen K tetszdleges test és S C K|[x]. Azt mondjuk, hogy a K test L
bévitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S valamennyi
eleme elséfokd tényezdk szorzatara bonthatd L[x|-ben, és L a legsziikebb
ilyen tulajdonsagu test.

Ha az S halmaz véges, S = {fi,...,f,}, akkor S felbontdsi teste
megegyezik az f = f - - - f, polinom felbontasi testével.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. februdr 23. 5/ 14



Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L : K testbdvités pontosan akkor normdlis, ha L valamely S C K|[x]
polinomhalmaz felbontdsi teste.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L : K testbévités pontosan akkor normilis, ha L valamely S C K[x]
polinomhalmaz felbontasi teste.

Tegyiik fel, hogy L : K normalis, és legyen S = {m, k | o € L}.

A,
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Az L : K testbévités pontosan akkor normilis, ha L valamely S C K[x]
polinomhalmaz felbontasi teste.

Tegyiik fel, hogy L : K normilis, és legyen S = {m, k | @ € L}. Ekkor S
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L : K testbdvités pontosan akkor normdlis, ha L valamely S C K|[x]
polinomhalmaz felbontasi teste.

Tegyiik fel, hogy L : K normilis, és legyen S = {m, k | @ € L}. Ekkor S
valamennyi eleme elséfokd tényezék szorzatara bonthaté L[x]-ben.

Tovabba ezzel a tulajdonsaggal nyilvan nem rendelkezik L egyetlen valddi
részteste sem.

A,
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L : K testbdvités pontosan akkor normdlis, ha L valamely S C K|[x]
polinomhalmaz felbontasi teste.

Tegyiik fel, hogy L : K normilis, és legyen S = {m, k | @ € L}. Ekkor S
valamennyi eleme elséfokd tényezék szorzatara bonthaté L[x]-ben.
Tovabba ezzel a tulajdonsaggal nyilvan nem rendelkezik L egyetlen valddi
részteste sem.

Tegyiik fel, hogy L felbontési teste az S C K|[x] polinomhalmaznak.
Legyen R az S-beli polinomok gyokeinek halmaza. Ekkor L = K(R) és az
L : K bovités algebrai, mivel R minden eleme algebrai K felett. Legyen 3
tetszoleges eleme az L testnek. Ekkor vannak olyan ay,...,a: € R
elemek, amelyekre 8 € K(azq, ..., at).

A,
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

Minden i-re (1 < i < t) vélasszunk egy f; € S polinomot, amelynek gyoke
«j, és legyen f = f1--- f;. Jelolje Ry az f polinom gyokeinek a halmazat
L-ben.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

Minden i-re (1 < i < t) vélasszunk egy f; € S polinomot, amelynek gyoke
«j, és legyen f = f1--- f;. Jelolje Ry az f polinom gyokeinek a halmazat
L-ben. Ekkor K(Ry) felbontési teste az f polinomnak K felett.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

Minden j-re (1 < i < t) vélasszunk egy f; € S polinomot, amelynek gydke
«j, és legyen f = f1--- f;. Jelolje Ry az f polinom gyokeinek a halmazat
L-ben. Ekkor K(Ry) felbontasi teste az f polinomnak K felett. Legyen az
mg k polinom felbontdsi teste K(Ry) felett H. Tekintsiik mg x egy 3’ # 3
gyokét H-ban. Meg fogjuk mutatni, hogy 5’ € K(R¢) C L.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

Minden j-re (1 < i < t) vélasszunk egy f; € S polinomot, amelynek gydke
«j, és legyen f = f1--- f;. Jelolje Ry az f polinom gyokeinek a halmazat
L-ben. Ekkor K(Ry) felbontasi teste az f polinomnak K felett. Legyen az
mg k polinom felbontdsi teste K(Ry) felett H. Tekintsiik mg x egy 3’ # 3
gyokét H-ban. Meg fogjuk mutatni, hogy 5’ € K(R¢) C L.

Mivel mg i a (3 és 3 elemeknek is minimélpolinomja a K test felett, ezért

[K(B) : K] = [K(5) : KI. (1)
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

Minden j-re (1 < i < t) vélasszunk egy f; € S polinomot, amelynek gydke
«j, és legyen f = f1--- f;. Jelolje Ry az f polinom gyokeinek a halmazat
L-ben. Ekkor K(Ry) felbontasi teste az f polinomnak K felett. Legyen az
mg k polinom felbontdsi teste K(Ry) felett H. Tekintsiik mg x egy 3’ # 3
gyokét H-ban. Meg fogjuk mutatni, hogy 5’ € K(R¢) C L.

Mivel mg i a (3 és 3 elemeknek is minimélpolinomja a K test felett, ezért

[K(B) : K] = [K(5) : KI. (1)

Legyen n = idk. Ekkor nf = f és n kiterjeszthetd egy olyan
¥: K(8) — K(3') injektiv homomorfizmussa, amelyre ¢(3) = 3 teljesiil
(vo.: Kiterjesztési Lemma).
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

Minden j-re (1 < i < t) vélasszunk egy f; € S polinomot, amelynek gydke
«j, és legyen f = f1--- f;. Jelolje Ry az f polinom gyokeinek a halmazat
L-ben. Ekkor K(Ry) felbontasi teste az f polinomnak K felett. Legyen az
mg k polinom felbontdsi teste K(Ry) felett H. Tekintsiik mg x egy 3’ # 3
gyokét H-ban. Meg fogjuk mutatni, hogy 5’ € K(R¢) C L.

Mivel mg i a (3 és 3 elemeknek is minimélpolinomja a K test felett, ezért

[K(B) : K] = [K(5) : KI. (1)

Legyen n = idk. Ekkor nf = f és n kiterjeszthetd egy olyan

¥: K(8) — K(3') injektiv homomorfizmussa, amelyre ¢(3) = 3 teljesiil
(vo.: Kiterjesztési Lemma). Mivel a K(3') testet generdlja K U {3'}, ezért
¥ izomorfizmus. A K(Ry) test felbontési teste f-nek K () felett és

K(Rr U {p'}) felbontdsi teste 9 = f-nek K(3') felett.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Bizonyités (folytatas).

fgy a felbontasi test egyértelmiiségérol szold tétel szerint van olyan
7: K(Rr) — K(Rf U{B'}) izomorfizmus, amelyre 7|3 = 9. Ez pedig
azt jelenti, hogy

[K(Rf) : K(B)] = [K(Re U{B'}) : K(B')],
és igy a Fokszdmtétel és (1) szerint

[K(Rf) - K] = [K(Rr) - K(BIK(B) : K]
= [K(Rr U {B'}) : K(DNIK(B) : K]
= [K(Rr U{B}) : K].

Mivel K(R¢) C K(Rs U {3}), ezért K(Rr) = K(R¢ U{3'}). Ebbsl pedig
mar kovetkezik, hogy ' € K(Ry¢).
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Kovetkezmény.

v

Az L : K véges testbovités pontosan akkor normalis, ha L valamely
f € K[x] polinom felbontdsi teste.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Kovetkezmény.

Az L : K véges testbovités pontosan akkor normalis, ha L valamely
f € K[x] polinom felbontdsi teste.

| N

Bizonyitds.

Ha L valamely f € K[x] polinom felbontdsi teste, akkor az el6z6 tétel
szerint az L : K bovités normalis. Forditva, tegyiik fel, hogy L : K véges és
normdlis. Legyen [L: K] = k és a1,...,ax € L az L, mint K feletti
vektortér, bazisa. Ekkor L éppen az f = mq, i - - Mg, k € K[x] polinom
felbontasi teste. )
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Ha az L : K bovités normalis és M kozbuls6 teste a bovitésnek, akkor az
L : M bovités is normalis.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Ha az L : K bovités normalis és M kozbuls6 teste a bovitésnek, akkor az
L : M bovités is normalis.

Az el6z6 tétel szerint, ha az L : K testbdvités normalis, akkor az L : M
testbovités is normalis, ahol K < M < L. Vajon mi a helyzet az M : K
bévitéssel?

Legyen € & R egy komplex harmadik egységgyok. Ekkor a Q(v/2,¢) : Q
bévités normalis, mivel Q(v/2,¢) az f = x3 — 2 polinom felbontasi teste Q
felett. Azonban a Q(v/2) : Q b&vités nem normalis, mivel f-nek van gyoke
a Q(v/2) testben, de f nem bomlik fel elséfokii polinomok szorzatara

Q(v/2)[x]-ben.

\
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Definicid: testbovités Galois-csoportja.

Legyenek K és L testek tgy, hogy K < L. Ekkor Aut(L)-lel jeléljik az L
test automorfizmusainak csoportjat, valamint

Autk(L) = {o € Aut(L) | (k) = k minden k € K-ra}.

Nyilvdnvald, hogy Auty(L) részcsoportja Aut(L)-nek. Az L test
automorfizmuscsoportjanak Auty (L) részcsoportjat az L : K testbovités
Galois-csoportjanak nevezziik, és Gal(L : K)-val jeldljiik.
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

s

Tegylik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normadlis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

s

Tegylik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normadlis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bévités normilis;
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normadlis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bévités normilis;

(2) ha o € Autk(L), akkor (M) C M;
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normadlis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bévités normilis;
(2) ha o € Autk(L), akkor (M) C

M;
(3) ha o € Autk(L), akkor o(M) = M.
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normadlis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bévités normilis;
(2) ha o € Autk(L), akkor o(M) C

M;
(3) ha o € Autk(L), akkor o(M) = M.

| .

Bizonyitas.

(1)==(2): Tegyiik fel, hogy az M : K bdvités normilis, és legyen

o € Autk(L). Legyen o az M test tetszOleges eleme, melynek
minimélpolinomja f = m, k € K[x]. Ekkor f(o(a)) = o(f(a)) =0, azaz
o(a) is gyoke f-nek. Mivel f linedris tényezékre bomlik M[x]-ben, ezért
o(a) € M. igy o(M) C M.

N\
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Bizonyitas (folytatas).

(2)==(3): Az allitas kovetkezik abbdl, hogy o' € Auty(L).

(3)==(1): Tegyiik fel, hogy tetszbleges o € Autk(L)-ra c(M) =M
teljesiil. Legyen ov az M test tetszbleges eleme, melynek minimalpolinomja
f = my k € K[x]. Legyen 8 az f polinom a-tdl kiilonbozé gyoke L-ben
(mivel az L : K bévités normalis, ezért f valamennyi gyoke L-ben van).
Azt kell igazolnunk, hogy 5 € M. A Kiterjesztési Lemma szerint az

n = idk izomorfizmus kiterjeszthetd egy J: K(a) — K(3) injektiv
homomorfizmussa, amelyre ¥(«) = [ is teljesiil.
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Bizonyitas (folytatds).

Mivel L : K véges és normalis bévités, ezért L valamely g € K[x] polinom
felbontdsi testével egyezik meg. Az L test a ¥z = g polinom felbontdsi
teste mind a K(«), mind a K(/3) testek felett, ezért a felbontasi test
egyértelmiisége szerint ¥ kiterjeszthetd egy o: L — L izomorfizmussa.
Ekkor o € Autk(L), és igy (3) miatt o(M) = M. Ebbdl pedig azt kapjuk,
hogy 6 = ¥(a) = o(«) € M. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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