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Felbontasi testek.
Példak.

Példa: az f = x® + 2 € Q[x] polinom felbont4si teste.

Mivel az f polinom gyokei a kovetkezok:

— 2k 2k
8_ :{s/§<cosﬂ-iTﬂ-+[s|nHTﬂ-> (kZO,l,...,7)7

ezért az f polinom L felbontasi teste Q felett a kovetkezo:
L= Q(a07 °co ,Oé?),

ahol o = V/2 (cos THZAT 4 jsin TH2ET) (k= 0,1,...,7).
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Felbontasi testek.
Példak.

Példa: az f = x® + 2 € Q[x] polinom felbont4si teste.
Mivel az f polinom gyokei a kovetkezok:

2k 2k
o= :%(cosﬂTﬂ-—i—isinﬂTﬂ) (k=0,1,...,7),

ezért az f polinom L felbontasi teste Q felett a kovetkezo:

L =Q(ao,...,ar7),

ahol o = V/2 (cos THZAT 4 jsin TH2ET) (k= 0,1,...,7).

Most mar tudjuk, hogy mennyi az L : Q bévités foka! J
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Felbontasi testek.
Példak.

Példa: az f = x® + 2 € Q[x] polinom felbont4si teste.

Mivel az f polinom gyokei a kovetkezok:

2k 2k
o= :%(cosﬂTﬂ—i—isinHTF) (k=0,1,...,7),

ezért az f polinom L felbontasi teste Q felett a kovetkezo:

L =Q(ao,...,ar7),

ahol o = V/2 (cos THZAT 4 jsin TH2ET) (k= 0,1,...,7).

Most mar tudjuk, hogy mennyi az L : Q bévités foka!

Vagy mégsem!?
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Felbontasi testek.

Példak.

Mivel ag gyoke az f € Q[x] irreducibilis polinomnak, ezért

[Q(ap) : Q] =8. A Q(ap) test azonban nem felbontési teste f-nek, az f

polinom Q(«av) feletti felbontdsa a kovetkezd:

2

(x2 + oz(z))(x2 — agx — ozo)(x2 + ozgx — a%)(x + ap)(x — ap).
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Felbontasi testek.

Példak.

Mivel ag gyoke az f € Q[x] irreducibilis polinomnak, ezért
[Q(ap) : Q] =8. A Q(ap) test azonban nem felbontési teste f-nek, az f
polinom Q(«av) feletti felbontdsa a kovetkezd:

(x2 + oz(z))(x2 — agx — ag)(x2 + ozgx — a%)(x + ap)(x — ap).

Az f polinom a Q(ay, ) test felett mar linedris tényezékre bomlik:
1 . .
f= G (x 4+ o) (x — ap)(x + iag)(x — iayg)
-(2x — af — iag)(2x — ad + iag)

-(2x 4+ of + iad)(2x — iad + of).

Az f polinom felbontdsi teste L = Q(av, i) és [L : Q] = 16.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. februdr 16.



Test algebrai lezartja

Definicié: alegbrailag zart test, algebrai lezart.

Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zart, ha barmely f € L[x]
polinomnak van gyoke L-ben.

A K test L testbovitése K algebrai lezartja, ha az L : K bovités algebrai
és az L test algebrailag zart.
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Test algebrai lezartja

Definicié: alegbrailag zart test, algebrai lezart.

Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zart, ha barmely f € L[x]
polinomnak van gyoke L-ben.

A K test L testbovitése K algebrai lezartja, ha az L : K bovités algebrai
és az L test algebrailag zart.

Az Algebra Alaptétele éppen azt allitja, hogy a komlex szamok C teste
algebrailag zart, azonban C nem algebrai lezartja Q-nak, mivel C nem
minden eleme algebrai Q felett.
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Test algebrai lezartja

Tetszoleges L : K testbovitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.
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Test algebrai lezartja

Tetszoleges L : K testbovitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.
(1) L algebrai lezartja K-nak.
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Test algebrai lezartja

Tetszoleges L : K testbovitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.
(1) L algebrai lezartja K-nak.

(2) az L : K bdvités algebrai és minden irreducibilis K[x]-beli polinom
elséfokt polinomok szorzatdra bomlik L[x]-ben.
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Test algebrai lezartja

Tetszoleges L : K testbovitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.

(1) L algebrai lezartja K-nak.

(2) az L : K bdvités algebrai és minden irreducibilis K[x]-beli polinom
elséfokt polinomok szorzatdra bomlik L[x]-ben.

(3) az L: K bdvités algebrai, és tetszbleges L’ testre, ha az L' : L
testbOvités algebrai, akkor L' = L. )

Bizonyitas.
(1) = (2): az f irreducibilis polinom fokszdmara vonatkozé indukciéval
az allitas egyszerlien beldthaté.
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Test algebrai lezartja

Bizonyitas (folytatas).
(2) = (3): legyen « az L’ test tetszéleges eleme. Mivel az L: K és L' : L
bévitések is algebraiak, ezért az L' : K bdvités is algebrai, igy o algebrai
elem K felett, melynek minimalpolinomja m, k irreducibilis polinom
K[x]-ben. Ekkor a (2) pont kdvetkeztében my, k linedris tényezékre bomlik
L felett:

Mok = Ax —aq) - (x —ap),

ahol n = gry(a), A€ Kés ay,...,an € L. Mivel a is gyoke m, k-nak,
ezért valamely i-re (1 <i<n)a=«; € L. Azaz L' = L.
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).

(3) = (1): csak azt kell megmutatni, hogy L algebrailag zart. Legyen

f € L[x] tetsz6leges legaldbb elséfokd polinom, és legyen fi az f polinom
egy irreducibilis tényezéje. Tekintsiik az L test L' = L[x]/(f) bdvitését. Az
L’ testben fi-nek, és igy f-nek is van gyoke (a = x + (f1)). Mivel az L’ : L
bbvités algebrai, ezért (3) szerint L’ = L, ami éppen azt jelenti, hogy f-nek
L-ben is van gyoke.

v
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).

(3) = (1): csak azt kell megmutatni, hogy L algebrailag zart. Legyen

f € L[x] tetszdleges legalabb elséfokd polinom, és legyen f; az f polinom
egy irreducibilis tényezéje. Tekintsiik az L test L' = L[x]/(f) bdvitését. Az
L’ testben fi-nek, és igy f-nek is van gyoke (a = x + (f1)). Mivel az L’ : L
bévités algebrai, ezért (3) szerint L' = L, ami éppen azt jelenti, hogy f-nek
L-ben is van gyoke.

Kovetkezmény.

| \

Legyen L algebrailag zart test, és L : K tetszbleges testbovités. Legyen L,
mindazon L-beli elemek halmaza, amelyek algebraiak K felett. Ekkor az
L, : K testbovités algebrai lezartja K-nak.

\
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Test algebrai lezartja

Legyen K test. Ekkor van olyan L test, amelyre L : K algebrai lezdrtja
K-nak.
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Test algebrai lezartja

Legyen K test. Ekkor van olyan L test, amelyre L : K algebrai lezdrtja
K-nak.

| A\

Bizonyit3ds.

Legyen U = {(f,j) | f € K[x], f* > 1, f fépolinom és 1 < j < f*},
valamint legyen Xy = {x;(f) | (f,j) € U}. Tegyiik fel, hogy f € K[x] egy
n-edfokd fépolinom. I,rjuk fel f-et

alakban. )
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).
Legyen

g(f) = (x =(f)) - - (x = xn(f))

= x"+ > (=1)kse(F)x"* € K[Xullx],
k=1

ahol si(f) = > 1<y <civcn X (F) - % (f) (k=1,...,n). Tovdbba jeldlje
7 a K[Xy] polinomgyiirii tj(f) := s;(f) — a;j(f) alaki elemei &ltal generalt

idedlt, ahol (f,7) € U.

2009. februar 16.

9/19

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet



Test algebrai lezartja

Bizonyitds (folytatas): Z valddi ideal.

Tegylik fel, hogy Z nem valédi idedlja K[Xy]-nak, azaz 1 € Z. Ekkor van
olyan N € N, valamint vannak olyan ry,...,ry € K[Xy] elemek,
fi,...,fv € K[x] legaldbb elséfoki fépolinomok és 1 < iy < £
(k=1,...,N), amelyekre

1= rlt,'l(fl) dF oo qF I’Nt,‘N(fN)

teljesiil. Legyen a h=fi---fy € K[x] polinom felbontasi teste K felett L,
valamint

fie = (x = ax(k)) - - (x = an, (K)),

ahol ny = ffés k=1,...,N.
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Test algebrai lezartja

Bizonyitds (folytatas): Z valddi ideal.

Tekintsiik az alabbiakban definialt E: K[Xy] — L leképezést:

ai(k), haf=Ff és1<i<F,
0, kiilonben.

E(xi(f)) = {

Ekkor

E(si(f)) = E S x(h) - xi(fo)

1<in < <ij<ng

= > ap(k)-ai(k)

1< < <i;<ng

= aj(fy).
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Test algebrai lezartja

Bizonyitds (folytatas): Z valddi ideal.

ley E(5(f)) = E(s(f) — 3(£)) = E(5i(f)) — E(a3(k)) = 0 teljesiil
tetszbleges j-re és k-ra (1 < j < ng, 1 < k < N). Ekkor a kdvetkezd
ellentmondast kapjuk:

1= E(1)
(rty(f) + -+ rvtiy(fn))

E
E(r)E(ty(f)) + -+ E(rn) E(tiy (fn))
0.

Ezzel igazoltuk, hogy 7 valddi idedlja K[Xy]-nak. Legyen J egy Z-t
tartalmazé maximalis idedlja K[Xy]-nak. Ekkor M = K[Xy]/J test.
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).

Tekintsiik a j = g oi leképezést, ahol i: K — K[Xy] a természetes
homomorfizmus és q: K[Xy] — M, f — f + J. Ekkor j: K — M injektiv
homomorfizmus, és igy az M test bovitése j(K)-nak. Tetszdleges

(F.j) € U-ra legyen 55(F) = a(xi(F)).

Tegylik fel, hogy

F=x"+) (—1) a(f)x"*
k=1

egy nemkonstans K|[x]-beli fépolinom. Ekkor

i = x"+ 37 _1(=1)%j(ak(f))x"~* az f-hez tartozé polinom M][x]-ben.
Mivel s, (f) —i(ak(f)) = tu(f) € T C T, ezért

i(ak(f)) = a(i(ak(f))) = a(sk(f)).
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).
I/gy azt kapjuk, hogy

jr=x"+ Y (1) i(a())x""
k=1

=x"+ Y (=) a(sk(F))x""*
k=1

= q(x" + Y (= 1) s(F)x"")
k=1

= a((x = xu(f)) - (x = xa(£)))
= (x = Bu(f)) - (x = Ba(F)),

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. februar 16.



Test algebrai lezartja

Bizonyitas (folytatds).

azaz jr els6fokd polinomok szorzatdra bomlik M felett, és (i (f) algebrai
i(K) felett. Mivel a Bx(f) elemek generdljdk M-et K felett, ezért az M : K
bovités algebrai. Ez pedig mdr maga utdn vonja, hogy M algebrai lezartja
K-nak.
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Test algebrai lezartja

Legyenek K, K’ és L testek. Tegyiik fel, hogy van egy n: K — K’ injektiv
homomorfizmus, L : K algebrai bdvités és K’ algebrailag z4rt. Ekkor van
olyan ¢: L — K’ injektiv homomorfizmus, amely kiterjesztése n-nak, azaz,
amelyre 9|k = 7 teljesiil.
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Test algebrai lezartja

Legyenek K, K’ és L testek. Tegyiik fel, hogy van egy n: K — K’ injektiv
homomorfizmus, L : K algebrai bdvités és K’ algebrailag z4rt. Ekkor van
olyan ¢: L — K’ injektiv homomorfizmus, amely kiterjesztése n-nak, azaz,
amelyre 1|k = 1 teljesiil.

Bizonyitas.

Legyen S azon (M, ¥) parok halmaza, amelyekre M az L test K-t
tartalmazé részteste és 9: M — K’ olyan injektiv homomorfizmus, amely
kiterjesztése 7-nak.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. februar 16. 16 / 19



Test algebrai lezartja

Bizonyitas.
Definidljuk S-en a < reldciét a kovetkezéképpen: (My,v1), (M2, 92) € S,

(M1,191) (M2,192) <= M; C M> és 192|K = 9.

Egyszeriien lathatd, hogy < részbenrendezés az S (nemiires) halmazon.
Tegyiik fel, hogy C C S lanc. Legyen N = U(M,ﬂ)ec M. Ha n € N, akkor
van olyan (M, 9) € C, amelyre n € M teljesiil. A p: N — K’ leképezést
definidljuk tgy, hogy ekkor ¢(n) = ¥(n) teljesiiljon. Ekkor ¢ joldefinialt és
(N, ) € S felsd korlatja C-nek. Igy a Zorn-lemma szerint S-ben van
maximalis elem: (M, ). Meg fogjuk mutatni, hogy M = L.
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Test algebrai lezartja

Tegylik fel, hogy M # L, és legyen v € L\ M. Az « elem algebrai M
felett, melynek minimalpolinomja legyen m. Mivel K’ algebrailag zart, 9,

elséfokii polinom szorzatdra bomlik K’ felett:

Im = (x = B1) - (x = B).

Mivel 9,(81) = 0, a Kiterjesztési Lemma szerint van olyan injektiv
Y1: M(a) — K’ homomorfizmus, amelyre ¥1|y = . Ez azonban
ellentmond (M, ) maximalitasanak.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Testelmélet és Galois-elmélet 2009. februar 16.



Test algebrai lezartja

Legyen K tetszdleges test. Ha (i, K, L) és (i, K, L') is algebrai lezértja
K-nak, akkor van olyan j: L — L’ izomorfizmus, amelyre i’ = ji teljesiil.
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Test algebrai lezartja

Legyen K tetszdleges test. Ha (i, K, L) és (i, K, L') is algebrai lezértja
K-nak, akkor van olyan j: L — L’ izomorfizmus, amelyre i’ = ji teljesil.

Bizonyitas.

Mivel i': K — L’ injektiv homomorfizmus, L : K algebrai bdvités és L’
algebrailag zart, ezért az el6z8 tétel szerint van olyan j: L — L’ injektiv
homomorfizmus, amelyre j|x = i, azaz i’ = ji.

Legyen f € K|[x] irreducibilis polinom. Ekkor if linedris tényezékre bomlik
L felett, illetve i} linedris tényezdkre bomlik j(L) felett. Mivel (i, K,j(L))
algebrai bévités, (i, K,j(L)) algebrai lezértja K-nak. Az L' : j(L) bévités
algebrai bévités, mivel (', K, L') az. igy azonban L' =j(L) adédik.
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