&. FELADATSOR

Szallitasi feladat

Probléma: Adottn darab feladohely és m darab felvevohely. Feladatunk
az, hogy szallitsuk el a felvevd helyeken lévd anyagot a kivdnt mennyiségben
a felvevohelyekre gy, hogy a szdllitdassal kapcsolatos koltségek Gsszege mini-

malis legyen.
Jelolések:

— n € N a feladéhelyek szama, egy-egy feladdhelyen azonos anyagféleség
all rendelkezésiinkre,

— a; az i-edik feladéhelyen 1évo anyag mennyisége,

— m € N a felvevOhelyek szama,

— C = (¢, j)nxm € R™™ ahol ¢; ; az egységnyi anyagmennyiségnek a
szallitasai koltsége, ha a szallitas az i-edik feladdhelyrdl a j-edik felve-

véhelyre (1 < i< n,1<j<m), aC maitrix a kéltségmatrix,

— X = (2 j)nxm € R™™ ahol z; ; az i-edik feladdhelyrdl a j-edik felve-
véhelyre szallitandé anyagmennyiséget jeloli. (1 <i<n, 1< j<m).

Ekkor a fenti probléma a kovetkezoképpen formalizalhaté:

in,t:ai (2: 1,...,77,)
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Legyen a = (ay,...,a,) ésb = (by,...,by), ekkor a fenti feladatot S(a, b, C)-
vel jeloljik.



1. Legyenek m és n tetszoleges természetes szamok, a tetszoleges valds szam,
valamint legyen

a e Rv!

a

és E, az n x n-es egységmatrix. Tekintsiik az aldbbi A € R™Hm)x(mn) m4¢-
rixot:

(17 07 o7 ... o7)
o’ 17 o7 ... o
o’ of 17 ... o
A= ,
of of of ... 17
\E. E, E, ... E,

[gazoljuk a kovetkezoket.
(a) Az A matrix rangja m +n — 1.

(b) Legyen 1 < r < m + n tetszéleges természetes szam. Tegyiik fel, hogy
ISu<u+r—1<m+nésl<v<v+r—1<m+n (u,v€N),
valamint legyen b; ; = Ayvi1,0+5-1 (1 < 4, < r). Mutassuk meg,
hogy a det(b; ;)rxr € {—1,0,1}.

(c) tekintsiik az A matrix m—+n—1 szamu fliggetlen oszlopdt. Az ezen osz-
lopvektorokbdl alkotott B € R(m+m)x(m+n=1) matrix barmely sordnak
elhagyasaval kapott matrix determinansa nem 0.

2. Legyen m=5,n=6, A=1{1,2,3,4,5}, B=1{1,2,3,4,5,6} és
H={(@,j) € Ax B|Inko.(i,7) < |i —j|}-
Rajzoljuk fel a H-hoz tartozé cellagrafot és paros grafot.

3. Legyen G egy cellagraf. Tekintsiik G celldinak egy cq, ..., ¢ rendszere,
valamint legyen {ey,...,ex} a celldknak megfelel6 élek rendszere BP(G)-
ben.! Igazoljuk, hogy a (c1,c3), (c2,¢3), ..., (ck_1,cx) élek rendszere a cellag-
rafban 0t [egyszer(i ut/hurok/egyszer(i hurok], ha az ey, . . ., ey élek rendszere
BP(G)-ben 1t [egyszer( ut/hurok/egyszerii hurok].

LA G cellagrafhoz tartozé paros grafot BP(G) jeloli.



4. Oldjuk meg az S(a, b, C) szallitési feladatot, ahol

a’ = (4,5),
b’ = (3,3,3),

1 2 4
¢= [2 3 8]‘

5. Oldjuk meg az S(a, b, (') szallitési feladatot, ahol

a’ = (25,26,27,32),
b” = (10, 20, 30, 30, 20),

9 13 8 5 13
o_ |8 227 2 8

4 7 11 17 4
15 18 5 20 19

6. Hatarozzunk meg olyan vonalrendszert, amely az alabbi matrix vala-
mennyi 0-jat tartalmazza:

* O ¥% *x O O
* X ¥ O x *
* % O O % ¥

* O X * * *
* X O % ¥ %
O OO *x *x *

7. Sandor, Jézsef és Benedek egy-egy aszisztenst keresnek az utobbi idoben
megnovekedett feladatok ellatasara. Az meghirdetett interjira Oten jelent-
keznek: Anna, Hanna, Panna, Bozsi és Pirike. Bizonyos okok miatt Sandor
nem szeretne Panndval, Benedek pedig Pirikével egyiitt dolgozni. Az egyes
munkékat az alabbi hatékonysaggal tudnédk a holgyek végezni:

H Séandor ‘ Jézsef ‘ Benedek

Anna 11 8 13
Hanna 7 14 6
Panna 6 10 15

Bozsi 20 5 12

Pirike 9 9 18




8. Igazoljuk, hogy m X n-es szallitasi feladat esetén az Osszes kiilonbo6zo

béziscella-rendszerek szama m™ 1n™ 1,

9. Legyen A € {0,1}™*" olyan métrix, amely minden oszlopaban pontosan
két egyest tartalmaz és sorai két csoportba sorolhaték oly médon, hogy min-
den oszlop egyesei kiilonbozo csoportba tartozé sorokban vannak. Igazoljuk,
hogy A unimodaélis, azaz minden négyzetes részének determinansa —1, 0 vagy
1.

10. Az A € R™"™ métrix permutaciéméatrix, ha minden soraban és minden
oszlopadban pontosan egy 1l-est tartalmaz és a tobbi elem 0. Bizonyitsuk
be, hogy az Osszes permutacio-matrixok mint vektorok &altal kifeszitett altér
dimenziéja (n —1)% + 1.

11. Legyen A € R™ ™ olyan maéatrix, amelynek minden soraban és minden
oszlopaban pontosan r darab 1-est tartalmaz és a tobbi elem 0. Bizonyitsuk
be, hogy A eléall r darab permutaciomatrix osszegeként.



