Diszkrét matematika IllI.

Polinomok

2009. majus 15-16.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. majus 15-16.



A modulo m maradékosztalyok gyliriije.

Legyen m tetszbleges egész szdm, és tekintsik a = (mod m) modulo m
kongruenciarelaciét Z-n:

a=b(mod m)<= m|a—b.

Tétel.
A = (mod m) modulo m kongruencareldcié ekvivaleciarelacié, sét
kongruenciareldcié Z-n, azaz teljesiilnek a kovetkezok:
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A modulo m maradékosztalyok gyliriije.

Legyen m tetszbleges egész szdm, és tekintsik a = (mod m) modulo m
kongruenciarelaciét Z-n:

a=b(mod m)<= m|a—b.

Tétel.
A = (mod m) modulo m kongruencareldcié ekvivaleciarelacié, sét
kongruenciareldcié Z-n, azaz teljesiilnek a kovetkezok:

(a) = (mod m) reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;
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A modulo m maradékosztalyok gyliriije.

Legyen m tetszbleges egész szdm, és tekintsik a = (mod m) modulo m
kongruenciarelaciét Z-n:

a=b(mod m)<= m|a—b.

A = (mod m) modulo m kongruencareldcié ekvivaleciarelacié, sét
kongruenciareldcié Z-n, azaz teljesiilnek a kovetkezok:

(a) = (mod m) reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;
(b) ha a= b (mod m) és c = d (mod m), akkor a+ ¢ = b+ d (mod m)
és ac = bd (mod m).
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A modulo m maradékosztalyok gyliriije.

Legyen m = 0, akkor = (mod m) az egyenl3ségrelacid.

Ha m =1, akkor = (mod m) a teljes reldcié. Tovébba tetszéleges m
természetes szdmra a = (mod m) reldcié megegyezik a = (mod — m)
reldciéval. A tovabbiakban feltessziik, hogy m € N. A = (mod m)
ekvivalenciareldcié szerinti ekvivalenciaosztalyok a kovetkezok:

ahola={beZ|a=b(mod m)} ={bg+alqecZ}, azaz
Z/ = (mod m)={0,...,m—1}. Miveleteket definidlunk a
Zm =7/ = (mod m) halmazon:

a+

a-

o o

=a+ b,
=a-b.
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A modulo m maradékosztalyok gyliriije.

A (Zm; +, -) algebra kommutativ, egységelemes gytirii.

A (Zm; +, -) gylirli neve: modulo m maradékosztalygyiiril.
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A modulo m maradékosztalyok gyliriije.

A (Zm; +, -) algebra kommutativ, egységelemes gytirii.

A (Zm; +, -) gylirli neve: modulo m maradékosztalygyiiril.

A Z., gylri pontosan akkor test, ha m primszam. \
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Polinomok.

Polinomok maradékos osztasa.

Legyen K tetszdleges test, f,g € K[x], g # 0. Ekkor vannak olyan
q,r € K[x] polinomok, amelyekre f = gq + r teljesiil és r* < g*.

Legyenek f és g K feletti polinomok, f = f,x" + .-+ fh € K,

g =8mx"+ -+ go (o, gm #0).

1. eset: n< m. Ekkor f =g-0+fésf*=n<m=g".

2. eset: m < n. Ekkor az f és f,g,,'x"~™g polinomok féegyiithatéja
megegyezik, |gy f — fog1x"~Mg fokszdma kisebb, mint n. Legyen

fi = f — fogtx""Mg, és ismételjiilk meg a fent Iépést. Folytassuk addig
az eljarast, amig g-nél alacsonyabb fokd polinomot kapunk.
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Polinomok.

Polinomok maradékos osztasa.

Legyenek f = 2x% + x* —3x2 + 7x — 12 € Q[x], g = 7x3 — x +3 € Q[x].
Ekkor

2 2 27
f— ?ng =x* + ?x3 7X2 +7x—-12=:f,
1 2 2 4
ﬂ—?xg:?X3—76x2+76x—12—f2,
2 26 324 594
h——g=—"x+ =: f3.
27 g8 T T T X T g T

Mivel £ < g*, ezért vége az eljdrdsnak, és azt kapjuk, hogy

fo (el 2, (26, 324 5%
e\ T T a9 7 49 49 |-

q:= r =
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Polinomok.

Polinomok maradékos osztasa.

Tegyiik fel, hogy f = gq; + r; (i =1,2), ahol r{', rj < g*. Ekkor

g +tn=gp+tn<=glq—q)=n—n
<:>g|r2—r1
< r =nrés g =q.

Azaz a maradékos osztds sordn a hanyados (q) és maradék (r) egyértelmdi.
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Polinomok.

Gyoktényezds alak.

Legyen f tetszbleges K feletti polinom. Ekkor o € K gyoke f-nek, ha
f(o) = 0. Az a elem k-szoros gyoke f-nek, ha f = (x — a)kg, ahol
g € K[x] és a nem gydke g-nek.
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Polinomok.

Gyoktényezds alak.

Legyen f tetszbleges K feletti polinom. Ekkor o € K gyoke f-nek, ha
f(o) = 0. Az a elem k-szoros gyoke f-nek, ha f = (x — a)kg, ahol
g € K[x] és a nem gydke g-nek.

Bézout-tétel.

Legyen f tetszileges K feletti polinom. Ekkor o € K pontosan akkor
gyoke az f polinomnak, ha x — a | f teljesiil K[x]-ben.
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Polinomok.
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Polinomok.

Gyoktényezds alak.

Legyen f tetszbleges K feletti polinom. Ekkor o € K gyoke f-nek, ha
f(o) = 0. Az a elem k-szoros gyoke f-nek, ha f = (x — a)kg, ahol
g € K[x] és a nem gydke g-nek.

Bézout-tétel.

Legyen f tetszileges K feletti polinom. Ekkor o € K pontosan akkor
gyoke az f polinomnak, ha x — a | f teljesiil K[x]-ben.

Legyen f € K|[x]| n-edfoki polinom, amelynek gydkei az L testben
o1,...,an. Ekkor f gyoktényezés alakja:

f=x-—a1) - (x—ap).
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Polinomok.

Gyoktényezds alak.

Legyen f tetszbleges K feletti polinom. Ekkor o € K gyoke f-nek, ha
f(o) = 0. Az a elem k-szoros gyoke f-nek, ha f = (x — a)kg, ahol
g € K[x] és a nem gydke g-nek.

Bézout-tétel.

Legyen f tetszileges K feletti polinom. Ekkor o € K pontosan akkor
gyoke az f polinomnak, ha x — a | f teljesiil K[x]-ben.

Legyen f € K|[x]| n-edfoki polinom, amelynek gydkei az L testben
o1,...,an. Ekkor f gyoktényezés alakja:

f=x-—a1) - (x—ap).

Ha f kanonikus alakja f = apx" 4 - -- 4+ a1x + ag, akkor a két alak
osszehasonlitdsabdl megkapjuk a Viete-formulakat.
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Polinomok.

Gyoktényezds alak.

Viete-formulak:

dn—1
a4+ -+ oy =— )
an
dn—2
1o + -+ ap_10y = P
n

1< <+ <ig<n
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Polinomok.

Euklideszi algoritmus.

Definicié: Euklideszi algoritmus.

Legyenek f és g a K test feletti polinomok, g ## 0. Definidljuk az aldbbi
polinomokat:

f=gq+n, (g1,n € K[x], i <g%),
g:r1Q2+r2» (q27r26K[X]7 I'; <rik)7
n = rnqgs+rs, (g3,13 € K[x], 3 <r3),

I'n—2 = r—19n =+ rn, (qmrn € K[X]a r; < r:—1)7
fn—1 = rnqn+1 + 0, (qn+1 € K[X])-
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Polinomok.

Euklideszi algoritmus.

Tétel.

Legyenek f és g a K test feletti polinomok. Ekkor az f és g polinomoknak
[étezik legnagyobb kozos osztdja, és

0, hag=0,

rn, kilonben.

In.k.o.(f,g) ~
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Polinomok.

Euklideszi algoritmus.

Tétel.

Legyenek f és g a K test feletti polinomok. Ekkor az f és g polinomoknak
[étezik legnagyobb kozos osztdja, és

0, h =0
In.k.o.(f,g) ~ { 2 B EEE

rn, kilonben.

Kovetkezmény.

Tetszbleges K test esetén K|[x] Euklideszi gyiiri.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Definicio: ideal.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x| polinomgylirii | részhalmaza ideal,

"o

ha | részgyiirli K[x]-ben és tetszbleges f € | és g € K[x] polinomokra
fg = gf € 1. Jelolés: | < K][x].

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill.

2009. majus 15-16. 12 /17



Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Definicio: ideal.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x| polinomgylirii | részhalmaza ideal,
ha | részgyiirli K[x]-ben és tetszbleges f € | és g € K[x] polinomokra
fg = gf € 1. Jelolés: | < K][x].

Az K[x] polinomgyiiriiben

Tetszéleges f € K|[x]-re az (f) = {fg | g € K[x]} idedl, amelyet az f altal
generalt féidealnak neveziink.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Definicio: ideal.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x| polinomgylirii | részhalmaza ideal,
ha | részgyiirli K[x]-ben és tetszbleges f € | és g € K[x] polinomokra
fg = gf € 1. Jelolés: | < K][x].

Az K[x] polinomgyiiriiben
e {0}, K[x] idedlok (ezek a trivialis idedlok);

Tetszéleges f € K|[x]-re az (f) = {fg | g € K[x]} idedl, amelyet az f altal
generalt féidealnak neveziink.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Definicio: ideal.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x| polinomgylirii | részhalmaza ideal,
ha | részgyiirli K[x]-ben és tetszbleges f € | és g € K[x] polinomokra
fg = gf € 1. Jelolés: | < K][x].

Az K[x] polinomgyiiriiben
e {0}, K[x] idedlok (ezek a trivialis idedlok);
o {(x*+1)-g|ge€K[x]} idedl;

Tetszéleges f € K|[x]-re az (f) = {fg | g € K[x]} idedl, amelyet az f altal
generalt féidealnak neveziink.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Definicio: ideal.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x| polinomgylirii | részhalmaza ideal,
ha | részgyiirli K[x]-ben és tetszbleges f € | és g € K[x] polinomokra
fg = gf € 1. Jelolés: | < K][x].

Az K[x] polinomgyiiriiben
e {0}, K[x] idedlok (ezek a trivialis idedlok);
o {(x*+1)-g|ge€K[x]} idedl;
o {f € K[x] | f(0) =0} ideal.

Tetszéleges f € K|[x]-re az (f) = {fg | g € K[x]} idedl, amelyet az f altal
generalt féidealnak neveziink.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x]| polinomgylirii valamennyi ideélja
foideal.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x]| polinomgylirii valamennyi ideélja
foideal.

Legyen f, g € K[x]. Ekkor
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x]| polinomgylirii valamennyi ideélja
foideal.

Legyen f, g € K[x]. Ekkor
o f|g<+<(g)C(f)
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x]| polinomgylirii valamennyi ideélja
foideal.

Legyen f, g € K[x]. Ekkor
o f|g<+<(g)C(f)
o f~g < (f)=(g)
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

A K test feletti egyhatarozatlani K[x]| polinomgylirii valamennyi ideélja
foideal.

Legyen f, g € K[x]. Ekkor
o f|g<+<(g)C(f)
o f~g < (f)=(g)

e az (f) féidedl pontosan akkor maximalis, ha f irreducibilis K[x]-ben.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Legyen | < K[x] és g € K[x]. Ekkor a g polinom [ szerinti
mellékosztalydnak nevezzik a g+ /={g+f | f € I} halmazt. A g+ [ és
h + I mellékosztalyok pontosan akkor egyeznek meg, ha g — h € /. Ha

| = (f), akkor g — h € | pontosan akkor teljesiil, ha f | g — h. A

{g + 1| g € K[x]} halmazrendszer K[x] egy osztalyozdsat alkotja.

Definicié: polinom szerinti maradékosztélygyir(.
Ha I < K[x], akkor {g + I | g € K[x]} halmaz szintén gydiriit alkot a

g+ +((h+)=(E+h+1, (g+1)-(h+1)=(g-h)+1

miiveletekre vonatkozdan. A kapott gyiiriit a K[x] polinomgyiirii 1
polinomja szerinti maradékosztalygyiiriijének nevezziik.
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

Legyen | = (f) idedl a K[x] polinomgyiiriiben, ekkor K|[x]/I pontosan
akkor test, ha | maximalis idedl, azaz f € K[x] irreducibilis. Ha f
irreducibilis K[x]-ben, akkor K[x]/(f) minden eleme egyértelmiien
felirhaté g + (f) alakban, ahol g € K[x] és g* < f*.

Ha K =7Zp és f € Zp[x] irreducibilis polinom, akkor a kapott Zp[x]/(f)
test véges lesz, melynek elemszama p”, ahol n = f*.

Az f = x? + x + 1 € Z[x] polinom irreducibilis, igy Za[x]/(x? + x + 1)
test, melynek 4 eleme van: 04 (f), 1+ (f), x + (f) és x + 1 + (f). A test
muvelettablazatai pedig a kovetkezok:
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

+ | o | 1 | x [x+1
0 0 1 X x+1
1 1 0 x+1 X
X X x+1 0 1
x+1]| x+1 X 1 0
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Polinomok.

Polinom szerinti maradékosztalygyrik.

+ | o | 1 | x [x+1
0 0 1 X x+1
1 1 0 x+1 X
X X x+1 0 1
x+1]| x+1 X 1 0
Jo] 1 | x [x+1

0 0 0 0 0

1 0 1 X x+1

X 0 X x+1 1
x+1]0]x+1 1 x+1
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Polinomo
Véges testek.
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Polinomok.

Véges testek.

(a) Ha K véges test, akkor K elemszdma primhatvany.
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Polinomok.

Véges testek.

(a) Ha K véges test, akkor K elemszdma primhatvany.

(b) Ha K és L azonos elemszamu véges testek, akkor K = L.
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Polinomok.

Véges testek.

(a) Ha K véges test, akkor K elemszdma primhatvany.
(b) Ha K és L azonos elemszamu véges testek, akkor K = L.

(c) Tetszbleges p” primhatvanyra (p primszém, n € N) van g-elemii test,
és izomorf Zy[x]/(f)-fel, ahol f € Z,[x] egy n-edfoki irreducibilis
polinom.
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