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Linedris egyenletrendszerek.

Definicié: linearis egyenletrendszer.

Legyen K tetszéleges test, a; j € K (1 <i<m, 1<j<n),
bi € K (1 <i< m). Ekkor az
ay,1x1 +---+aynxp = by
(1)
Am,1X1 + -+ am, nXn = bm
egyenletrendszert (K feletti) linearis egyenletrendszernek nevezziik. A

(c1,...,¢n) € K" elem n-es megoldasa az (1) egyenletrendszernek, ha
K-ban teljesiilnek az alabbi egyenléségek:

aj1c1+ - +ajnch=>bi (1<i< m).
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Linedris egyenletrendszerek.

Definicié: linedris egyenletrendszer matrixa.

A: EKmX"

dm,1 --- dm,n

matrixot az (1) linearis egyenletrendszer matrixanak nevezziik.

Legyen b = (by,...,bm)" és x = (x1,...,%,)". Ekkor az (1) linearis
egyenletrendszer matrixos alakja a kovetkez6: Ax = b.

Ekkor a ¢ = (ci,...,¢c,) T € K™ vektor megolddsa az egyenletnek, ha
Ac =b.
Jeldlje ai,...,a, az A matrix oszlopvektorait, ekkor (1) vektoros alakja:

xia1+---+a, =b.
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Linedris egyenletrendszerek.

Kronecker—Capelli-tétel.

Definicié: linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixa.

A= + . | =(a; ... apb) € K™*(n1)
am1 --- amn bm

matrixot az (1) linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixanak
nevezziik, és r(A|b)-vel jeldljiik.
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Linedris egyenletrendszerek.

Kronecker—Capelli-tétel.

Definicié: linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixa.

= T al, n b1
A= T | =(a; ... apb) € K™*(n1)
am1 --- amn bm

matrixot az (1) linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixanak
nevezziik, és r(A|b)-vel jeldljiik.

Kronecker—Capelli-tétel.

Az Ax = b linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van
megoldasa, ha r(A) = r(A|b).
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Linedris egyenletrendszerek.

Cramer-szabaly

Definicié: szabdlyos linedris egyenletrendszer.

Az Ax = b linedris egyenletrendszer (A € K™ b € K™*1) szabdlyos,
ha m = n és det(A) # 0.
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Linedris egyenletrendszerek.

Cramer-szabaly

Definicié: szabdlyos linedris egyenletrendszer.

Az Ax = b linedris egyenletrendszer (A € K™ b € K™*1) szabdlyos,
ha m = n és det(A) # 0.

Tétel (Cramer-szabaly).

Az Ax = b szabdlyos linedris egyenletrendszernek (A € K™ b € K™1)

pontosan egy megoldésa van: ¢ = (cy,...,¢c,)", ahol
L det(a1 L..aji1 ba,'+1 . . a,,)
=
det(a1 ... @j-1d;Q;47 ... an)

(a1,...,a, rendre az A matrix oszlopvektorai).
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Linedris egyenletrendszerek.

Linedris egyenletrendszer altaldanos megoldasa.

Tegylik fel, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszernek
(Ae K™ be K™1) megoldhaté, azaz a Kronecker—Capelli-tétel
szerint r := r(A) = r(A|b). Mivel r(A) = ry(A), ezért az A matrixbdl
kivalaszthaté egy r x r-es nem eltiiné aldeterminans. A matrix sorainak
cseréjével és az ismeretlenek atindexelésével elérhetd, hogy

a1 ... air

det| : .. : | #0.
ar,1 ... drr

Ekkor az Ax = b linedris egyenletrendszer ekvivalens az

ai,1x1 + -+ ay nxyp = by

ar 1X1 + -+ ar nXp = b,

linedris egyenletrendszerrel.
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Linedris egyenletrendszerek.

Linedris egyenletrendszer altaldanos megoldasa.

TetszOlegesen rogzitett ¢,11,...,¢cn, € K esetén az

ar,1x1+---+aiXr =br — a1, r41C41 — -+ — a1,nCn

ar 1X1 + -+ ar nXr = b, — ar,r+1Cr41 — - — dr,nCn

linearis egyenletrendszernek a Cramer-szabaly miatt pontosan egy
megolddsa van.
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Linedris egyenletrendszerek.

Linedris egyenletrendszer altaldanos megoldasa.

Tétel.
Legyen A€ K™*" b c K™*! Ekkor igazak a kdvetkezdk:
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Linedris egyenletrendszerek.

Linedris egyenletrendszer altaldanos megoldasa.

Legyen A€ K™*" b c K™*! Ekkor igazak a kdvetkezdk:

(a) ha r(A) < r(A|b), akkor az Ax = b linedris egyenletrendszernek nincs
megoldasa;
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Linedris egyenletrendszerek.

Linedris egyenletrendszer altaldanos megoldasa.

Legyen A€ K™*" b c K™*! Ekkor igazak a kdvetkezdk:

(a) ha r(A) < r(A|b), akkor az Ax = b linedris egyenletrendszernek nincs
megoldasa;

(b) ha r(A) = r(A|b) = r, akkor az Ax = b linedris egyenletrendszernek
van megolddsa, és az dltaldnos megolddsban (n — r) darab szabadon
valaszthaté paraméter van.

8/ 16
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Definicié: homogén linedris egyenletrendszer.
Legyen A€ K™ Az

Ax=0 (2)

linedris egyenletrendszert homogén linearis egyenletrendszernek
nevezziik. Barmely homogén linearis egyenletrendszernek megoldasa a
c = 0 € K" vektor, ez a megoldds az egyenletrendszer trivialis
megoldasa.
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Definicié: homogén linedris egyenletrendszer.
Legyen A€ K™ Az

Ax=0 (2)

linedris egyenletrendszert homogén linearis egyenletrendszernek
nevezziik. Barmely homogén linedris egyenletrendszernek megoldasa a
c = 0 € K" vektor, ez a megoldds az egyenletrendszer trivialis
megoldasa.

v

Kovetkezmény.

A (2) homogén linedris egyenletrendszernek pontosan akkor van
nemtrividlis megolddsa, ha r(A) < n.
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Legyen A € K™*" Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alteret alkotnak K"-ben, amelynek dimenzidja n — r(A).

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. mdjus 9.



Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Legyen A € K™*" Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alteret alkotnak K"-ben, amelynek dimenzidja n — r(A).

Legyen U = {c € K" | Ac = 0}. Ekkor U altér, mivel
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Legyen A € K™*" Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alteret alkotnak K"-ben, amelynek dimenzidja n — r(A).

Legyen U = {c € K" | Ac = 0}. Ekkor U altér, mivel
e 0ecU,
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Legyen A € K™*" Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alteret alkotnak K"-ben, amelynek dimenzidja n — r(A).

Legyen U = {c € K" | Ac = 0}. Ekkor U altér, mivel
e 0ecU,

@ hac,c € U, azaz Ac = 0 és Ac' = 0, akkor
Alc+c)=Ac+Ac =0, azazc+c € U,
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Legyen A € K™*" Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alteret alkotnak K"-ben, amelynek dimenzidja n — r(A).

Legyen U = {c € K" | Ac = 0}. Ekkor U altér, mivel
e 0eU,
@ hac,c € U, azaz Ac = 0 és Ac' = 0, akkor
Alc+c)=Ac+Ac =0, azazc+c € U,
@ haae€ Késce U, azaz Ac =0, akkor A(a-¢c) = a- Ac = 0, azaz
a-ceU.
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Bizonyités (folytatas).

Legyen r = r(A). Sorcserével és a véltozdk atnevezésével elérhetd, hogy
det(aj j)rxr # O teljesiilion. Ekkor az U < K" altér bazisat alkotjak a
homogén linedris egyenletrendszer aldabbi megoldasai:

Vitl = (C1,1,...,C17,,1,0,...,0,0),
Viy2 = (C2,1,...,Czyr,o,l,...,0,0),

Vo =(Cn1,---+Cnr,0,1,...,0,1)

vektorok, azaz dmU =n—r.
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Bizonyités (folytatas).

Legyen r = r(A). Sorcserével és a véltozdk atnevezésével elérhetd, hogy
det(aj j)rxr # O teljesiilion. Ekkor az U < K" altér bazisat alkotjak a
homogén linedris egyenletrendszer aldabbi megoldasai:

Vitl = (C1,1,...,C17,,1,0,...,0,0),
Viy2 = (C2,1,...,Czyr,o,l,...,0,0),

Vo =(Cn1,---+Cnr,0,1,...,0,1)

vektorok, azaz dmU =n—r.
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Bizonyités (folytatas).

Legyen r = r(A). Sorcserével és a véltozdk atnevezésével elérhetd, hogy
det(aj j)rxr # O teljesiilion. Ekkor az U < K" altér bazisat alkotjak a
homogén linedris egyenletrendszer aldabbi megoldasai:

Vitl = (C1,1,...,C17,,1,0,...,0,0),
Viy2 = (C2,1,...,Czyr,o,l,...,0,0),

Vo =(Cn1,---+Cnr,0,1,...,0,1)

vektorok, azaz dmU =n—r.
Q.E.D.
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Linedris egyenletrendszerek.

Homogén linedris egyenletrendszerek.

Defnicié: fundamentalis megolddsrendszer.

Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasai altal alkotott
altér bazisat a homogén linearis egyenletrendszer fundamentalis
megoldasrendszerének vagy alaprendszerének nevezziik. Ha

ui, ..., Uy_ra) fundamentdlis megolddsrendszer, akkor az egyenletrendszer
altalanos megoldasa:

ty-up+ -+ thr(A) " Un—r(A);

ahol t1,..., t,_,(a) tetszOleges K-beli elemek.
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Linedris egyenletrendszerek.

Linedris és homogén linedris egyenletrendszerek kapcsolata.

Legyen A€ K™ b K™ és d = n— r(A). Tegyiik fel, hogy az

Ax = b linedris egyenletrendszernek van megoldasa, és legyen up € K" egy
megoldas. Ekkor Ax = b megoldasai ug + v alakiak, ahol v az Ax =0
homogén linedris egyenletrendszer megoldasa. Ha vq,...,vg az Ax =0
homogén linedris egyenletrendszer fundamentalis megolddsrendszere, akkor
az Ax = b linedris egyenletrendszer altaldnos megolddsa:

up+ty-vi+ - +tg-Vva,

ahol ty, ..., ty tetszOleges K-beli elemek.
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Linedris egyenletrendszerek.

Gauss-elimindacid.

Legyen A€ K™ b e K™ és d = n— r(A). Ekkor az (A|b) mitrix
sorokon végzett elemi 4talakitdsokkal egy (A’|b’) 1épcsés alakra hozhatd,
igy az Ax = b és A'x = b’ linedris egyenletrendszerek ekvivalensek.
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1. dbra: Az (A|b) matrix lépcsés alakja (van megoldés).‘

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika Ill.

2009. majus 9.

15 / 16



Lo

-

!

2. abra: Az (A|b) matrix lépcsés alakja (nincs megolda’s).‘
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