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Feltessziik, hogy a K testben 1+ 1 # Q. )
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Kvadratikus alakok.

Bilnedris leképezések.

Definicié: bilinedris leképezés.
Legyenek U és V vektorterek a K test felett. Egy /: U x V — K
leképezést bilinearis leképezésnek neveziink,ha
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Kvadratikus alakok.

Bilnedris leképezések.

Definicié: bilinedris leképezés.
Legyenek U és V vektorterek a K test felett. Egy /: U x V — K
leképezést bilinearis leképezésnek neveziink,ha

(1) minden uy,up € U és v € V esetén I(ug + up,v) = I(u1,v) + I(u2, v),
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Kvadratikus alakok.

Bilnedris leképezések.

Definicié: bilinedris leképezés.

Legyenek U és V vektorterek a K test felett. Egy /: U x V — K
leképezést bilinearis leképezésnek neveziink,ha

(1) minden uy,up € U és v € V esetén I(ug + up,v) = I(u1,v) + I(u2, v),
(2) minden u € U és vi,vp € V esetén I(u,v1 + vo) = I(u,v1) + I(u, v2),
(3) minden A € K, u€ U és v € V esetén

I u,v) =X I(u,v) =I(u,\-v).
Az [ bilinearis leképezés szimmetrikus, ha U = V és minden u,v € U
esetén I(u,v) = I(v, u).
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Kvadratikus alakok.

Bilnedris leképezések.

Tetszbleges n pozitiv egész esetén az

' R"xR" =R, ((a1,...,an),(b1,...,bpn)) — aiby + - -anby

leképezés bilinedris, st szimmetrikus is.
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Kvadratikus alakok.

Bilnedris leképezések.

Tetszbleges n pozitiv egész esetén az

' R"xR" =R, ((a1,...,an),(b1,...,bpn)) — aiby + - -anby

leképezés bilinedris, s6t szimmetrikus is.

Példa.
Tetszoleges K test esetén az

It K2 x K2 = K, ((a,b),(c,d)) — det (i Z)

leképezés bilinearis, de nem szimmetrikus.
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Kvadratikus alakok.

Bilnedris leképezések.

Definicié: bilinedris leképezés matrixa.

Legyen U m-dimenzids és V' n-dimenzids vektortér a K test felett, tovabba
E:el,...,enm bazis U-ban és F : fi,...,f, bazis V-ben. Az

I: U x V — K bilineéris leképezés matrixa az £ és F bazisokban az

(I(ei, f;)) € K™*" matrix. Ha | szimmetrikus, akkor az £ és F bazisokat
azonosnak valasztjuk, és igy definidljuk / matrixat.
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Bilnedris leképezések.

Definicié: bilinedris leképezés matrixa.

Legyen U m-dimenzids és V' n-dimenzids vektortér a K test felett, tovabba
E:.e,...,en bazis U-ban és F : f,...,f, bazis V-ben. Az

I: U x V — K bilineéris leképezés matrixa az £ és F bazisokban az

(I(ei, f;)) € K™ matrix. Ha | szimmetrikus, akkor az £ és F bazisokat
azonosnak valasztjuk, és igy definidljuk / matrixat.

Legyen U m-dimenzids és V' n-dimenziés vektortér a K test felett, £ bazis
U-ban, F bazis V-ben, és Ac K™*" az |: U x V — K bilinearis
leképezés matrixa. Ekkor tetszéleges u € U és v € V' vektorokra

I(u,v) = xAy T , ahol x az u vektor koordinitasora az £ bazisban és y a v
vektor koordinatasora az F bazisban. Tehat a bilinedris leképezés matrixa
(valamely bézisban) egyértelmiien meghatarozza a bilineéris leképezést.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett. Az /: V x V — K
bilinedris leképezés akkor és csak akkor szimmetrikus, ha matrixa valamely
(barmely) bazisban szimmetrikus.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Legyen V véges dimenziés vektortér a K test felett. Az /[: V x V — K
bilinedris leképezés akkor és csak akkor szimmetrikus, ha matrixa valamely
(barmely) bazisban szimmetrikus.

Definicid: kvadratikus alak.

Legyen V vektortér a K test felett. A q: V — K leképezést kvadratikus
alaknak nevezziik, ha létezik olyan /: V x V — K szimmetrikus bilinearis
leképezés, amelyre g(v) = I(v, v) teljesiil minden v € V esetén.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Legyen V véges dimenziés vektortér a K test felett. Az /[: V x V — K
bilinedris leképezés akkor és csak akkor szimmetrikus, ha matrixa valamely
(barmely) bazisban szimmetrikus.

Definicid: kvadratikus alak.

Legyen V vektortér a K test felett. A q: V — K leképezést kvadratikus
alaknak nevezziik, ha |étezik olyan /: V x V — K szimmetrikus bilinedris
leképezés, amelyre g(v) = I(v, v) teljesiil minden v € V esetén.

Barmely kvadratikus alak egyértelmiien meghatdrozza a hozza tartozé
szimmetrikus bilinearis leképezést.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicié: kvadratikus alak matrixa.

A kvadratikus alak valamely bazisbeli matrixan a kvadratikus alakhoz
tartozé szimmetrikus bilinedris leképezés matrixat értjuk.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicié: kvadratikus alak matrixa.

A kvadratikus alak valamely bazisbeli matrixan a kvadratikus alakhoz
tartozé szimmetrikus bilinedris leképezés matrixat értjuk.

v

Legyen V vektortér a K test felett, £ és F bazisok V-ben, és q: V — K

kvadratikus alak. Ha g matrixa A az £ bazisban, és S az attérés matrixa
az F bazisrél az £ bazisra, akkor g métrixa az F bazisban SAST.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicié: kvadratikus alak rangja.

A g kvadratikus alak rangjdn valamely (barmely) bazisbeli matrixanak
rangjat értjiik, és r(g)-val jeloljiik. Azt mondjuk, hogy a g kvadratikus
alak az £ bazisban kanonikus alakid, ha matrixa diagonalis.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicié: kvadratikus alak rangja.

A g kvadratikus alak rangjdn valamely (barmely) bazisbeli matrixanak
rangjat értjiik, és r(g)-val jeloljiik. Azt mondjuk, hogy a g kvadratikus
alak az £ bazisban kanonikus alakid, ha matrixa diagonalis.

Tétel (Kvadratikus alakok alaptétele).

Barmely véges dimenzids vektortéren értelmezett kvadratikus alakhoz
megadhaté a vektortér olyan bazisa, amelyben a kvadratikus alak
kanonikus alakd.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Kovetkezmény.

Barmely A szimmetrikus matrixhoz megadhaté olyan S nemelfajuld
matrix, amelyre SAST diagondlis.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Kovetkezmény.

Barmely A szimmetrikus matrixhoz megadhaté olyan S nemelfajuld
matrix, amelyre SAST diagondlis.

Definicid: valés kvadratikus alak.

Az R valés szamtest feletti véges dimenzids vektortereken értelmezett
kvadratikus alakokat valés kvadratikus alakoknak nevezziik. Az

Xt XE = Xy — = XP

alakd kvadratikus alakokat normdlalakinak nevezziik (0 < k < r).
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Barmely valds kvadratikus alakhoz megadhaté a vektortér olyan bazisa,
amelyben a kvadratikus alak normdlalaku.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Barmely valds kvadratikus alakhoz megadhaté a vektortér olyan bazisa,
amelyben a kvadratikus alak normdlalaku.

N,

Tétel (Tehetetlenségi tétel).

Minden valés kvadratikus alak normalalakja egyértelmiien meghatdrozott,
azaz ha két bazisban a kvadratikus alak normalalakd, akkor ugyanannyi
benne a pozitiv, illetve a negativ tagok szdma.

A,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicid.

A valds szamtest feletti V' vektortéren értelmezett g kvadratikus alak
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicid.

A valds szamtest feletti V' vektortéren értelmezett g kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) > 0,
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A valds szamtest feletti V' vektortéren értelmezett g kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) > 0,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicid.

A valds szamtest feletti V' vektortéren értelmezett g kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) > 0,
(2) negativ definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) <0,

(3) pozitiv szemidefinit, ha minden v € V vektorra q(v) > 0, és |étezik
olyan nemnulla w € V vektor, amelyre g(w) = 0,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicid.

A valds szamtest feletti V' vektortéren értelmezett g kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) > 0,

(2) negativ definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) <0,

(3) pozitiv szemidefinit, ha minden v € V vektorra q(v) > 0, és |étezik
olyan nemnulla w € V vektor, amelyre g(w) = 0,

(4) negativ szemidefinit, ha minden v € V vektorra g(v) < 0, és létezik
olyan nemnulla w € V vektor, amelyre g(w) = 0,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Definicid.

A valds szamtest feletti V' vektortéren értelmezett g kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) > 0,

(2) negativ definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) <0,

(3) pozitiv szemidefinit, ha minden v € V vektorra q(v) > 0, és |étezik
olyan nemnulla w € V vektor, amelyre g(w) = 0,

(4) negativ szemidefinit, ha minden v € V vektorra g(v) < 0, és létezik
olyan nemnulla w € V vektor, amelyre g(w) = 0,

(5) minden mds esetben indefinit, azaz ha Iéteznek olyan nemnulla
v,w € V vektorok, hogy g(v) > 0 és g(w) < 0.
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Tétel.

Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés
szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor
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Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés
szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor

(1) pozitiv definit, ha k = r = n,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Tétel.

Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés
szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor

(1) pozitiv definit, ha k = r = n,
(2) negativ definit, ha k =0 és r = n,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés
szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor

(1) pozitiv definit, ha k = r = n,

2) negativ definit, ha k =0 és r = n,
3) pozitiv szemidefinit, ha k = r < n,

(
(
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés

szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor

1
2
3
4

pozitiv definit, ha k = r = n,
negativ definit, ha k =0 és r = n,

(1)
(2)
(3) pozitiv szemidefinit, ha k = r < n,
(4)

negativ szemidefinit, ha k =0 és r < n,
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés
szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor

(1) pozitiv definit, ha k = r = n,

(2) negativ definit, ha k =0 és r = n,

(3) pozitiv szemidefinit, ha k = r < n,

(4) negativ szemidefinit, ha k =0 és r < n,

(5) indefinit, ha 0 < k < r. )
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Kvadratikus alakok.

Kvadratikus alakok.

Tétel.

Legyen x{ + -+ + x2 — x2; — -+ — x? valés kvadratikus alak a valés
szamtest feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor g akkor és csak akkor
(1) pozitiv definit, ha k = r = n,

(2) negativ definit, ha k =0 és r = n,

(3) pozitiv szemidefinit, ha k = r < n,

(4) negativ szemidefinit, ha k =0 és r < n,

(5) indefinit, ha 0 < k < r.

Kovetkezmény.

| A

Minden olyan A szimmetrikus matrixhoz, amelyhez tartozé xAx "
kvadratikus alak pozitiv definit, |étezik olyan P nemelfajulé valés matrix,
amelyre A= PPT.
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Euklideszi terek.

Definicié: Euklideszi tér.
A valds szamtest feletti véges dimenzids V' vektorteret Euklideszi térnek
nevezziik a (—,—): V x V — R belsé szorzattal, ha (—, —) olyan
szimmetrikus bilinedris leképezés, amelyhez tartozé kvadratikus alak
pozitiv definit. Az u € V vektor hosszan (normdjan) az ||u|| = /(u, u)
nemnegativ valés szamot értjiik. Az u vektor normdlt, ha ||u|| = 1. Az u
és v vektorok tavolsiga alatt az ||u — v|| szdmot értjiik.
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Euklideszi terek.

Definicié: Euklideszi tér
A valds szamtest feletti véges dimenzids V' vektorteret Euklideszi térnek
nevezziik a (—,—): V x V — R belsé szorzattal, ha (—, —) olyan
szimmetrikus bilinedris leképezés, amelyhez tartozé kvadratikus alak
pozitiv definit. Az u € V vektor hosszan (normdjan) az ||u|| = /(u, u)
nemnegativ valés szamot értjiik. Az u vektor normdlt, ha ||u|| = 1. Az u
és v vektorok tavolsiga alatt az ||u — v|| szdmot értjiik.

~\
N
N

Példa

Az R" vektortér Euklideszi tér az

S
| \

(x,y) =xyT Zx,y,

standard bels6 szorzattal.
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Euklideszi terek.

Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenl6tlenség).

Euklideszi tér tetszbleges u és v vektora esetén

[{u, v) <] - [Ivl.
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Euklideszi terek.

Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlétlenség).

Euklideszi tér tetszbleges u és v vektora esetén

[{u, v) <] - [Ivl.

Tétel (Haromszog egyenlétlenség).

Euklideszi tér tetszoleges u és v vektora esetén

||+ v]| < [luf] + [ v]]-
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Euklideszi terek.

Definicidé

3 N
N
N
N
N
N

Tetszbleges u és v vektorokra létezik egy egyértelmiien meghatarozott
0 < a < 7 szog, hogy
{uv)
cosa =

[ull - TVl

Ezt az o szoget az u és v vektorok szogének neveziink. Azt mondjuk,
hogy az u és v vektorok merdlegesesek (ortogonalisak), ha (u,v) =0,
amit u_Lv-vel jelolink.
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Euklideszi terek.

Definicid.

Tetszbleges u és v vektorokra létezik egy egyértelmiien meghatarozott
0 < a < 7 szog, hogy
(u,v)

cosy = ———————-
[ull - 1lvl]

Ezt az o szoget az u és v vektorok szogének neveziink. Azt mondjuk,
hogy az u és v vektorok merdlegesesek (ortogonalisak), ha (u,v) =0,
amit u_l v-vel jeloliink.

Definicié: ortogondlis vektorrendszer.

Az uy, ..., uy vektorrendszer ortogonalis, ha barmely 1 </ < j < k
esetén u; Luj. Ha az uy, ..., u, vektorok normaltak is, akkor ortonormalt
vektorrendszerrdl beszéliink. Az A € R"™" matrixot ortogonalis
matrixnak nevezziik, ha sorvektorrendszere ortonormalt az R” euklideszi
térben.
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Euklideszi terek.

Kovetkezmény.

Az A € R™" mitrix akkor és csak akkor ortogonilis, ha AAT = E, azaz
A= AT
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Euklideszi terek.

Kovetkezmény.

Az A € R™" mitrix akkor és csak akkor ortogonilis, ha AAT = E, azaz
A= AT

Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizacid).

Euklideszi tér tetszbleges uy, . .., uk linedrisan fliggetlen vektorrenszere
esetén van olyan vy, ..., vk ortonormalt vektorrendszer, amelyre
[ur, .. u) = [va, ooy v
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Euklideszi terek.

Kovetkezmény.

Az A € R™" mitrix akkor és csak akkor ortogonilis, ha AAT = E, azaz
A= AT

Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizcid).

Euklideszi tér tetszbleges uy, . .., uk linedrisan fliggetlen vektorrenszere
esetén van olyan vy, ..., vk ortonormalt vektorrendszer, amelyre
[ur, .. u) = [va, ooy v

Kovetkezmény.

| \

Euklideszi tér barmely ortonormalt vektorrendszere kiegészithetd
ortonormalt bazissa. Euklideszi térben van ortonormalt bazis.
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Euklideszi terek.

Definicid.

Az U és V Euklideszi terek izomorfak, ha van olyan ¢: U — V vektortér
izomorfizmus, amely megtartja a bels6 szorzatot, azaz
(p(u),¢(v)) = (u,v) minden u,v € U esetén.
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Euklideszi terek.

Definicid.

Az U és V Euklideszi terek izomorfak, ha van olyan ¢: U — V vektortér
izomorfizmus, amely megtartja a bels6 szorzatot, azaz
(p(u),¢(v)) = (u,v) minden u,v € U esetén.

Barmely n-dimenziés euklideszi tér izomorf az R" Euklideszi térrel.
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Euklideszi terek.

Definicid.

Legyen V Euklideszi tér. Azt mondjuk, hogy a ¢: V — V linedris
transzformacié szimmetrikus, ha minden u,v € V esetén

(p(u), v) = (u, p(v)).
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Euklideszi terek.

Definicid.

Legyen V Euklideszi tér. Azt mondjuk, hogy a ¢: V — V linedris
transzformacié szimmetrikus, ha minden u,v € V esetén

(p(u), v) = (u, p(v)).

Tétel.

Euklideszi tér linedris transzformdcidja akkor és csak akkor szimmetrikus,
ha matrixa valamely (barmely) ortonormdlt bazisban szimmetrikus.

| A\
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