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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Legyenek V és W a K test feletti vektorterek. A ¢: V — W leképezést
linedris leképezésnek nevezziik, ha birmely v, v/ € V vektorokra és
barmely ¢ € K skalarra teljestilnek a kovetkezok:
p(v+v') = p(v) + (V)
plc-v) = c-p(v).

Ha W = V, akkor -t linearis transzformacidnak nevezziik.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Definicié: magtér, képtér.

Legyenek V és W vektorterek a K test felett, p: V — W linearis
leképezés. Ekkor ¢ magtere Ker (), illetve képtere Im (¢):

Ker(p)={ve V] p() =0} CV, Im(p)={p(v)|veV}CW.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Definicié: magtér, képtér.
Legyenek V és W vektorterek a K test felett, p: V — W linearis
leképezés. Ekkor ¢ magtere Ker (), illetve képtere Im (¢):

Ker(p)={ve V] p() =0} CV, Im(p)={p(v)|veV}CW.

Legyenek V és W vektorterek a K test felett, ¢: V — W linedris
leképezés. Ekkor

dim Ker (¢) + dimIm () = dim V.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Kovetkezmény.

Legyen V vektortér a K test felett, ¢: V — V linedris transzformacid.
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Kovetkezmény.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Kovetkezmény.

Legyen V vektortér a K test felett, ¢: V — V linedris transzformacid.
Ekkor ¢ bijektiv <= ¢ injektiv <= ¢ szurjektiv.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Kovetkezmény.

Legyen V vektortér a K test felett, ¢: V — V linedris transzformacid.
Ekkor ¢ bijektiv <= ¢ injektiv <= ¢ szurjektiv.

e R?2 - R3, (a,b) — (a,b,a+ b),

N,
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Legyen V vektortér a K test felett, ¢: V — V linedris transzformacid.
Ekkor ¢ bijektiv <= ¢ injektiv <= ¢ szurjektiv.

e R?2 - R3, (a,b) — (a,b,a+ b),
e R?2 — R?, (a,b) — (—b,a),
o R? — R?, (a,b) — (a,1),

N,
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Kovetkezmény.

Legyen V vektortér a K test felett, ¢: V — V linedris transzformacid.
Ekkor ¢ bijektiv <= ¢ injektiv <= ¢ szurjektiv.

v

e R?2 - R3, (a,b) — (a,b,a+ b),

e R?2 — R?, (a,b) — (—b,a),

o R? = R?, (a,b) — (a,1),

o V=V, fs f’, ahol V az differencidlhaté R — R leképezések
vektortere,

N,
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Kovetkezmény.

Legyen V vektortér a K test felett, ¢: V — V linedris transzformacid.
Ekkor ¢ bijektiv <= ¢ injektiv <= ¢ szurjektiv.

| A\

Példa.
e R?2 - R3, (a,b) — (a,b,a+ b),
e R?2 — R?, (a,b) — (—b,a),
o R? = R?, (a,b) — (a,1),
o V=V, fs f’, ahol V az differencidlhaté R — R leképezések
vektortere,
e V-V, fs f(0), ahol V az R — R leképezések vektortere.

.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Definicié: miveletek linedris leképezésekkel.

Legyenek V és W vektorterek a K test felett, p,%: V — W linearis
leképezések. Ekkor a ¢ + 1 és ¢ - ¢ (c € K) leképezések a kovetkezék:

ety VoW, v o(v)+o(v),
c-p: VoW, viesc-p(v).
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Definicié: miveletek linedris leképezésekkel.

Legyenek V és W vektorterek a K test felett, p,%: V — W linearis
leképezések. Ekkor a ¢ + 1 és ¢ - ¢ (c € K) leképezések a kovetkezék:

e+ V=W, v o(v) +1(v),
c-p: VoW, viesc-p(v).

Legyenek V és W vektorterek a K test felett, p,1: V — W linearis
leképezések. Ekkor ¢ + 1 tetszlleges ¢ € K-ra c - ¢ is linearis leképezés.
Az Gsszes V — W linedris leképezések Hom(V, W) halmaza az el6bbi
miveletekkel vektorteret alkot.

N,
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Legyenek V, W és U vektorterek a K test felett, p: V — W és

: W — U linedris leképezések. Ekkor a vp: V — U, v — ¢(p(v))
leképezés linedris leképezés.
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Vektorterek.

Miveletek linedris leképezésekkel.

Legyenek V, W és U vektorterek a K test felett, p: V — W és
: W — U linedris leképezések. Ekkor a vp: V — U, v — ¢(p(v))
leképezés linedris leképezés.

Legyenek V, W és U, U’ vektorterek a K test felett, ¢, ¢: V — W,
x: U— Vésy': W — U linedris leképezések, valamint legyen ¢ € K.
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

(o +9¥)x = ox + ¥x,
X (e +v) =x'¢+ X0,
c-(px) =¢(c-x) =(c-9)x.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az

E:.e,....,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak

V-ben, illetve W-ben és legyenek wi, ..., w, tetszéleges W-beli vektorok.
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Linedris leképezések matrixa.
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Pontosan egy olyan ¢: V — W linedris leképezés van, amelyre o(e;) = w;
teljesiil minden i-re (1 <7< n).
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az

E:.e,....,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben és legyenek wi, ..., w, tetszéleges W-beli vektorok.

Pontosan egy olyan ¢: V — W linedris leképezés van, amelyre o(e;) = w;
teljesiil minden i-re (1 <7< n).

Legyen p(ej)) =aj1-A+ - +aik-fi (1<i<n).
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az
E:.e,....,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben és legyenek wi, ..., w, tetszéleges W-beli vektorok.

Pontosan egy olyan ¢: V — W linedris leképezés van, amelyre o(e;) = w;
teljesiil minden i-re (1 <7< n).

Legyen p(ej)) =aj1-A+ - +aik-fi (1<i<n).

Definicié: linearis leképezés matrixa.

Az Ag}- (aj,j) € K™K mitrixot a ¢ linearis leképezés matrixdnak
nevezzik az &, illetve F bazisokban.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az
E:e,...,enc€ V, illetve F: fi,...,f, € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az

E:e,...,enc€ V, illetve F: fi,...,f, € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben.

Legyen a ¢: V — W linedris leképezés matrixa a fenti bazisokban Az
A@’]E = (ajj) € K™k Legyen v tetszdleges vektor V-ben. Ekkor vannak
olyan (egyértelmiien meghatdrozott) aq,...,a, € K skalarok, amelyekre
v=ai-e + -+ a,- e, teljesil, igy

o(v)=¢p(ar-e14+ -+ ap-ep) =ar-g(e1) + -+ an-¢(en)

k K
Zau-fj +tap- Zan,j-ﬂ'
j=1 j=1

= (a1a,1+ -+ anan1) A+ +(ak+ -+ anan k) - fi
= (oq,...,an)A(A,.... f)T
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyen V a K test feletti n-dimenziés vektortér. Ekkor V' izomorf K"-nel. \

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az

E:.e,...,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyen V a K test feletti n-dimenziés vektortér. Ekkor V' izomorf K"-nel.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az
E:.e,...,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben.

Tétel.

Haa ¢p: V — W, illetve ¢: V — W linedris leképezések matrixa az & és
F bézisokban AS” = (aj j)nxk. illetve AST = (bij)nxk, akkor
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

_

Legyen V a K test feletti n-dimenziés vektortér. Ekkor V' izomorf K"-nel.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az
E:.e,...,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben.

Tétel.

Haa ¢p: V — W, illetve ¢: V — W linedris leképezések matrixa az & és
F bézisokban AS” = (aj j)nxk. illetve AST = (bij)nxk, akkor

(a) @+ linedris leképezés matrixa az £ és F bazisokban (a; j + b j)nxk,
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

_

Legyen V a K test feletti n-dimenziés vektortér. Ekkor V' izomorf K"-nel.

Legyenek V és W végesdimenzids vektorterek. Tegyiik fel, hogy az
E:.e,...,epc V, illetve F: f,...,fi € W vektorok bazist alkotnak
V-ben, illetve W-ben.

Tétel.

Haa ¢p: V — W, illetve ¢: V — W linedris leképezések matrixa az & és
F bézisokban AS” = (aj j)nxk. illetve AST = (bij)nxk, akkor

(a) @+ linedris leképezés matrixa az £ és F bazisokban (a; j + b j)nxk,

(b) tetszdleges ¢ € K skaldrra a ¢ - ¢ linedris leképezés matrixa az £ és F
bazisokban (caj, j)nxk-

v
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V, W és U végesdimenzids vektorterek. Tegyuk fel, hogy az
E:e,...,en€V, F:f,....He W, illetve G : g1, ..

., &n € U vektorok
rendre bazist alkotnak V-ben, W-ben, illetve U-ban.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyenek V, W és U végesdimenzids vektorterek. Tegyuk fel, hogy az
E:e,...,en€V, F:f,....fe W, illetve G : g1,...,8n € U vektorok
rendre bazist alkotnak V-ben, W-ben, illetve U-ban.

Haa ¢p: V. — W, illetve ¢p: W — U linedris leképezések matrixa az &, F,
illetve , G bazisokban AS” = (aj, })nxk. illetve A%9 = (bj [)ixm, akkor

g:

nxXm
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Kovetkezmény.

Ha V n-dimenziés és W k-dmenzids vektortér a K test felett, akkor a
linedris leképezések Hom(V/, W) vektortere izomorf a K test feletti n x k-s
matrixok K"<k vektorterével. Igy nk dimenzids.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Kovetkezmény.

Ha V n-dimenziés és W k-dmenzids vektortér a K test felett, akkor a
linedris leképezések Hom(V/, W) vektortere izomorf a K test feletti n x k-s
matrixok K"<k vektorterével. Igy nk dimenzids.

v

Definicié: attérési matrix.

Legyen € :e1,...,e,ésE :ef,... €}, a K test feletti V' vektortér két
bazisa. Az idy € Hom(U, U) identikus linedris leképezés £ és &’
bazisokban megadott matrixat az £ bazisrél az £ bazisra valé attérés
matrixanak hivjuk.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyen a K test feletti V' vektortér két bazisa £ és £, tovdbba legyen P
az 4ttérés matrixa az £ bazisrdl az £’ bazisra. Ekkor P nemelfajulé matrix,
tovabba az £’ bazisrdl az £ bazisra valé attérés matrixa P~ 1.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyen a K test feletti V' vektortér két bazisa £ és £, tovdbba legyen P
az 4ttérés matrixa az £ bazisrdl az £’ bazisra. Ekkor P nemelfajulé matrix,
tovabba az £’ bazisrdl az £ bazisra valé attérés matrixa P~ 1.

Legyenek V és W ugyanazon K test feletti vektorterek, £ és &' a V/, F és
F' pedig a W vektortér bdzisa. Jeldlje P, illetve S az attérés matrixat
E'-r8l E'-re, illetve F-rél F'-re. Legyen ¢ € Hom(V, W) lineéris
leképezés, és legyen ¢ mdtrixa az £ és F bazisokban A. Ekkor ¢ matrixa
az £ és F' bazisokban P71AS.

A,
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Definicié: hasonlé matrixok.

Legyen K test és n pozitiv egész. Az A, B € T"*" matrixok hasonldk, ha
létezik olyan nemelfajulé P € T"*" matrix, hogy A= P~1BP.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Definicié: hasonlé matrixok.

Legyen K test és n pozitiv egész. Az A, B € T"*" matrixok hasonldk, ha
létezik olyan nemelfajulé P € T"*" matrix, hogy A= P~1BP.

Kovetkezmény.

Ugyanazon linedris transzformacié két kiilonbozé bazisban felirt matrixa
hasonlé.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Definicié: hasonlé matrixok.

Legyen K test és n pozitiv egész. Az A, B € T"*" matrixok hasonldk, ha
létezik olyan nemelfajulé P € T"*" matrix, hogy A= P~1BP.

Kovetkezmény.

Ugyanazon linedris transzformacié két kiilonbozé bazisban felirt matrixa
hasonlé.

v

Definicié: Inedris leképezés rangja.

A ¢ linearis leképezés rangjan a képterének dimenzidjat értjiik, azaz
r(¢) = dimIm (¢).

.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Véges dimenzids vektorterek kozotti linedris leképezés rangja megegyezik
valamely (barmely) bazisbeli matrixanak rangjaval.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Tétel.

Véges dimenzids vektorterek kozotti linedris leképezés rangja megegyezik
valamely (barmely) bazisbeli matrixanak rangjaval.

Kovetkezmény.

| .

Legyen ¢ linedris transzformacié valamely végesdimenzids vektortérben.

Ekkor ¢ akkor és csak akkor bijektiv, ha valamely (barmely) bazisbeli
matrixa nemelfajuld.
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Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyen U m-dimenzids és V' n-dimenzids vektorterek ugyanazon K test
folott, és ¢ € Hom(U, V). Ekkor ¢ matrixa az U és V egy-egy alkalmas

bazisaban
E, O mxn
(0 0) e K .

ahol r a ¢ linedris leképezés rangja, E, az r X r méretli egységmatrix, és a
zérék a megfelelé méretli zérématrixok.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. majus 8. 15 / 18



Vektorterek.

Linedris leképezések matrixa.

Legyen K tetszéleges test. Ekkor minden A € K™*" matrixhoz léteznek

7

olyan nemelfajulé P € K™*™ és Q € K"*" matrixok, hogy

E. 0O

PAQ:(O 0

) c Km><n‘

ahol r az A matrix rangja, és a jobb oldalon allé6 matrix ugyanaz, mint az

el6zo tételben.
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Definicié: matrix rangjai.

Legyen K tetszdleges test, A € K™*",
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Definicié: matrix rangjai.
Legyen K tetszdleges test, A € K™*",

o Az A matrix rs(A) sorrangja a matrix sorvektorai (¢ K") altal
alkotott vektorrendszer rangja.
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Definicié: matrix rangjai.
Legyen K tetszdleges test, A € K™*",
o Az A matrix rs(A) sorrangja a matrix sorvektorai (¢ K") altal
alkotott vektorrendszer rangja.

o Az A mitrix ro(A) oszloprangja a matrix oszlopvektorai (¢ K™) altal
alkotott vektorrendszer rangja.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. majus 8. 17 / 18



Vektorterek.

Matrix rangja.

Definicié: matrix rangjai.
Legyen K tetszdleges test, A € K™*",
o Az A matrix rs(A) sorrangja a matrix sorvektorai (¢ K") altal
alkotott vektorrendszer rangja.

o Az A mitrix ro(A) oszloprangja a matrix oszlopvektorai (¢ K™) altal
alkotott vektorrendszer rangja.

o Az A mitrix rq(A) determinansrangja a matrix nemeltiind
aldeterminansai rendjének a maximuma.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. majus 8.



Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).
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Vektorterek.

Matrix rangja.
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).

(a) rs(A) = ra(A):
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).

Bizonyit3ds.
(a) rs(A) = ra(A):
e Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasokkal Iépcsos alakra
hozhaté: L.
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).

Bizonyit3ds.
(a) rs(A) = ra(A):
e Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasokkal Iépcsos alakra
hozhaté: L.

o Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasok soran
determindnsrangja nem csokken, s6t ry(A) = ry(L).
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).

(a) rs(A) = ra(A):
e Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasokkal Iépcsos alakra
hozhaté: L.
o Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasok soran
determindnsrangja nem csokken, s6t ry(A) = ry(L).
o rs(L) = rq(L).
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).

(a) rs(A) = ra(A):

e Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasokkal Iépcsos alakra
hozhaté: L.

o Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasok soran

determindnsrangja nem csokken, s6t ry(A) = ry(L).
o rs(L) = rq(L).

(b) ro(A) = ra(A).
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Vektorterek.

Matrix rangja.

Tetszéleges A € K™*" matrixra rs(A) = ro(A) = rqa(A).

(a) rs(A) = ra(A):
e Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitasokkal Iépcsos alakra
hozhaté: L.
o Az A matrix a sorain végzett elemei atalakitdsok soran
determindnsrangja nem csokken, s6t ry(A) = ry(L).
o rs(L) = rq(L).

(b) ro(A) = ra(A).

Definicié: matrix rangja.
Az A € K™*" matrixra rangja r(A) = rs(A) = ro(A) = rq(A).
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