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Determinansok.

Permutacidk.

Definicié: n-edfokid szimmetrikus csoport.

Sp={m:{1,...,n} = {1,...,n} | 7w bijektiv} .
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Determinansok.

Permutacidk.

Definicié: n-edfokd szimmetrikus csoport.

Sp={m:{1,...,n} = {1,...,n} | 7w bijektiv} .

Definicié: permutdcié paritdsa.
Tetszéleges m € S,-re legyen o az aldbbi leképezés:

™ — T

sgn: S, — {-1,1}, 7 H Jj—l

1<i<j<n

Azt mondjuk, hogy a m permutacié paros, ha sgn(w) = 1. Ellenkez6
esetben 7 paratlan.
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S4. Ekkor
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S4. Ekkor

sgn(m) = H u

1<i<j<a 47!
_471'—371' A — 27 4nm—1nw 3m—2n 3m—1n 27 —1nw
T 4-3  4-2 4-1 3-2 3-1 2-1
_4-1 4-3 4-2 1-3 1-2 3-2

T 4-3 4-2 4-13-23-1 2-1

=1,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S4. Ekkor

sgn(m) = H u

1<i<j<a 47!
_471'—37r A — 27 4nm—1nw 3m—2n 3m—1n 27 —1nw
T 4-3  4-2 4-1 3-2 3-1 2-1
_4-1 4-3 4-2 1-3 1-2 3-2

T 4-3 4-2 4-13-23-1 2-1

=1,

ezért a m permutdcié paros.
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen 7 € S, tetszlleges transzpozicid, o € S,. Ekkor
sgn(7o) = —sgn(o).
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen 7 € S, tetszlleges transzpozicid, o € S,. Ekkor
sgn(7o) = —sgn(o).

Kovetkezmény.

Ha v € S, ¢-hosszi ciklus, akkor sgn(7y) = (1)1

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. &prilis 10. 4 /14



Determinansok.

Permutacidk.

Allits.
Legyen 7 € S, tetszlleges transzpozicid, o € S,. Ekkor
sgn(7o) = —sgn(o).

Kovetkezmény.

| A

Ha v € S, ¢-hosszi ciklus, akkor sgn(7y) = (1)1

Definicid.

| A

Legyen o € S, tetszbleges permutdacid, valamint legyenek 1 < i< j < n
tetszleges egészek. Azt mondjuk i inverziéban all j-vel (o-ban), ha
ioc > jo. Legyen inv(c) = | {(i,j) | i és j inverzidban dllnak o-ban}|.
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen 7 € S, tetszdleges transzpozicié, o € S,,. Ekkor
sgn(to) = —sgn(o).

Kovetkezmény.

Ha v € S, ¢-hosszi ciklus, akkor sgn(7y) = (1)1

Legyen o € S, tetszbleges permutdacid, valamint legyenek 1 < i< j < n

tetszleges egészek. Azt mondjuk i inverziéban all j-vel (o-ban), ha
ioc > jo. Legyen inv(c) = |{(i,j) | i és j inverzidban &llnak o-ban} |.

| A\

Kovetkezmény.

Tetsz6leges o permutaciéra sgn(o) = (—1)"v(7).
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
(1,3: 1<3éslr=2>3r=1,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
(1,3: 1<3éslr=2>3r=1,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
(1,3): 1<3és1mr=2>3m =1, (inverzid)
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
(1,3): 1<3és1mr=2>3m =1, (inverzid)
(1,2): 1<4éslr =2 < dr =4,

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:

(1,2):
3):

1<2és1lnr=2<21r=3,
1<3és1lnm=2>3m=1, (inverzid)
1<4éslm=2<4m =4,
2<3és2n=3>31=1,

— — — —

(1,
(1,2):
(1,2):
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:

(1,2):
3):

1<2és1lnr=2<21r=3,
1<3és1lnm=2>3m=1, (inverzid)
1<4éslm=2<4m =4,
2<3és2n=3>31=1,

— — — —

(1,
(1,2):
(1,2):
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:

(1,2):
3):

1<2és1lnr=2<21r=3,
1<3és1lnm=2>3m=1, (inverzid)
1<4éslm=2<4m =4,
2<3és2m=3>3r =1, (inverzid)

— — — —

(1,
(1,2):
(1,2):
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:

(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
(1,3): 1<3és1mr=2>3m =1, (inverzid)
(1,2): 1<4éslr =2 < dr =4,
(1,2): 2 < 3és2m =3 > 3m =1, (inverzid)
(1,2): 2<4és2r =3 < 4mw =4,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
1<2és1lnr=2<2m =23,

1<3és1lnm=2>3m=1, (inverzid)
1<4éslnr=2<4m =4,

2<3és2m=3>3r =1, (inverzid)
2<4és2r =3 < 4n =4,

3<4és3m=1<4m =4,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
1<2és1lnr=2<2m =23,

1<3és1lnm=2>3m=1, (inverzid)
1<4éslnr=2<4m =4,

2<3és2m=3>3r =1, (inverzid)
2<4és2r =3 < 4n =4,

3<4és3m=1<4m =4,
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Determinansok.

Permutacidk.

Legyen m = (123) € S;. Tekintsiik az (/,/) parokat, ahol 1 </ < j < 4:
(1,2): 1<2és1r =2 < 21 =3,
(1,3): 1<3és1mr=2>3m =1, (inverzid)
(1,2): 1<4éslr =2 < dr =4,
(1,2): 2 < 3és2m =3 > 3m =1, (inverzid)
(1,2): 2<4és2r =3 < 4mw =4,
(1,2): 3<4és3m=1<4m =4,
igy inv(m) = 2, azaz sgn(7) = (—1)"™( =1
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: négyzetes matrix determindnsa.

Legyen n természetes szdm, K szamtest és A = (a; ;) € K"*". Ekkor az A
matrix determinansa:

det A = Z sgn(m) - a1, 17 - - an, -
TES,
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Definicié: négyzetes matrix determindnsa.

Legyen n természetes szdm, K szamtest és A = (a; ;) € K"*". Ekkor az A
matrix determinansa:

det A = Z sgn(m) - a1, 17 - - an, -
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: négyzetes matrix determindnsa.

Legyen n természetes szdm, K szamtest és A = (a; ;) € K"*". Ekkor az A
matrix determinansa:

det A = Z sgn(m) - a1, 17 - - an, -
TES,

det(al, 1) = a1

.
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: négyzetes matrix determindnsa.

Legyen n természetes szdm, K szamtest és A = (a; ;) € K"*". Ekkor az A
matrix determinansa:

det A = Z sgn(m) - a1, 17 - - an, -

TES,

| \

Példa.
det(al, 1) = a1

det <31,1 31,2> = sgn(id) - a1,1a2,2 +sgn(12) - a1, 2221 =
a1 a2

a1,142,2 — a1,2a2,1-

.

6/ 14
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =

431 432 433
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =

431 432 433
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det | a1 a22 a23| =
a31 a3,2 433

sgn(id) - a1,1a2,2a3, 3+
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =
43,1 432 433
sgn(id) - a1,1a2,2a3,3+
sgn(l 2 3) - a1,2a2,333,1+
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =
a31 a3,2 433
sgn(id) - d1,142,2d3, 3+
sgn(l 23) - a1,2a2,333,1+
sgn(l 32) - 31,342,143, 2+

2009. &prilis 10.

7/ 14
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =
43,1 432 433

sgn(id) - a1,1a2,2a3,3+
sgn(l 23) - a1,2a2,333,1+
sgn(l 32) - 31,342,143, 2+
sgn(12) - a1,0a2,1a3,3+
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =
43,1 432 433

sgn(id) - a1,1a2,2a3, 3+
sgn(l 23) - a1,2a2,333,1+
sgn(l 32) - 31,342,143, 2+
sgn(12) - a1,0a2,1a3,3+
sgn(13) - a1 3a2,2a3,1+
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =

431 432 433

sgn(id) - a1,1a2,2a3, 3+
sgn(l 23) - a1,2a2,333,1+
sgn(l 32) - 31,342,143, 2+
sgn(12) - a1,0a2,1a3,3+
sgn(13) - a1 3a2,2a3,1+
sgn(23) - 41,182,383 2 =
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det a1 a2 a3| =
43,1 432 433

sgn(id) - a1,1a2,2a3, 3+
sgn(l 23) - a1,2a2,333,1+
sgn(l 32) - 31,342,143, 2+
sgn(12) - a1,0a2,1a3,3+
sgn(13) - a1 3a2,2a3,1+

sgn(2 3) . 317132738372 =
a1,182,233,3 + 31,282, 333,1 + 31,332,133, 2
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Determinansok.

Determinansok.

Példa (folytatas).

41,1 41,2 41,3
det | a1 a22 a23| =
a3 1 432 a33
sgn(id) - a1,1a2,2a3, 3+
sgn(l 23) - a1,2a2,333,1+
sgn(l 32) - 31,342,143, 2+
sgn(12) - a1,0a2,1a3,3+
sgn(13) - a1 3a2,2a3,1+
sgn(2 3) . 317132738372 =
a1,182,233,3 + 31,282, 333,1 + 31,332,133, 2
—a1,2d82,133,3 — 31,332,2d3,1 — 41,132,333,2.
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: matrixok elemi atalakitasai.

Legyen K szdmtest, m,n € N és A € K™*",

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. &prilis 10. 8 /14



Determinansok.

Determinansok.

Definicié: matrixok elemi atalakitasai.

Legyen K szdmtest, m,n € N és A € K™*",
(a) az A matrix i-edik és j-edik sordnak [oszlopanak] cseréje: Al

[Ai«f»j]
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: matrixok elemi atalakitasai.

Legyen K szdmtest, m,n € N és A € K™*",

(a) az A matrix i-edik és j-edik sordnak [oszlopanak] cseréje: Al
[A;&j]

(b) az A métrix i-edik sorat [oszlopat] megszorozzuk egy a € K

konstanssal: A.. . [A.c ]
I~ I~
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: matrixok elemi atalakitasai.

Legyen K szdmtest, m,n € N és A € K™*",

(a) az A matrix i-edik és j-edik sordnak [oszlopanak] cseréje: Al
[A;&j]

(b) az A métrix i-edik sorat [oszlopat] megszorozzuk egy a € K

konstanssal: A.. . [A.c ]
I~ I~

(c) az A métrix i-edik soranak [oszlopdnak| a-szorosat hozzdadjuk a

J-edik sorhoz [oszlophoz] (« € K): Allivai [AI.NC\)HO“.]
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Determinansok.

Determinansok.

Tétel (a determinans tulajdonségai).

Legyen K szdmtest, « € K, n€ N, 1 <i,j<n (i #j)és Ae K™",
valamint legyen € {r, c}. Ekkor igazak a kovetkezék:
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Determinansok.

Determinansok.

Tétel (a determinans tulajdonségai).

Legyen K szdmtest, « € K, n€ N, 1 <i,j<n (i #j)és Ae K™",
valamint legyen € {r, c}. Ekkor igazak a kovetkezék:

(a) det(AiJ&j) = —det(A),
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Determinansok.

Determinansok.

Tétel (a determinans tulajdonségai).

Legyen K szdmtest, « € K, n€ N, 1 <i,j<n (i #j)és Ae K™",
valamint legyen € {r, c}. Ekkor igazak a kovetkezék:

(a) det(AiJ&j) = —det(A),
(b) det(A.. .)=a-det(A),
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Determinansok.

Determinansok.

Tétel (a determinans tulajdonségai).

Legyen K szdmtest, « € K, n€ N, 1 <i,j<n (i #j)és Ae K™",
valamint legyen x € {r, c}. Ekkor igazak a kovetkezok:

(a) det(AiJ&j) = —det(A),

(b) det(A. . .) = a-det(A),

(c) det(A,-;Ha.,-) = det(A).
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Determinansok.

Determinansok.

Definicié: Vandermonde-determinans.

Legyenek ag, a1, . .., a, tetszéleges K-beli elemek. Ekkor a

V(ao, a1, ..., an) Vandermonde-determinans a kovetkezé:
2

1 ao ag <o ag

1 & a% oo af

n

V(ao, a1,...,an) = det 1 a a -+ a

2 n

1 a, a an
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Determinansok.

Determinansok.

Legyenek ag, a1, . .., a, tetszéleges K testbeli elemek. Ekkor

V(ag,a1,...,an) = H (aj — ai)-

0<i<j<n
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Determinansok.

Determinansok.

Legyenek ag, a1, . . ., a, tetszoleges K testbeli elemek. Ekkor
V(ao,a1,...,an) = H (aj — ai)-
0<i<j<n
Kovetkezmény.
Legyenek ag, a1, . .., a, tetszoleges K testbeli elemek. Ekkor
V(ag,a1,...,a,) =0 <= vanolyan i,j (1 <i<j < n), amelyre a; = a;.
o

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)
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Determinansok.

Determinansok.

2 n

1 ag ag coeag

n

1 a a% ceeag

n

det |1 @ & -+ a7 | =

2 n

1 a, a; an
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Determinansok.

Determinansok.

2 n

1 ag ag coeag

n

1 a a% ceeag

n

det |1 @ & -+ a7 | =

2 n

1 a, a; an
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Determinansok.

Determinansok.

1 a a3 - aj 1 a a3 --- af—apay *
1 a a2 - a7 1 a a - af —apalt
2 n 2 n—1
det |1 a2 a3 -+ 3| =det|1l a a -+ a3— a3
1 a, a --- a" 1 a, a --- a7l —apal!
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Determinansok.

Determinansok.

1 a a3 - aj 1 a a3 --- af—apay *
2 n 2 n n—1
1 a a% coeaf 1 a a% <+- aj —aga; .
n n—
det |1 a2 a3 -+ 3| =det|1l a a -+ a3— a3
2 n 2 n n—1
1 a, a; an 1 a, a; ap, — aoa,
1 a a3 -+ aj '—apa)® af —apay
1 a af -~ af ' —aal? af —apa !
2 n—1 n—2 n—1
—det|1 a a --- a; = — apa, ay — apa,
1 a, a an ! — a0a"? a7 — agal !
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Determinansok.

Determinansok.

1 ay a3 —apao - ag_l — 3038_2 ag — aoag_l
1 a af—apar --- a '—agal™? af —apal?
2 n—1 n—2 n—1
—det|1 a a5—apax --- a, —aoa, ay — apa,
1 a, a>—apa, --- al!l—apa?? a7 —apa’ !
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Determinansok.

Determinansok.

1 ay a3 —apao - ag_l — 3038_2 ag — aoag_l
1 a af—apar --- a '—agal™? af —apal?
2 n—1 n—2 n—1
—det|1 a a5—apax --- a, —aoa, ay — apa,
1 a, a>—apa, --- al!l—apa?? a7 —apa’ !
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Determinansok.

Determinansok.

1 ay a3 —apao - ag_l — 3038_2 ag — aoag_l
1 a af—apar --- a '—agal™? af —apal?
2 n—1 n—2 n—1
—det|1 a a5—apax --- a, —aoa, ay — apa,
1 a, a>—apa, --- al!l—apa?? a7 —apa’ !
2 n—1 n—2 n—1
1 ag— ag 3(2)—3030 S ag 1—3030 , ag — aoag .
n— n— n—
1 a1—ao a%—aoal R l—aoa1 , al — apaj .
n— n— n—
—det|1 a—a a;—apax --- a, —apa, a; — apa,
2 -1 —2 —il
1 a,—ay a;—aa, --- ap - —aoa, ap — aoa,
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Determinansok.

Determinansok.

1 ag—ap a2 —apay -+ af‘l - agai’_2 aj — apay !
2 n—1 n—2 n—1

—det|1 a—a a;—apax --- a, —aoa, a; — apa,
1 a,—aop a>— apan a1l — apal? a7 — agal !
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Determinansok.

Determinansok.

1 ag—ap a2 —apay -+ af‘l - agai’_2 aj — apay !
2 n—1 n—2 n—1

—det|1 a—a a;—apax --- a, —aoa, a; — apa,
1 a,—aop a>— apan a1l — apal? a7 — agal !
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Determinansok.

Determinansok.

Bizonyitds.
1 0 0 . 0 0
2 n—1 n—2 n—1
1 ag—ag af—apar --- 311—30312 af—aoall
—det|l a—a a5 —apax -+ ay ' —apal * aj —apah”
1 a,—ap a>—apa, --- all—apal? a7 — agal?
=2 -1
ay—ap ai(ai—ao) --- a7 “(ar—ao) a7 (a1 — ao)
=2 -1
a—ap axax—ao) -+ ay “(a2—ao) ay (a2—ao)
= det ) ) )
-2 =il
an—ap an(an—ao) -+ an“(an—ap) al *(an— ao)

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. &prilis 10. 14 / 14



Determinansok.

Determinansok.

Bizonyitds.
1 0 0 e 0 0
1 ag—ap a2 —apay -+ af‘l - aoai’_2 aj — aoai’_l
—det|1 a—a0 a3 —apa --- al ' —apal ? aj —apay !
1 a,—ap a>—apa, --- all—apal? a7 — agal?
ai—ap ai(as —ao) - ai’_z(al — ap) ai’_l(al — ap)
a—ap ax(ax—ap) --- ag_z(ag — ap) ag_l(az — ap)
= det _ _ _
an—ao an(an—aog) -+ a2(a,—ao0) at (an— ao)
=(a1—ao0) - (an—ao0)- V(a1,-..,an).
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Determinansok.

Determinansok.

Bizonyitds.
1 0 0 e 0 0
1 ag—ap a2 —apay -+ af‘l - aoai’_2 aj — aoai’_l
—det|1 a—a0 a3 —apa --- al ' —apal ? aj —apay !
1 a,—ap a>—apa, --- all—apal? a7 — agal?
ai—ap ai(as —ao) - ai’_z(al —ao) a7 (a1 — ao)
a—ap ax(ax—ap) --- ag_z(ag — ap) ag_l(az — ap)
= det : : _ . .
an—ao an(an—aog) -+ a2(a,—ao0) at (an— ao)
=(a1—ao0) - (an—ao0)- V(a1,-..,an).
Q.E.D
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