Diszkrét matematika IllI.

Komplex szamok
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A természetes szamok: N = {1,2,3,4...}.
J6 tulajdonsag:
5N é& 7eN = bLH4+7ecN

Kevésbé jo, hogy
5—7¢N.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill.

2009. &prilis 10.



Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Az egész szamok: Z ={...,—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4...}.

J6 tulajdonsag:

5€eZ és 7€Z — bx7€Z é 5b-7T€Z.

Kevésbé jo, hogy
5/7 ¢ Z.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A racionalis szamok: Q = {% |a,beZ, b+# 0}.
Ha a,b,c,d € Z és b,d # 0, akkor £, 5 € Q és

g d=b-c
b
J6 tulajdonsag:
5 2 5 2 5 2 > 15
= = — 41— =. = I==
76@ és 36(@ Z 36Q,7 36(@ és % 146(@,

azaz QQ zart az alapmiiveletekre.
Kevésbé j6, hogy nincs olyan r € Q, amelyre r? = 2 teljesiil.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A valés szamok: R = {lim, ... 1, | (ra)nen konvergens Q-sorozat}.

J6 tulajdonsag: R zart az alapmiiveletekre és v/2 € R is teljesiil, mivel

V2= lim s

n—oo
ahol p =1és rp11 = 52 (n € N).
Kevésbé jé, hogy nincs olyan o € R, amelyre o® = —1 teljesiilne.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: komplex szamok.

Tetszbleges a, b € R esetén az

a+ bi
formalis kifejezést komplex szamnak nevezziik, ahol /2 = —1.
Az Gsszes komplex szdmok {a + bi | a, b € R} halmazat pedig C-vel

jeloljik.
Az a+ bi és c + di komplex szdmok pontosan akkor egyenldk, ha a = ¢ és

b=d.

v
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: komplex szamok.

Tetszbleges a, b € R esetén az

a+ bi
formalis kifejezést komplex szamnak nevezziik, ahol /2 = —1.
Az Gsszes komplex szdmok {a + bi | a, b € R} halmazat pedig C-vel

jeloljik.
Az a+ bi és c + di komplex szdmok pontosan akkor egyenldk, ha a = ¢ és

b=d.

v

Tetszoleges z € C komplex szam egyértelmiien irhaté fel a + bi alakban,
ahol a és b valds szamok.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika Ill. 2009. &prilis 10. 6 /17



Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: komplex szam kanonikus alakja, valds rész és képzetes rész.

Legyen z € C komplex szam, ekkor vannak olyan egyértelmiien
meghatadrozott a és b valdés szamok, amelyekre z = a + bi teljesil. Ezt az
alakot a z komplex szam kanonikus alakjanak nevezziik. Az a valds szam
a z komplex szdm valés része, a b valé szam pedig z képzetes része. A
z komplex szdm valds részét Re(z)-vel, képzetes részét pedig Im(z)-vel
jeloljik:

Re: C — R, z — Re(z),

Im: C — R, z— Im(2).
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: miveletek komplex szdmokkal.

Definidljuk az alabbi miiveleteket a C halmazon:

+:CxC—C, (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
-:CxC—C, (a+ bi)-(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i,

valamint legyen C — C, a+ bi — z = a — bi (konjugalas).
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A (C; 4, -) algebra test, azaz
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A (C; 4, -) algebra test, azaz
(C; +) Abel-csoport,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A (C; 4, -) algebra test, azaz
(C; +) Abel-csoport,
(C\ {0+ 0i}; - ) csoport és
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A (C; 4, -) algebra test, azaz
(C; +) Abel-csoport,
(C\ {0+ 0i}; - ) csoport és

a - mivelet disztributiv az + miiveletre vonatkozdan.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A (C; 4, -) algebra test, azaz
(C; +) Abel-csoport,
(C\{0+0i}; ) csoport és

a - mivelet disztributiv az + miiveletre vonatkozdan.

Ai:R— C, ar— a+ 0i leképezés injektiv homomorfizmus.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

A (C; 4, -) algebra test, azaz
(C; +) Abel-csoport,
(C\{0+0i}; ) csoport és

a - mivelet disztributiv az + miiveletre vonatkozdan.

Ai:R— C, ar— a+ 0i leképezés injektiv homomorfizmus.

Az a valés szamot azonositjuk az i(a) = a + 0/ komplex szimmal, és ezen J

azonositds utan dgy tekintjik, hogy R C C.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

inicié: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

inicié: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,

u—v e H,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,

u—v e H,

u-v és
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,

u—veH,
u-v és

u/v e H, hav#0.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicid: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,
u—veH,

u-v és

u/v e H, hav#0.

v

Példa: szamtestek.

A komlex szamtest alabbi részhalmazai mind szamtestek:
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicid: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,
u—veH,

u-v és

u/v e H, hav#0.

v

Példa: szamtestek.

A komlex szamtest alabbi részhalmazai mind szamtestek:

e a raciondlis szamok Q halmaza, a valds szamok R halmaza,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicid: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,
u—veH,

u-v és

u/v e H, hav#0.

v

Példa: szamtestek.

A komlex szamtest alabbi részhalmazai mind szamtestek:

e a raciondlis szamok Q halmaza, a valds szamok R halmaza,

e Q(v2) ={a+bv2|abeQ}
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicid: szamtest.
A komplex szamtest H részhalmazat szamtestnek nevezziik, ha H zart a
négy alapmiiveletre, azaz tetszéleges u, v € H esetén

u+v e H,
u—veH,

u-v és

u/v e H, hav#0.

v

Példa: szamtestek.

A komlex szamtest alabbi részhalmazai mind szamtestek:

e a raciondlis szamok Q halmaza, a valds szamok R halmaza,
e QW2)={a+bVv2|abeQ},
e Q(i)={a+bi|abeQ}.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicid: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z

kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

(1) vEw=v<Lw,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

(1) vEw=v<Lw,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

(1) viEw=vtw, v-w=v-w
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

(ha w # 0),

v

(1) viEw=vtw, v-w=v-w

gl

w
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

y_v (ha w # 0),

v

(1) viEw=vtw, v-w=v-w =

gl

w
(2) Iv-wl=]v|-|wl,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

y_v (ha w # 0),

v

(1) viEw=vtw, v-w=v-w =

gl

w
(2) Iv-wl=]v|-|wl,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicio: abszolut érték.

A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z
kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

W) VEW=v+w, vw=v W %:%(haw;ﬁO),
@) lvewl=lvl-wl, |%] = % (ha w£0)
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: abszoldt érték.
A z komplex szdm abszolit értéke: |z| = /z -Z. Amennyiben z

kanonikus alakja a + bi, akkor |z| = \/(a+ bi) - (a — bi) = Va® + b2.

Tetszbleges v, w komplex szamokra teljestilnek a kovetkezok:

== (haw#0),

(1) vEw=vtw, v-w=v-w,

(2) Iv-wl=]v|-|wl,

(3) v+ w|<|v|+|wl|.

2009. &prilis 10.
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Z=Q+bi

’1. abra: A Gauss-féle szémsfk.‘
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: komplex szam trigonometrikus alakja.
Legyen z tetszéleges 0-tdl kiilonboz6é komplex szam. Ekkor z felirhatd

z = r(cos + isinp)

alakban, ahol r = |z| és ¢ a z komplex szdm argumentuma. Ezt az
alakot z trigonometrikus alakjanak nevezziik.

13 / 17
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: komplex szam trigonometrikus alakja.
Legyen z tetszéleges 0-tdl kiilonboz6é komplex szam. Ekkor z felirhatd

z = r(cos + isinp)

alakban, ahol r = |z| és ¢ a z komplex szdm argumentuma. Ezt az
alakot z trigonometrikus alakjanak nevezziik.

Legyenek z; és z tetszOleges 0-tdl kiilonboz6 komplex szdmok, melyek
trigonometrikus alakja zx = re(cos i + isinpk) (k =1,2). Ekkor z; = z
pontosan akkor teljesiil, ha r1 = r» és w1 — Yo = 2/7 valamely [ egészre.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Legyenek z1, zo # 0 tetszoleges komplex szamok, melyek trigonometrikus
alakja zx = rk(cos i + isinpy) (k =1,2). Ekkor

2120 = rir(cos(ip1 + p2) + isin(ip1 + ¥2)),
1

o rll(cos(—sc?l) + isin(—1)).
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Tétel.

Legyenek z1, zo # 0 tetszoleges komplex szamok, melyek trigonometrikus
alakja zx = rk(cos i + isinpy) (k =1,2). Ekkor

2122 =
1

rira(cos(p1 + @2) + isin(p1 + ¢2)),
1 ..
o r—l(cos(—gol) + /5|n(—<,01)).

Kovetkezmény.

| A\

Legyen z # 0 tetszbleges komplex szam, melynek trigonometrikus alakja
z = r(cos ¢ + isin ), valamint legyen n € Z. Ekkor

2" = r"(cos(nyp) + isin(ny)).

A\,
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: n-edik gyok.

Legyen u € C, n € N. Azt mondjuk, hogy a z komplex szdm n-edik gyoke
u-nak, ha z" = u.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: n-edik gyok.
Legyen u € C, n € N. Azt mondjuk, hogy a z komplex szdm n-edik gyoke
u-nak, ha z" = u.

Legyen n € N. Ekkor tetszéleges z € C \ {0} komplex szdmnak pontosan
n darab n-edik gyoke van. Ha z trigonometrkus alakja
z = r(cos p + isin ), akkor z n-edik gyokei a kovetkezok:

2k 2k
\'VF(cosu—i—isinu>7 k=0,...,n—1.
n n
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: n-edik egységgyok.

Az 1 komplex szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokoknek nevezziik.
Az n-edik egységgyokok a kovetkezok:

2k 2k
Ei"):cosTW—HsinTW, k=0,....,n—1.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: n-edik egységgyok.
Az 1 komplex szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokoknek nevezziik.
Az n-edik egységgyokok a kovetkezok:

2k 2k
Ei"):cos—w—kisin—w, k=0,....,n—1.

Allitas.

Ha z € C\ {0} egy n-edik gyoke z, akkor zosg(") (k=0,...,n—1) éppen
a z komplex szdm n darab n-edik gyoke.

S
S
A\

v
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: primitiv n-edik egységgyok.

Az ¢ n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha hatvanyaiként
valamennyi n-edik egységgyok eldallithatd.
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: primitiv n-edik egységgyok.

Az ¢ n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha hatvanyaiként
valamennyi n-edik egységgyok eldallithatd.

Tétel.
Legyen € tetszbleges n-edik egységgyok. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

| N\
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: primitiv n-edik egységgyok.

Az ¢ n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha hatvanyaiként
valamennyi n-edik egységgyok eldallithatd.

v

Legyen € tetszbleges n-edik egységgyok. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:
(a) e primitiv n-edik egységgyok;
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: primitiv n-edik egységgyok.

Az ¢ n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha hatvanyaiként
valamennyi n-edik egységgyok eldallithatd.

Legyen € tetszbleges n-edik egységgyok. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:
(a) e primitiv n-edik egységgyok;

(b) az1=¢%¢e=¢!,...," komplex szdmok paronkét kiilonbozdek;
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Szamtestek.

Miért is kellenek nekiink a komplex szamok?

Definicié: primitiv n-edik egységgyok.

Az ¢ n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha hatvanyaiként
valamennyi n-edik egységgyok eldallithatd.

Legyen € tetszbleges n-edik egységgyok. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:
(a) e primitiv n-edik egységgyok;

(b) az1=¢€%¢c=¢l,... " komplex szamok paronkét kiilonbozéek;
(c) e = 55{"), ahol In.k.o.(n, k) = 1.
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