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Felbontasi testek

Felbontasi test

Definicid: felbontasi test.

Legyen K test, és f € K[x] \ {0} tetszéleges polinom. Azt mondjuk, hogy
a K test L bovitése felbontasi teste f-nek K felett, ha f els6fokd
tényezOk szorzatdra bonthatd L felett, azaz vannak olyan ag,...,a, € L
és A € K elemek, amelyekre

f=Ax—a1) - (x—a)

teljesiil L[x]-ben, és L = K(aa,...,a;).
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Definicid: felbontasi test.

Legyen K test, és f € K[x] \ {0} tetszéleges polinom. Azt mondjuk, hogy
a K test L bovitése felbontasi teste f-nek K felett, ha f els6fokd
tényezOk szorzatdra bonthatd L felett, azaz vannak olyan ag,...,a, € L
és A € K elemek, amelyekre

f=Ax—a1) - (x—a)

teljesiil L[x]-ben, és L = K(aa,...,a;).

v

A felbontasi test definicidjanak kozvetlen kovetkezménye az aldbbi allitas. J
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Definicié: felbontdsi test.

Legyen K test, és f € K[x] \ {0} tetszdleges polinom. Azt mondjuk, hogy
a K test L bovitése felbontasi teste f-nek K felett, ha f elséfok
tényezdk szorzatara bonthaté L felett, azaz vannak olyan aq,...,a, € L
és A € K elemek, amelyekre

f=Ax—a1) - (x—a)

teljesiil L[x]-ben, és L = K(aa,...,a;).

v

A felbontasi test definicidjanak kozvetlen kovetkezménye az aldbbi allitas. )

Ha L felbontasi teste az f € K[x] polinomnak K felett, akkor az L|K
bovités véges algebrai bovités.
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Tekintsiik az f = x2 + 1 € Q[x] polinomot. Mivel f-nek pontosan két
gyoke van C-ben, ezért felbontasi teste

Q(i,—)=Q(i)={a+bi|abeQ}.
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Tekintsiik az f = x2 + 1 € Q[x] polinomot. Mivel f-nek pontosan két
gyoke van C-ben, ezért felbontasi teste

Q(i,—)=Q(i)={a+bi|a,becQ}.

Legyen f = x3 — 2 € Q[x]. Az f polinom gyokei C-ben:
ek¥/2 (k =0,1,2), ahol € = cos 2?” + isin %’T Ekkor f felbontasi teste Q
felett

Q(V2,ev/2,2¥2) = Q(V/2,¢).
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Tétel (A felbontdsi test |étezése).

Legyen K test, és f n-edfoki (n € N) polinom K felett. Ekkor f-nek van

felbontasi teste, és az f polinom tetszdleges L felbontdsi testére
[L: K] < n! teljesiil.
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Tétel (A felbontdsi test |étezése).

Legyen K test, és f n-edfoki (n € N) polinom K felett. Ekkor f-nek van
felbontasi teste, és az f polinom tetszdleges L felbontdsi testére
[L: K] < n! teljesiil.

Bizonyitas.

| \

Az allitast az f polinom fokszama szerinti indukcidval bizonyitjuk. Ha

f* <1, akkor az dllitds nyilvdnvaldan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az allitds
igaz tetszbleges K testre és tetszbleges K feletti legfeljebb (n — 1)-edfoku
polinomra. Legyen f egy n-edfoki polinom. A tovdbbiakban a bizonyitds
két esetre bomlik aszerint, hogy f reducibilis vagy irreducibilis.
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Bizonyités (folytatas).

1. eset. Ha f reducibilis K[x]-ben, akkor f = gh teljesiil valamely

g, h € K[x] polinomokra, ahol 1 < g* =s, h* =t < n. Az indukcids
feltevés szerint van a K testnek egy olyan L bdvitése, amely felbontasi
teste az g polinomnak K felett és [L : K] < s!. Ekkor

g=AMx—a1)---(x —as),

ahol ag,...,as € L, A€ Kés L= K(ay,...,as). Tekintsiik a

h € K[x] C L[x] polinomot. Szintén az indukciés feltevés szerint van az L
testnek egy olyan M bévitése, amely felbontasi teste a h polinomnak az L
test felett és [M : L] < tl.
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Bizonyités (folytatas).
Ekkor

h=p(x —p1)- (x = Be),
ahol B1,....8: €M, peLés M=L(B,...,0). Tovabba,
f=Au(x —a1) - (x —as)(x = f1) - (x = )

miatt Ap € K, valamint M = K(aa,...,as, 01, ..., 0t), azaz M felbont3si
teste f-nek K felett. Valamint, a Fokszamtétel miatt az

IM:K|=[M:L][L: K]<tls! < (s+t)! < nl

egyenl6tlenség is teljestil.
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Felbontasi testek

Felbontasi test

Bizonyités (folytatas).

2. eset. Ha f irreducibilis K felett, akkor tekintsiik a K test L = K[x]/(f)
bévitését. Tudjuk, hogy o = x + (f) € L gydke f-nek, L = K(«) és

[L: K] = n. A Bézout-tétel szerint f = (x — «)h teljesiil valamely

(n — 1)-edfokd h € L[x] polinomra. Alkalmazzuk az indukcids feltevést
h-ra: az L testnek van egy olyan M bovitése, mely felbontdsi teste h-nak L
felett és [M : L] < (n—1)!. Ekkor h = pu(x — 1) - (x — Bn—1), ahol
Bi,.. s Ba1 €M, peLés M=L(B1,...,0Bn-1). Ezért azt kapjuk, hogy

f=px—a)x—01) - (x—Bn1)

miatt © € K, tovdbbd M = L(f1,...,Bn-1) = K(a, B1,...,0n-1), azaz M
felbontasi teste f-nek K felett. Végiil a Fokszamtétel kovetkeztében
[M:K]=[M:L][L: K] <(n—1)ln=n!is teljesil.
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Felbontasi testek

Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Most pedig azt mutatjuk meg, hogy a felbontdsi test Iényegében
egyértelmli. Legyenek Ki, K> testek, és n: K1 — Ky izmorfizmus.
Tetszleges f = Y }_, aix’ € Ki[x] polinomra legyen

n

nr =Y (am)x’ € Ka[x].

k=0

Egyszerlien igazolhatd, hogy a Ki[x] — Ka[x], f +— nr leképezés
izomorfizmus.
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Felbontasi testek

Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Tétel (A felbontdsi test egyértelmiisége.)

Legyenek K, K’ testek, n: K — K’ izomorfizmus, és f € K[x] egy
n-edfokd polinom (n > 1). Legyenek tovabbd rendre L és L' az f és ny
polinomok felbontdsi testei a K|, illetve K’ testek felett. Ekkor n
kiterjeszthetd egy L — L’ izomorfizmussa. Tovabba, az 7 izomorfizmust
legfeljebb [L : K] féleképpen tudjuk kiterjeszteni; a kiterjesztések szdma
pontosan [L : K], ha ns gyokei paronként kiilonboz8ek L'-ben.
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Felbontasi testek

Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Tétel (A felbontdsi test egyértelmiisége.)

Legyenek K, K’ testek, n: K — K’ izomorfizmus, és f € K[x] egy
n-edfokd polinom (n > 1). Legyenek tovabbd rendre L és L' az f és ny
polinomok felbontdsi testei a K|, illetve K’ testek felett. Ekkor n
kiterjeszthetd egy L — L’ izomorfizmussa. Tovabba, az 7 izomorfizmust
legfeljebb [L : K] féleképpen tudjuk kiterjeszteni; a kiterjesztések szdma
pontosan [L : K], ha n¢ gyokei paronként kiilonbozéek L'-ben.

Lemma (Kiterjesztési Lemma).

Legyenek K, K’ testek, n: K — K’ izomorfizmus, és L|K, L'|K’. Tegylik
fel, hogy az v € L elem algebrai K felett, és legyen f = m, x € K[x].
Ekkor n pontosan akkor terjeszthetd ki egy ¥: K(a) — L injektiv
homomorfizmussd, ha ns-nek van gyoke L'-ben, és ebben az esetben 7-t
annyiféleképpen tudjuk kiterjeszteni ahdny gyoke van n¢-nek L'-ben.
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Felbontasi testek

Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor az el6z6 tételben K = K’ teljesill, és
n = idk. Ekkor nf = f, és a kovetkezot kapjuk.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 14. 10 / 73



Felbontasi testek

Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor az el6z6 tételben K = K’ teljesill, és
n = idk. Ekkor nf = f, és a kovetkez6t kapjuk.

o

Kovetkezmény.

Legyen K tetszdleges test, f € K|[x], és L, L’ az f polinom felbontasi
testei. Ekkor az L és L’ testek izomorfak, sét olyan L — L’ izomorfizmus is
van, amely a K(C L, L) test elemeit fixen hagyja. Tovabbd, pontosan
annyi a K test elemeit fixen hagyé L — L’ izomorfizmus van ahdny
kiilonbozé gyoke van f-nek L-ben.
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Felbontasi testek

Tobbszoros gyokok

Legyen f legaldbb els6foki polinom a K test felett, és legyen L az f
polinom felbontasi teste. Ekkor az f polinom felirhaté

f=Ax—o1)? - (x— )"

alakban, ahol ag,...,a, az f polinom paronként kiilonbozé gyokei L-ben.
Az /; € N egészet az «j gyok multiplicitdsanak nevezziik. Ha ¢; = 1, akkor
a; egyszeres gyok, kilonben pedig tobbszoros gyok. Megjegyezziik,
hogy az f polinom gyokeinek multiplicitasa filiggetlen a felbontdsi test
vélasztdsatdl. )
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Definicié: (formdlis) derivalas.

Legyen K tetszlleges test, és legyen D, a kovetkezo leképezés:

ha f € K,

u 0
Dy: K[x] = K[x], Y apx* = ¢
[x] [x] kX Z;é(k‘i‘ Dagux®, hafr=n31

k=0

A Dy leképezést (formalis) drivalasnak nevezziik a K[x] halmazon.

A kovetkezo tétel a formalis derivalas tulajdonsigait foglalja ossze.
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formdlis derivalasra teljesiilnek a
kovetkezok.
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formdlis derivalasra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformdacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formdlis derivalasra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformdacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié a K[x] halmazon, azaz tetszdleges f, g € K|[x]-re
D, (fg) = D«(f)g + fDx(g) teljesiil.
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formdlis derivalasra teljesiilnek a
kovetkezok.

(1) Dy linedris transzformdacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié a K[x] halmazon, azaz tetszdleges f, g € K|[x]-re
D, (fg) = D«(f)g + fDx(g) teljesiil.
(3) Ha char(K) = 0, akkor ker (Dx) = K, és a Dy leképezés sziirjektiv.

v
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formdlis derivalasra teljesiilnek a
kovetkezok.
(1) Dy linedris transzformdacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.
(2) Dy derivacié a K[x] halmazon, azaz tetszdleges f, g € K|[x]-re
D, (fg) = D«(f)g + fDx(g) teljesiil.
(3) Ha char(K) = 0, akkor ker (Dx) = K, és a Dy leképezés sziirjektiv.

v

Bizonyitas.
Az allitasokat a definicié alapjan egyszeriien igazolhatjuk.
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bovitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, Dx(f)) legaldbb els6fokii polinom, amelynek gyoke «.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)

Magasabbfokd egyenletek és ...
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Legyen f a K test feletti polinom, és a € L az f polinom gyoke a K test
valamely L bovitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszoros gyoke f-nek,
ha In.k.o.(f, Dx(f)) legaldbb els6fokii polinom, amelynek gyoke «.

Tegylik fel, hogy o € L tobbszoros gyoke f-nek a K test L bévitésében.
Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[x]. Igy a formélis derivélas (2)
tulajdonsaga szerint

Dx(f) = t(x —a) g+ (x —a)'Dx(f) = (x — )" (Lg + (x — @) Dx(f)).

Ekkor x — v osztdja az f és Dy(f) polinomoknak L[x]-ben, és igy
x —a | In.k.o.(f, D(f)). Azaz In.k.o.(f, Dx(f)) legaldbb elséfoki
polinom, melynek gyoke az «.

\
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy az f € K[x] polinomnak (f* = n € N) nincs tobbszoros
gyoke a K test L bovitésében. Legyen f = gy --- g az f polinom
irreducibilis felbontdsa L felett, valamint legyen M az f polinom felbontdsi
teste L felett:

F=Ax—o)% - (x—as),

ahol A\ € K, ai,...,as € M paronként kilonbozo elemek és
l1+---+£€s = n. Ekkor

Di(f)=Dx(g1) g2 -8+ -+ 81 8-—1-Dx(gt).
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Bizonyitas (folytatas).

Ha a1,...,as € L, akkor In.k.o.(f, Dy(f))-nek sem lehet gydke L-ben.
Tegyiik fel, hogy valamely i € {1,...,s}-re aj € L. Ekkor gj = x — «;
irreducibilis tényezdje f-nek, és x — «;-tél kiilonbozd irreducibilis
tényez8nek nem gydke aj. Igy

Di(f) (i) = g1(ei) - - - gj—1(ai) - Dx(x — ai) (i) - gj+a(ai) - - - ge(ai) # 0
miatt a;; nem lehet gyoke In.k.o.(f, Dy(f))-nek sem.
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Kovetkezmény.

Legyen K szamtest, f irreducibilis polinom K felett, melynek felbontasi
teste L. Ekkor az f polinom valamennyi gyoke egyszeres L-ben.
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Felbontasi testek

Tobbszoros gyokok

Kovetkezmény.

Legyen K szamtest, f irreducibilis polinom K felett, melynek felbontasi
teste L. Ekkor az f polinom valamennyi gyoke egyszeres L-ben.

Mivel Dy(f)* = n—1 és az f polinom irreducibilis, ezért
In.k.o.(f, Dy(f)) ~ 1,

igy f-nek nem lehet tobbszoros gyoke L-ben.

\
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Felbontasi testek

Tobbszoros gyokok

n Xj n— XJ
Legyen f =3 ", J_I € Q[x] (n = 1). Ekkor Dy(f) = ijol HE Legyen

d = In.k.o.(f, Di(f)). Mivel d | f, Dy(f), ezért d | f — Dy(f) = % igy
d-nek legfeljebb egy gyoke van C-ben, a 0, ami azonban nem gydke f-nek.
Azaz f-nek nincs tobbszoros gyoke.

v
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Felbontasi testek
Tobbszoros gyokok

Definicié: szeparabilis polinom.

Legyen f irreducibilis polinom a K test felett (f* =n > 1). Az f polinom
szeparabilis, ha f-nek n kiilonbozé gyoke van L-ben, ahol L az f polinom
felbontasi teste K felett.

A g € K|[x] polinom szeparabilis, ha g minden irreducibilis tényez&je
szeparabilis.
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Magasabb foku egyenletek

Tobbszoros gyokok

Ha K szamtest, akkor minden K[x]-beli polinom szeparabilis.
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Magasabb foku egyenletek

Tobbszoros gyokok

Ha K szamtest, akkor minden K[x]-beli polinom szeparabilis.

Bizonyitas.

Legyen f tetszbleges K|[x]-beli irreducibilis polinom. Tegyiik fel, hogy
f-nek van tobbszoros gyoke. Ekkor In.k.o.(f, Dx(f)) legaldbb elséfokd
polinom. Mivel f irreducibilis és In.k.o.(f, Dy(f)) | f, ezért

In.k.o.(f, Dy(f)) ~ f. igy f | Dy(f), ami azonban a polinomok fokszdmai
miatt nem lehetséges.
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Test algebrai lezartja

Definicié: alegbrailag zart test, algebrai lezart.

Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zart, ha barmely f € L[x]
polinomnak van gyoke L-ben.

A K test L testbdvitése K algebrai lezartja, ha L|K algebrai és L
algebrailag zart.
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Test algebrai lezartja

Definicié: alegbrailag zart test, algebrai lezart.

Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zart, ha barmely f € L[x]
polinomnak van gyoke L-ben.

A K test L testbdvitése K algebrai lezartja, ha L|K algebrai és L
algebrailag zart.

Az Algebra Alaptétele éppen azt allitja, hogy a komlex szamok C teste
algebrailag zart, azonban C nem algebrai lezartja Q-nak, mivel C nem
minden eleme algebrai Q felett.
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Test algebrai lezartja

Tetsz6leges L|K testbévitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.
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Test algebrai lezartja

s

Tetsz6leges L|K testbévitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.

(1) L algebrai lezértja K-nak.
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Test algebrai lezartja

Tetsz6leges L|K testbévitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.

(1) L algebrai lezartja K-nak.

(2) az L|K bévités algebrai és minden irreducibilis K[x]-beli polinom
elséfokd polinomok szorzatara bomlik L[x]-ben.
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Test algebrai lezartja

Tetsz6leges L|K testbévitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.

(1) L algebrai lezartja K-nak.

(2) az L|K bévités algebrai és minden irreducibilis K[x]-beli polinom
elséfokd polinomok szorzatara bomlik L[x]-ben.

(3) az L|K bévités algebrai, és tetsz8leges L’ testre, ha a L'|L testbdvités
algebrai, akkor L' = L. )
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Test algebrai lezartja

Tetsz6leges L|K testbévitésre ekvivalensek az alabbi allitasok.

(1) L algebrai lezartja K-nak.

(2) az L|K bévités algebrai és minden irreducibilis K[x]-beli polinom
elséfokd polinomok szorzatara bomlik L[x]-ben.

(3) az L|K bévités algebrai, és tetsz8leges L’ testre, ha a L'|L testbdvités
algebrai, akkor L' = L. )

Bizonyit3ds.
(1) = (2): az f irreducibilis polinom fokszamara vonatkozé indukciéval

az allitas egyszeriien belathatd.
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Test algebrai lezartja

Bizonyitas (folytatas).
(2) = (3): legyen « az L’ test tetsz&leges eleme. Mivel az L|K és L'|L
bévitések is algebraiak, ezért az L'|K bévités is algebrai, igy « algebrai
elem K felett, melynek minimalpolinomja m, k irreducibilis polinom
K[x]-ben. Ekkor a (2) pont kdvetkeztében my, k linedris tényezékre bomlik
L felett:

Mok = Ax —oq) - (x —ap),

ahol n =gry(a), A€ Kés a,...,an € L. Mivel a is gyoke m, k-nak,
ezért valamely i-re (1 <i<n)a=«; € L. Azaz L' = L.
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).

(3) = (1): csak azt kell megmutatni, hogy L algebrailag zart. Legyen

f € L[x] tetsz6leges legaldbb elséfokd polinom, és legyen fi az f polinom
egy irreducibilis tényezéje. Tekintsiik az L test L' = L[x]/(f) bdvitését. Az
L’ testben fi-nek, és igy f-nek is van gyoke (o = x + (f1)). Mivel az L'|L
bdvités algebrai, ezért (3) szerint L’ = L, ami éppen azt jelenti, hogy f-nek
L-ben is van gyoke.

v
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Test algebrai lezartja

Bizonyités (folytatas).

(3) = (1): csak azt kell megmutatni, hogy L algebrailag zart. Legyen

f € L[x] tetszdleges legalabb elséfokd polinom, és legyen f; az f polinom
egy irreducibilis tényezéje. Tekintsiik az L test L' = L[x]/(f) bdvitését. Az
L’ testben fi-nek, és igy f-nek is van gyoke (o = x + (f1)). Mivel az L'|L
bévités algebrai, ezért (3) szerint L' = L, ami éppen azt jelenti, hogy f-nek
L-ben is van gyoke.

Kovetkezmény.

| A

Legyen L algebrailag zart test, és L|K tetszOleges testbévités. Legyen L,
mindazon L-beli elemek halmaza, amelyek algebraiak K felett. Ekkor az
L,|K testbovités algebrai lezartja K-nak.
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Test algebrai lezartja

Legyen K test. Ekkor van olyan algebrailag zart L test, amely tartalmazza
K-t.
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Test algebrai lezartja

Legyen K test. Ekkor van olyan algebrailag zart L test, amely tartalmazza
K-t.

| A

Tétel.
Legyen K test. Ekkor van olyan L bovitése a K testnek, amelyre L algebrai
lezartja K-nak.
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Test algebrai lezartja

Legyen K test. Ekkor van olyan algebrailag zart L test, amely tartalmazza
K-t.

| A\

Tétel.
Legyen K test. Ekkor van olyan L bovitése a K testnek, amelyre L algebrai
lezartja K-nak.

Tegyiik fel, hogy a K és K’ testek izomorfak, n: K — K’ izomorfizmus.
Legyenek L, illetve L' a K, illetve K’ testek algebrai lezartjai. Ekkor van
olyan ¢: L — L’ izomorfizmus, amely kiterjesztése 7-nek, azaz ¥|x = 7.
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Test algebrai lezartja

Kovetkezmény.

Legyen K tetszbleges test. Ha L és L’ is a K test algebrai lezartja, akkor
van olyan ¢: L — L’ izomorfizmus, amely kiterjesztése K elemeit fixen

hagyja.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen f = x® +3x5 4+ 6x* + 3x3 + 9x + 9 € Q[x] és a = V/2.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen f = x® +3x5 4+ 6x* + 3x3 + 9x + 9 € Q[x] és a = V/2.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen f = x® + 3x5 + 6x* + 3x3 + 9x + 9 € Q[x] és o = v/2.Ekkor f-nek
van gyoke az L = Q(a«, ) testben, mivel f(a+¢) =0.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Példa.

Legyen f = x® + 3x5 + 6x* + 3x3 + 9x + 9 € Q[x] és o = v/2.Ekkor f-nek
van gyoke az L = Q(«, €) testben, mivel f(a + ) = 0.Valamint — elsd
[dtdsra taldn meglepé médon — £ elséfoki tényez6k szorzatara bomlik L

felett:

2008. november 14. 27 /73
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen f = x® + 3x5 + 6x* + 3x3 + 9x + 9 € Q[x] és o = v/2.Ekkor f-nek
van gyoke az L = Q(«, €) testben, mivel f(a + ) = 0.Valamint — elsd
[dtdsra taldn meglepé médon — £ elséfoki tényez6k szorzatara bomlik L

felett:

f=(x+14+e—a) - (x+1l—-ca+e) (x+1+a+ceca+e)

(x—et+a+t+ea) (x—e—cea) (x—e—a).
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Legyen f = x5 + 3x> 4 6x* + 3x3 + 9x + 9 € Q[x] és a = v/2.Ekkor f-nek
van gyoke az L = Q(a, €) testben, mivel f(a + ¢) = 0.Valamint — els6
|atasra taldn meglepé médon — f els6fok tényezdk szorzatdra bomlik L

felett:

f=(x+14+e—a) - (x+1l—-ca+e) (x+1+a+ceca+e)

(x—et+a+t+ea) (x—e—cea) (x—e—a).

Legyen L felbontési teste az f € K[x]| polinomnam K felett. Ha a
g € K|[x] irreducibilis polinom, akkor g-nek vagy valamennyi gyoke benne

van L-ben, vagy nincs egyetlen gyoke sem L-ben.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Definicié: normalis bovités.

Az L|K testbdvités normalis, ha algebrai bévités és valahdnyszor f € K|[x]
irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f els6fokl tényezdk szorzatara
bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Definicié: normalis bovités.
Az L|K testbdvités normalis, ha algebrai bévités és valahdnyszor f € K|[x]

irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f els6fokl tényezdk szorzatara
bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Kovetkezmény.

Ha L az f € K|[x] polinom felbontési teste, akkor az L|K bdvités normilis.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Definicié: normdlis bovités.

Az L|K testbdvités normalis, ha algebrai bévités és valahdnyszor f € K|[x]
irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f els6fokl tényezdk szorzatara
bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Kovetkezmény.

T

Ha L az f € K|[x] polinom felbontési teste, akkor az L|K bdvités normilis.

Kovetkezmény.

Az L|K algebrai bévités pontosan akkor normilis, ha barmely a € L-re
mq, K elséfokl tényezbk szorzatara bonthaté L[x]-ben.
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

A normilis bovitések leirdsdhoz ki kell terjeszteniink a felbontasi test
fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

A normilis bovitések leirdsdhoz ki kell terjeszteniink a felbontasi test
fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

v

Definicié: polinomhalmaz felbontasi teste.

Legyen K tetszdleges test és S C K|[x]. Azt mondjuk, hogy a K test L
bévitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S valamennyi
eleme elséfokd tényezdk szorzatara bonthatd L[x|-ben, és L a legsziikebb
ilyen tulajdonsagu test.
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Normalis bovitések

Alapveto6 tulajdonsagok

A normilis bovitések leirdsdhoz ki kell terjeszteniink a felbontasi test
fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

v

Definicié: polinomhalmaz felbontasi teste.

Legyen K tetszdleges test és S C K|[x]. Azt mondjuk, hogy a K test L
bévitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S valamennyi
eleme elséfokd tényezdk szorzatara bonthatd L[x|-ben, és L a legsziikebb
ilyen tulajdonsagu test.

Ha az S halmaz véges, S = {fi,...,f,}, akkor S felbontdsi teste
megegyezik az f = f - - - f, polinom felbontasi testével.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L|K testbdvités pontosan akkor normilis, ha L valamely S C K{x]
polinomhalmaz felbontdsi teste.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L|K testbdvités pontosan akkor normilis, ha L valamely S C K{x]
polinomhalmaz felbontdsi teste.

| A\

Kovetkezmény.
Az L|K véges testbOvités pontosan akkor normalis, ha L valamely f € K[x]
polinom felbontdsi teste.

N,
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Az L|K testbdvités pontosan akkor normalis, ha L valamely S C K|x]
polinomhalmaz felbontasi teste.

Kovetkezmény.

Az L|K véges testbOvités pontosan akkor normalis, ha L valamely f € K[x]
polinom felbontdsi teste.

Ha L valamely f € K[x] polinom felbontasi teste, akkor az elézd tétel
szerint az L|K bévités normilis. Forditva, tegyiik fel, hogy L|K véges és
normilis. Legyen [L: K] = k és aq,...,ax € L az L, mint K feletti
vektortér, bazisa. Ekkor L éppen az f = my, k - - - Mq, .k € K[x] polinom
felbontdsi teste.

A,
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Ha az L|K bdvités normdlis és M kozbiilsé teste a bdvitésnek, akkor az
L|M bdvités is normalis.
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Normalis bovitések
Alapveto6 tulajdonsagok

Ha az L|K bdvités normdlis és M kozbiilsé teste a bdvitésnek, akkor az
L|M bdvités is normalis.

Az el6z6 tétel szerint, ha az L|K testbdvités normilis, akkor az L|M
testbévités is normilis, ahol K < M < L. Vajon mi a helyzet az M|K
bovitéssel? Példaul legyen € egy komplex harmadik egységgyok. Ekkor a
Q(¥/2,¢)|Q bévités normalis, mivel Q(¥/2,¢) az f = x3 — 2 polinom
felbontasi teste. Azonban a Q(+/2)|Q bdvités nem normalis, mivel f-nek
van gyoke a Q(v/2) testben, de f nem bomlik fel elséfoki polinomok
szorzatara Q(v/2)[x]-ben.

A,
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Definicid: testbovités Galois-csoportja.

Legyenek K és L testek tgy, hogy K < L. Ekkor Aut(L)-lel jeléljik az L
test automorfizmusainak csoportjat, valamint

Autk(L) = {o € Aut(L) | (k) = k minden k € K-ra}.

Nyilvdnvald, hogy Auty(L) részcsoportja Aut(L)-nek. Az L test
automorfizmuscsoportjanak Auty (L) részcsoportjat az L|K testbdvités
Galois-csoportjanak nevezziik, és Gal(L|K)-val jeldljiik.
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

"o

Tegylik fel, hogy az L|K testbdvités véges és normalis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

"o

Tegylik fel, hogy az L|K testbdvités véges és normalis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M|K bdvités normalis;

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

"o

Tegylik fel, hogy az L|K testbdvités véges és normalis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M|K bdvités normalis;

(2) ha o € Autk(L), akkor (M) C M;
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L|K testbdvités véges és normalis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M|K bdvités normalis;
(2) ha o € Autk(L), akkor (M) C M;
(3) ha o € Autk(L), akkor o(M) = M.
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Tétel.

Tegylik fel, hogy az L|K testbdvités véges és normalis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M|K bdvités normalis;
(2) ha o € Autk(L), akkor o(M) C
(3) ha o € Autk(L), akkor o(M) =

| .

Bizonyitas.

(1)==(2): Tegyiik fel, hogy az M|K bévités normdlis, és legyen

o € Autk(L). Legyen o az M test tetszOleges eleme, melynek
minimélpolinomja f = m, k € K[x]. Ekkor f(o(a)) = o(f(a)) =0, azaz
o(a) is gyoke f-nek. Mivel f linedris tényezékre bomlik M[x]-ben, ezért
o(a) € M. igy o(M) C M.

N\
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Bizonyitas (folytatas).

(2)==(3): Az allitas kovetkezik abbdl, hogy o' € Auty(L).

(3)==(1): Tegyiik fel, hogy tetszbleges o € Autk(L)-ra c(M) =M
teljesiil. Legyen ov az M test tetszbleges eleme, melynek minimalpolinomja
f = my k € K[x]. Legyen 8 az f polinom a-tdl kiilonbozé gyoke L-ben
(mivel az L|K bdvités normilis, ezért f valamennyi gyoke L-ben van). Azt
kell igazolnunk, hogy B € M. A Kiterjesztési Lemma szerint az n = idk
izomorfizmus kiterjeszthetd egy ¥: K(a) — K(3) injektiv
homomorfizmussa, amelyre ¥(«) = (3 is teljesiil.
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Normalis bovitések

Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

Bizonyitas (folytatds).

Mivel L|K véges és normdlis bdvités, ezért L valamely g € K[x] polinom
felbontdsi testével egyezik meg. Az L test a ¥z = g polinom felbontdsi
teste mind a K(«), mind a K(/3) testek felett, ezért a felbontasi test
egyértelmiisége szerint ¥ kiterjeszthetd egy o: L — L izomorfizmussa.
Ekkor o € Autk(L), és igy (3) miatt o(M) = M. Ebbdl pedig azt kapjuk,
hogy 6 = ¥(a) = o(«) € M. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 14. 35 /73



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: Galois-kapcsolat.

Legyenek A és B tetszbleges halmazok, és A C A x B. Legyenek ¢ és «v a
kovetkez6 leképezések:

¢: P(A) — P(B), U~ {be B|(u,b)€ A minden u € U-ra},

v: P(B) — P(A), Vi—{acAl|(a,v)e€ A minden v e V-re}.

A (p,7) leképezéspart a P(A) és P(B) halmazok kozdtti (a A
megfeleltetéshez tartozé) Galois-kapcsolatnak nevezziik.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: antimonoton leképezés.

Legyenek A és B tetszéleges halmazok, {: P(A) — P(B) tetszOleges
leképezések. Ekkor azt mondjuk, hogy a £ leképezés antimonoton, ha
barmely U, U" € P(A)-ra U C U’ esetén £(U') C £(U).
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 14. 38 /73



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),
e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és
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Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz birmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
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Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz birmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az
w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(V),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz birmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).

Azt mondjuk, hogy az U C A halmaz zart w-ra vonatkozéan, ha
w(U) =U.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonsagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (y,~y) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonsagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (y,~y) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

(1) A @ és ~y leképezések antimonotonok.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonsagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (y,~y) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

(1) A @ és ~y leképezések antimonotonok.

(2) A ¢, illetve a ¢ leképezés polaritds a B, illetve az A halmazon.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)

Magasabbfokd egyenletek és ...

2008. november 14. 39 /73



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonsagai).
Legyenek A és B nemiires halmazok, és (y,~y) Galois-kapcsolat a P(A) és
P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.

1) A ¢ és ~y leképezések antimonotonok.

(
(2) A ¢, illetve a ¢ leképezés polaritds a B, illetve az A halmazon.
(3)

3) Az U C A halmaz pontosan akkor zart v¢p-re vonatkozdan, ha van

olyan V C B, amelyre U = (V).
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Fixtestek és Galois-csoportok
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Fixtestek és Galois-csoportok
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Fixtestek és Galois-csoportok

(1) Az allitas nyilvanvald.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyitas.

(1) Az allitas nyilvanvald.

(2) Az allitast ¢~y-ra igazoljuk, yp-re az allitds hasonldan igazolhatd.
Legyen U, U’ € P(A), U C U'. Ekkor (1) felhaszniva azt kapjuk, hogy
Y(U") C~(U), és gy szintén (1) szerint:

(V) = o(7(V)) € p(v(U")) = er(U),

azaz ¢y monoton (¢ monoton).
Legyen V tetszOleges részhalmaza B-nek. Tegyiik fel, hogy van olyan
v € V, amely nem eleme ¢y(V)-nek. Ekkor

v & (V) < van olyan uy € v(V), amelyre (ug, v) € A.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).

fgy azonban ~y definiciéja miatt azt kapjuk, hogy
up € y(V) <= minden v € V-re, (up, v) € A,

ami ellentmond az el8zéeknek. Ezzel igazoltuk, hogy ¢~y extenziv (y¢
extenziv). Legyen V tetszdleges részhalmaza B-nek. Ekkor ¢y
extenzivitdsa miatt V C ¢y(V), és igy felhaszndlva, hogy ~ antimonoton
azt kapjuk, hogy 7(V) 2 v(¢y(V)) = v¢y(V). Masrészt, v
extenzitvitdsa miatt v(V) C yo(v(V)) = v¢vy(V), igy azt kapjuk, hogy

(V) = ypy(V). (1)

v

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 14. 41 /73



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Bizonyités (folytatas).
Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy

erev(V) = ev(V),

azaz ¢y idempotens (¢ idempotens). Ezzel igazoltuk, hogy a ¢ és v
leképezések polaritasok.

(3) Tegylik fel, hogy U C A zart yp-re vonatkozdan, azaz yo(U) = U.
Ekkor V = ¢(U) C B-re teljesiil, hogy U = vp(U) = v(¢(U)) = v(V).
Forditva, tegyiik fel, hogy U = (V) valamely V C B-re. Ekkor (1) miatt

U=7(V)=y¢1(V) = vp(1(V)) = v¢(U),

azaz U zart yp-re vonatkozdan. Ezzel a tétel allitasait igazoltuk.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Példa.

Legyen L test, A= Aut(L), B = L, valamint legyen A az aldbbi
megfeleltetés A-bdl B-be: A = {(o,a) € Aut(L) x L | o(a) = a}. Ekkor
tetszéleges U C Aut(L), V C L halmazokra azt kapjuk, hogy

o(U)={aeL|(r,a) € A minden 7 € U-ra},
={ae L|7(a)=aminden 7 € U-ra},
Y(V) ={o € Aut(L) | (o,v) € A minden v € V-re},
= {o € Aut(L) | o(v) = v minden v € V-re},
azaz ¢(U) azon L-beli elemek halmaza, melyeket U valamennyi eleme

fixen hagy, illetve (V) az L test automorfizmuscsoportjdnak azon elemeit
tartalmazza, amelyek minden V-beli elemet fixen hagynak.

A tovébbiakban rogzitsiik az L testet és a (p, ) Galois-kapcsolatot.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen L tetszOleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen L tetszéleges test és U C Aut(L). Ekkor p(U) részteste L-nek,
valamint o(U) = ¢((U)).

Az, hogy ¢(U) test, azaz részteste L-nek, nyilvdnvalé. Mivel U C (U),
ezért  antimonotonitdsa miatt ¢((U)) C ¢(U). Felhaszndlva, hogy
~vp(U) olyan részcsoportja Aut(L)-nek, amely tartalmazza U-t, azt kapjuk,
hogy U C (U) C vp(U). A Galois-kapcsolatok tulajdonsagait alkalmazva
azt kapjuk, hogy

(V) = eyp(U) = p(ve(U)) € o((U)) C ¢(U),

azaz p(U) = ¢((U)). Ezzel az éllitast igazoltuk.

.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Az el6z6 allitds éppen azt mondja, hogy éltaldban elegend6 csupan Aut(L)
részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek.
Tetszbleges o € L-re definidljuk a T, leképezést az aldbbi médon:

Ta: G— L, o~ o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L® a o(G) < L test felett is vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:
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Fixtestek és Galois-csoportok

Az el6z6 allitds éppen azt mondja, hogy éltaldban elegend6 csupan Aut(L)
részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek.
Tetszbleges o € L-re definidljuk a T, leképezést az aldbbi médon:

Ta: G— L, o~ o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L® a o(G) < L test felett is vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:

(1) A linedrisan fiiggetlen o(G) felett;

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 14. 45 /73



Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Az el6z6 allitds éppen azt mondja, hogy éltaldban elegend6 csupan Aut(L)
részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek.
Tetszbleges o € L-re definidljuk a T, leképezést az aldbbi médon:

Ta: G— L, o~ o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L® a o(G) < L test felett is vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:

(1) A linedrisan fiiggetlen o(G) felett;
(2) {Ta | @ € A} linedrisan fuggetlen ¢(G) felett;
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Az el6z6 allitds éppen azt mondja, hogy éltaldban elegend6 csupan Aut(L)
részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek.
Tetszbleges o € L-re definidljuk a T, leképezést az aldbbi médon:

Ta: G— L, o~ o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L® a o(G) < L test felett is vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:

(1) A linedrisan fiiggetlen o(G) felett;
(2) {Ta | @ € A} linedrisan fuggetlen ¢(G) felett;
(3) {Ta | @ € A} linedrisan fiiggetlen L felett.
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: szeparabilis bovités.

Legyen L|K testbdvités. Azt mondjuk, hogy az a € L elem szeparabilis
(K felett), ha m, k szeparabilis K felett, illetve azt mondjuk, hogy az L|K
bévités szeparabilis (K felett), ha minden « € L elem szeparabilis.

2008. november 14. 46 / 73
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Definicié: szeparabilis bovités.
Legyen L|K testbdvités. Azt mondjuk, hogy az a € L elem szeparabilis

(K felett), ha m, k szeparabilis K felett, illetve azt mondjuk, hogy az L|K
bévités szeparabilis (K felett), ha minden « € L elem szeparabilis.

v

Definicié: Galos-bovités.
Az L|K testbévitést Galois-bévitésnek hivjuk, ha véges, normilis és
szeparabilis.
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Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-bSvitések Tétele).

Tegyiik fel, hogy L|K véges testbbvités. Ekkor az L|K bévités pontosan
akkor Galois-bévités, ha |Gal(L|K)| = [L : K].
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Tétel (A Galois-bSvitések Tétele).

Tegyiik fel, hogy L|K véges testbbvités. Ekkor az L|K bévités pontosan
akkor Galois-bévités, ha |Gal(L|K)| = [L : K].

o

Legyenek K, L és L' testek. Tegyiik fel, hogy az L|K bdvités d-edfokii és
n: K — L' injektiv homomorfizmus. Ha L|K szeparabilis, és tetszéleges
a € L-re nm, . linedris tényezdkre bomlik L’ felett, akkor pontosan d
darab injektiv L — L' homomorfizmus van, amely kiterjesztése n-nak;
ellenkezoé esetben d-nél kevesebb kiterjesztése van.

\
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Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor [L: ¢(G)] = |G
az L|o(G) testbdvités Galois-bévités.

, és igy
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Automorfizmusok és fixtestek

Fixtestek és Galois-csoportok

Legyen G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor [L: ¢(G)] = |G
az L|o(G) testbdvités Galois-bévités.

, és igy

Ha az L|K testbévités Galois-bévités, akkor |y(K)| = [L : K] és
K = ¢v(K). Mdsrészt, ha az L|K bbvités nem Galois-bbvités, akkor
|7(K)| < [L: K] és K valddi részteste py(K)-nek.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

v

A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontasi
testeiknek vizsgalata.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontasi
testeiknek vizsgalata.

Definicié: polinom Galois-csoportja.

Tegyiik fel, hogy f € K[x] és L az f polinom felbontdsi teste a K szamtest
felett. Ekkor az L|K testbdvités Gal(L|K) Galois-csoportjat az f polinom
Galois-csoportjanak nevezziik, és Galk(f)-val fogjuk jeldlni.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja

A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontasi
testeiknek vizsgalata.

Definicié: polinom Galois-csoportja.

Tegyiik fel, hogy f € K[x] és L az f polinom felbontdsi teste a K szamtest
felett. Ekkor az L|K testbdvités Gal(L|K) Galois-csoportjat az f polinom
Galois-csoportjanak nevezziik, és Galk(f)-val fogjuk jeldlni.

A Galg(f) csoport természetesen fiigg f-t6l és K-tdl, de nem fiigg a
felbontdsi test valasztasatdl.
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Polinom Galois-csoportja

Legyen L az f € K[x] polinom felbontdsi teste K felett. Ha f szeparabilis,
akkor |Galk(f)| = [L: K] és K = ¢(Galk(f)); kiilonben
|Galk(f)| < [L: K] és K valddi részteste p(Galk(f))-nek.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja.

A Galk(f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test automorfizmusa.
Szédmunkra a legfontosabb az lesz, hogy o hogyan hat az f polinom

gyokeinek halmazan. A kovetkezd tétel szerint nem vesztiink informaciét,
ha csak ezt a hatast vizsgaljuk.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinom Galois-csoportja.

A Galk(f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test automorfizmusa.
Szamunkra a legfontosabb az lesz, hogy o hogyan hat az f polinom
gyokeinek halmazan. A kovetkezd tétel szerint nem vesztiink informaciét,
ha csak ezt a hatast vizsgaljuk.

Tétel.

| A

Legyen L az f € K[x] polinom felbontdsi teste K felett, és jeldlje R az f
polinom L-beli gyokeinek halmazat. Ekkor tetszéleges o € Galk(f)-ra
O'|R € Sg, és a

Galk(f) — Sgr, 0 — o|r

leképezés injektiv homomorfizmus.
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Polinomok Galois-csoportjai

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,

azaz ha a és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galk(f), amelyre o(a) = £.
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Polinomok Galois-csoportjai

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,

azaz ha a és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galk(f), amelyre o(a) = £.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinomok Galois-csoportjai

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha a és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 3. Tegyiik fel, hogy f € K[x] egy
n-edfokd polinom, amelynek n kiilonbozé gyoke van egy L felbontasi
testében és Galk(f) tranzitivan hat f gydkeinek halmazan.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinomok Galois-csoportjai

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha a és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 3. Tegyiik fel, hogy f € K[x] egy
n-edfokd polinom, amelynek n kiilonbozé gyoke van egy L felbontasi
testében és Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazdn. Legyen m az f
polinom « gyokének minimalpolinomja K felett, valamint 5 € L az f
polinom egy tetszdleges gyoke.
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Automorfizmusok és fixtestek

Polinomok Galois-csoportjai

Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tarnzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha a és 3 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor
van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 3. Tegyiik fel, hogy f € K[x] egy
n-edfokd polinom, amelynek n kiilonbozé gyoke van egy L felbontasi
testében és Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazdn. Legyen m az f
polinom « gyokének minimalpolinomja K felett, valamint 5 € L az f
polinom egy tetszéleges gyoke.Ekkor van olyan o € Galk(f), amelyre
o(a) = (. Ezért

m(3) = m(a(a)) = a(m)(o(a)) = a(m(a)) =0,

és igy m-nek legalabb n gyoke van. Mivel m | f, ezért m = f. Azaz f
irreducibilis.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Legyen G permutacidcsoport az X véges halmazon. Az X halmazon
definidljuk a ~ reldciét a kovetkezdképpen:

x~y <= x=yvagy (xy) € G.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Legyen G permutacidcsoport az X véges halmazon. Az X halmazon
definidljuk a ~ reldciét a kovetkezdképpen:

x~y <= x=yvagy (xy) € G.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Legyen G permutacidcsoport az X véges halmazon. Az X halmazon
definidljuk a ~ reldciét a kovetkezdképpen:

x~y <= x=yvagy (xy) € G.

A ~C X x X relacié nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Tegyik fel, hogy az
x,y,z € X elemekre teljesiil, hogy x ~ y és y ~ z. Ekkor (xy),(y z) € G.
Mivel G csoport, ezért (xz) = (xy)-(yz)-(xy) € G. Azaz (xz) € G, és
igy x ~ z. Ezzel igazoltuk, hogy ~ ekvivalenciarelacid.

v
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre E,, illetve E, az x, illetve y
elemeket tartalmazé ekvivalenciaosztdly. Mivel G tranzitiv, ezért van olyan
o € G, amelyre y = o(x) teljesiil. Ha x’ € E,, akkor x ~ x’ miatt

(xx') € G. igy

G> ofl(xx')a = (o(x) o (X)) = (y o (X))

miatt o(x’) € E,. Azaz o(Ex) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
|Ex| < |Ey|. Az x és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy

|Ex| = |E,|. Ezzel megmutattuk, hogy barmely két ekvivalenciaosztaly
elemszdma megegyezik.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

Tegylik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre E,, illetve E, az x, illetve y
elemeket tartalmazé ekvivalenciaosztdly. Mivel G tranzitiv, ezért van olyan
o € G, amelyre y = o(x) teljestil. Ha x’ € E,, akkor x ~ x’ miatt

(xx) € G. gy

G 2o (xx)o = (o(x)o(x)) = (yo(x))

miatt o(x’) € E,. Azaz o(Ex) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
|Ex| < |Ey|. Az x és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy

|Ex| = |E,|. Ezzel megmutattuk, hogy barmely két ekvivalenciaosztaly
elemszama megegyezik.

Ha X elemszama primszam és G tartalmaz legaldbb egy transzpozicidt,
akkor G tranzitivitdsa miatt G az Osszes transzpoziciét tartalmazza,
amelyek azonban generaljadk Sx-et, igy G = Sx.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Legyen p primszam, és tegyiik fel, hogy f € Q[x] olyan p-edfokd
irreducibilis polinom, amelynek pontosan p — 2 darab valds gyoke van.
Ekkor Galg(f) = Sp.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Legyen L C C az f polinom felbontasi teste Q felett. Mivel f irreducibilis,
ezért Galg(f) tranzitivan hat f (L-beli) gyckeinek R halmazin. Az

& L— L, z— Z leképezés nyilvan eleme f Galois-csoportjanak, és

&|r € Sg transzpozicié. Igy a

{O"R | g c GalK(f)} < SR

permutaciécsoport tranzitiv és tartalmaz transzpoziciét. Ekkor az el6zdek
szerint {o|r | 0 € Galk(f)} = Sr. Tovabbg,

Galk(f) = Sgp = Sp.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Tekintsiik az f = x° — 4x + 2 € Q[x] polinomot.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Tekintsiik az f = x° — 4x + 2 € Q[x] polinomot.
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Automorfizmusok és fixtestek
Egy példa.

Tekintsiik az f = x> — 4x + 2 € Q[x] polinomot. A
Schonemann—Eisenstein-tétel szerint az f polinom irreducibilis.
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Egy példa.

Automorfizmusok és fixtestek

20

1. dbra: Az f és D,(f) polinomok grafikonja.
Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)

Magasabbfokd egyenletek és ...
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

A polinomnak pontosan 3 darab valds gyoke van. Az el6z6 tétel szerint
Galg(f) = Ss. J
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet fotétele részleteiben irja le a fejezet elején bevezetett
polaritast.
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

A Galois-elmélet fotétele részleteiben irja le a fejezet elején bevezetett
polaritast.

Tétel (A Galois-elmélet Fotétele).

Legyen L|K véges bévités, G = Gal(L|K) és Ko = ¢(G). Az L|Ky bbvités
tetszéleges M kozbiilsé testére legyen (M) = Gal(L|M). Ekkor
teljesiilnek a kovetkezok.
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(a) A
Sub(G) — {M | M kozbiilsd teste az L|Ky bévitésnek}, G — p(G)
leképezés rendezéstartd bijekcid, melynek inverze

{M | M kozbiils6 teste az L|Kp bdvitésnek} — Sub(G), M — ~v(M).
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(a) A
Sub(G) — {M | M kozbiilsd teste az L|Ky bévitésnek}, G — p(G)
leképezés rendezéstartd bijekcid, melynek inverze

{M | M kozbiils6 teste az L|Kp bdvitésnek} — Sub(G), M — ~v(M).

(b) A G csoport H részcsoportja pontosan akkor normdlis, ha a ¢(H)|Ko
bovités normalis.
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fotétele).
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(c) Tegyiik fel, hogy H normilis részcsoport G-ben. Ha o € G, akkor
0'|4p(H) € Gal(p(H)|Ko)- A

G — Gal(p(H)|Ko), 0+ ol h)

s

leképezés sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja H. Igy

Gal(p(H)|Ko) = G/H.
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Automorfizmusok és fixtestek

A Galois-elmélet fététele.

Példa: az x* — 2 € Q[x] polinom vizsgélata.

Az x* — 2 polinom Q feletti felbontasi teste F = Q(v/2,i) = Q(+v/2 + /):

x*—2=(x = V2)(x + V2)(x — ivV2)(x + iV2).

Mivel v/2 + i minimalpolinomja Q felett: x® 4 4x% 4+ 2x* 4+ 28x2 4 1, ezért
[F: Q] =8 = |Gal(F|Q)| = |Galg(x* — 2)|. Ha ¢ € Galg(x* — 2), akkor
©(V2) € {V/2,iV2,—v/2,—iv2} és o(i) € {—i,i}. Az x* —2 (Q felett
irrdeucibilis) polinom Galois-csoportja izomorf Das-gyel. A Galois-elmélet
fotételét a kovetkezd dbra szemlélteti.
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Automorfizmusok és fixtestek

Egy példa.

L=06,¥2) fid)

T amas

Qi3 \ QY2 ((13)

Q(v2) Q(iv2) ((13),(24))
& =vV2—i¥2
L= \‘/_5 +iv2 Q Dy

2. abra: Az L|Q bdvités és kozbiilsé testei.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szamtest, « € K és p primszam. Ekkor az x? — « polinom vagy
irreducibilis K felett, vagy van gyoke K-ban. Ha legalabb két gyoke van
K-ban, akkor els6fokid polinomok szorzatdra bomlik K felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Tétel.

Legyen K szamtest, « € K és p primszam. Ekkor az x? — « polinom vagy
irreducibilis K felett, vagy van gyoke K-ban. Ha legalabb két gyoke van
K-ban, akkor els6fokid polinomok szorzatdra bomlik K felett.

| N\

Tétel.

Legyen K szamtest, o € K, és p primszam. Ha K tartalmazza a p-edik
egységgyokoket, akkor a K(3)|K bdvités normalis, ahol 5P = . A bdvités
foka 1 vagy p. Ez utdbbi esetben xP — « irreducibilis K felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Definicié: normallanc, faktor, feloldhaté csoport

A G csoport normallancanak nevezziik G részcsoportjainak egy
Go, . . ., G, sorozatat, amelyre

{1}=G0<1G1<1-"4Gn_1<lGn=G

teljesiil. A G;/Gj_; faktorcsoportokat e norméllanc faktorainak nevezziik;
n a normallanc hossza.

Azt mondjuk, hogy a G csoport feloldhatd, ha G-nek van olyan
normallanca, amelynek faktorai Abel-csoportok.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 14. 66 / 73



Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Példak feloldhaté csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd, mivel a
{id} <A3 < S3
normallanc faktorai Abel-csoportok, sot ciklikus csoportok:
As/{id} = A3 =((123)), S3/A3=Co.
Az S, csoport is feloldhatd, az

{id} < {id, (12)(34)} < {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < As < S3

normallanc faktorai Abel-csoportok.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Az A, alternalé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté. l
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Az A, alternalé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté. \

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Az A, alternalé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté. \

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhatd;
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Az A, alternalé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté. \

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhatd;
(b) a G csoport pontosan akkor feloldhatd, ha N és G/N is feloldhaté.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Az A, alternalé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhatd;
(b) a G csoport pontosan akkor feloldhatd, ha N és G/N is feloldhaté.

Az S, csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szdmtest, és ¢ primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a K(g)|K
bdvités normilis, és Gal(K(g)|K) izomorf Z) egy részcsoportjival.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szdmtest, és ¢ primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a K(g)|K
bdvités normilis, és Gal(K(g)|K) izomorf Z) egy részcsoportjival.

Legyen K szdmtest és f € K[x] irreducibilis polinom. Ha f valamelyik
komplex gyoke felirhaté egy olyan képlettel, amely f egyiitthatdibdl a négy
alapmiivelet és gyokvondsok felhaszndlasaval keletkezik, akkor az f
polinom K feletti Galois-csoportja feloldhaté csoport.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szdmtest, és ¢ primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a K(g)|K
bdvités normilis, és Gal(K(g)|K) izomorf Z) egy részcsoportjival.

| A

Tétel.

Legyen K szdmtest és f € K[x] irreducibilis polinom. Ha f valamelyik
komplex gyoke felirhaté egy olyan képlettel, amely f egyiitthatdibdl a négy
alapmiivelet és gyokvondsok felhasznalasival keletkezik, akkor az f
polinom K feletti Galois-csoportja feloldhaté csoport.

Az x> — 4x + 2 polinom egyik gyoke sem gyokkifejezés Q felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyenek y1, ..., y, hatdrozatlanok, K a Q[y1, ..., ys] hdnyadosteste, és

f=x"+yx" 4.y ixty, € K[x].

Legyen F egy felbontdsi teste f-nek. Ekkor Gal(F|K) izomorf Sp-nel.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyenek y1, ..., y, hatdrozatlanok, K a Q[y1, ..., ys] hdnyadosteste, és

f=x"4+yix" 4+ yix+y, € K[X].

Legyen F egy felbontdsi teste f-nek. Ekkor Gal(F|K) izomorf Sp-nel.

Tétel (Ruffini-Abel).

Ha n > 5, akkor az dltaldnos n-edfokil egyenletre nem |étezik gyokképlet.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Definicié: gyokkifejezés.
Legyen K szamtest. Azt mondjuk, hogy a z € C komlex szam
gyokkifejezés K felett, ha van olyan n € Ny és egy

K=Ki<Ki< ---<K,_1<K,<C

testlanc, amelyre z € Kj,, és minden 0 </ < n— 1-re Kiy1 = K;i(5;), ahol
BP € K;, pi primszém, és az xP' — [3; polinom irreducibilis K; felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szamtest és p primszam Tegylik fel, hogy a K szamtest
tartalmazza a p-edik egységgyokoket. Ha az L|K bévités egy p-edfokd
normalis bévités, akkor van olyan a € K, hogy az L test az xP — a € K[x]
irreducibilis polinom felbontdsi teste K felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szamtest és p primszam Tegylik fel, hogy a K szamtest
tartalmazza a p-edik egységgyokoket. Ha az L|K bévités egy p-edfokd
normalis bévités, akkor van olyan a € K, hogy az L test az xP — a € K[x]
irreducibilis polinom felbontdsi teste K felett.

Legyen K olyan szamtest, amelynek minden eleme gyokkifejezés egy
Ko < K szamtest felett. Ha e primitiv n-edik egységgyok, akkor K(&)
minden eleme gyokkifejezés Ky felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szdmtest, és L|K véges normdlis bdvités, amelynek
Galois-csoportja feloldhaté. Ekkor L minden eleme gyokkifejezés K felett.
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Egyenletek gyokjelekkel valé megoldasa

Legyen K szdmtest, és L|K véges normdlis bdvités, amelynek
Galois-csoportja feloldhaté. Ekkor L minden eleme gyokkifejezés K felett.

Kovetkezmény.

Ha az f € K[x] polinom egyik gyoke gyokkifejezés, akkor mindegyik gyoke
az.

v
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