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Magasabb foku egyenletek és geometriai szerkeszthetdség

1. dbra: Carl Friedrich Gauss (1777-1855). |
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Magasabb foku egyenletek és geometriai szerkeszthetdség

2. dbra: Niels Henrik Abel (1802-1829). |
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Magasabb foku egyenletek és geometriai szerkeszthetdség

3. abra: Evariste Galois (1811-1832).
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Tétel (L. Kronecker).

TetszOleges egész egyiitthatds polinom véges sok Iépésben felbonthaté Z
felett irreducibilis polinomok szorzatara.
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Tétel (L. Kronecker).

TetszOleges egész egyiitthatds polinom véges sok Iépésben felbonthaté Z
felett irreducibilis polinomok szorzatara.

Definicié: primitiv polinom.

Legyen D integritdstartomdny, valamint f = apx" + - + a;x + ag € D[x]
tetszbleges polinom. Azt mondjuk, hogy az f polinom primitiv, ha az
ao, - - -, ap egylitthatdk relativ primek.
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Tétel (L. Kronecker).

TetszOleges egész egyiitthatds polinom véges sok Iépésben felbonthaté Z
felett irreducibilis polinomok szorzatara.

Definicié: primitiv polinom.

Legyen D integritadstartomany, valamint f = a,x" + -+ + a;x + ap € D|x]
tetszbleges polinom. Azt mondjuk, hogy az f polinom primitiv, ha az
ag, - - . ,ap egyitthatdk relativ primek.

Tétel (C. F. Gauss).

Legyen f legaldbb els6fok, egész egyiitthatds primitiv polinom. Az f
polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.

v
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Tétel (Schonemann—Eisenstein-tétel).

Legyen
f=apx"+ -4+ a1x+ ag € Z[x]

legaldbb els6fokd primitiv polinom. Ha létezik olyan p primszam, amelyre
plao,...,an 1, de pta, és p? 1 ag, akkor f irreducibilis Z felett.
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Tétel (Schonemann—Eisenstein-tétel).

Legyen
f=apx"+ -4+ a1x+ ag € Z[x]

legaldbb els6fokd primitiv polinom. Ha létezik olyan p primszam, amelyre
plao,...,an 1, de pta, és p? 1 ag, akkor f irreducibilis Z felett.

Definicié: polinom eltoltja.

Szdmos esetben j6l alkalmazhaté tesztet kapunk, ha nem csak az f
polinomot, de annak az “eltoltjait” is vizsgaljuk. Legyen

f=anx"+ .-+ aix + ap € Z[x|. Ekkor tetszbleges s egész szdmra az
fos=an(x—5)"+ -+ ai1(x —s) + ap polinomot az f polinom
s-eltoltjanak nevezziik.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 7. 6 /51



Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Legyen f = apx" + -+ a1x + ag € Z[x], és s € Z. Ekkor az f polinom
pontosan akkor irreducibilis Z felett, ha s az.
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Tétel.

Legyen f = apx" + -+ a1x + ag € Z[x], és s € Z. Ekkor az f polinom
pontosan akkor irreducibilis Z felett, ha s az.

Példa.

Tekintsiik az f = x® — 7x* + 24x3 — 42x2 4 39x — 25 € Z[x] polinomot.
Erre a polinomra nem alkalmazhaté a Schonemann—Eisenstein-tétel.
Tekintsiik azonban az

| \

o1 =x>—2x* +6x3 —2x% +4x — 10

polinomot. Ez a polinom primitiv, és a Schonemann—Eisenstein-tételt a
p = 2 valasztassal alkalmazva kapjuk, hogy irreducibilis. Igy a polinom
eltoltjara vonatkozé tétel szerint az f polinom is irreducibilis.

.
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

A megfeleld eltolt megtaldldasa azonban nem egyszerii feladat, sét nem is
mindig létezik megfelel6 eltolt.
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

A megfeleld eltolt megtaldldasa azonban nem egyszerii feladat, sét nem is
mindig létezik megfelel6 eltolt.

Tétel (Rolle-tétel).

Legyen f € Z[x] tetszbleges polinom. Ha g € Q tort, ahol

In.k.o.(p, q) = 1, gyoke f-nek, akkor barmely m egész szamra
p+ mq | f(—m).
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

A megfeleld eltolt megtaldldasa azonban nem egyszerii feladat, sét nem is
mindig létezik megfelel6 eltolt.

Tétel (Rolle-tétel).

Legyen f € Z[x] tetszbleges polinom. Ha g € Q tort, ahol

In.k.o.(p, q) = 1, gyoke f-nek, akkor barmely m egész szamra
p+ mq | f(—m).

Tétel.

| A

Legyen K test, és f € K[x| médsod- vagy harmadfokd polinom. Ekkor f
pontosan akkor irreducibilis K felett, ha nincs gyoke K-ban.

§
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Magasabb foku egyenletek

Irreducibilis polinomok

Legyen f = a,x" + -+ - + a1x + ag olyan egész egyiitthatds primitiv
polinom. Legyen p olyan primszam, amely nem osztja a,-et. Ha
f=ax"+---+ax+a € Zp[x] irreducibilis Z, felett, akkor f
irreducibilis Z felett.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Definicié: (test)bOvités.

Legyenek K és L testek. Ha K részteste L-nek, akkor azt mondjuk, hogy L
(test)bovitése K-nak, és ezt az L|K szimbdlummal jeloljiik.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Definicié: (test)bbvités.
Legyenek K és L testek. Ha K részteste L-nek, akkor azt mondjuk, hogy L
(test)bovitése K-nak, és ezt az L|K szimbdlummal jeloljiik.

Ha az L test bévitése a K testnek, akkor L vektortér a K test felett az

P:LXL—-L udv=u+v,
i L— L, ufy = Au (X € K)

miuveletekkel. )
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Q(v2) = {a+ bv2|a,b e Q} halmaz szdmtestet alkot. A Q(v/2),
mint Q felettl vektortér 2-dimenziés, melyenk az 1, v/2 elemek bazisst
alkotjak.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Definicid: testbovités foka.

Az el6z6 tételt fogjuk felhaszndlni a testbévités fokanak a definidlasara.
Az L|K bovités [L : K] foka az L testnek, mint K feletti vektortérnek a
dimenzidja, azaz [L : K] =dimk L. Ha [L: K] < oo, akkor azt mondjuk,
hogy az L|K bdvités véges (dimenzids), kiillonben L|K végtelen
(dimenzios).
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Definicid: testbovités foka.

Az el6z6 tételt fogjuk felhaszndlni a testbévités fokanak a definidlasara.
Az L|K bovités [L : K] foka az L testnek, mint K feletti vektortérnek a
dimenzidja, azaz [L : K] =dimk L. Ha [L: K] < oo, akkor azt mondjuk,
hogy az L|K bdvités véges (dimenzids), kiillonben L|K végtelen
(dimenzios).

v

Példak.
A C|R bévités 2-fokd, mivel C 2-dimenzids vektortér R felett; az 1,i € C
vektorok bazist alkotnak. A Q(v/2)|Q bévités szintén 2-fokid. Azonban a

C|Q és R|Q bdvitések végtelenek.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Tétel (Fokszamtétel).
Legyenek K, L, M olyan testek, amelyekre L|K, M|L teljesil.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Tétel (Fokszamtétel).
Legyenek K, L, M olyan testek, amelyekre L|K, M|L teljesil.
(a) Ha az L|K és M|L bdvitések valamelyike végtelen, akkor M|K is az.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

Tétel (Fokszamtétel).

Legyenek K, L, M olyan testek, amelyekre L|K, M|L teljesil.
(a) Ha az L|K és M|L bdvitések valamelyike végtelen, akkor M|K is az.
(b) Ha az L|K és M|L bévitések végesek, akkor az M|K bévités is az, és

fennall az
[M:K|=[M:L][L:K]

egyenloség.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Fokszamtétel bizonyitasa.

(a) Az allitast kontrapozicidval igazoljuk. Tegyiik fel, hogy M|K véges,
[M : K] = n € N. Megmutatjuk, hogy ekkor [L: K],[M : L] < n teljesdil.
Legyenek A1, ..., Apt1, illetve p1, ..., pny1 tetszoleges vektorrendszerek
L-ben, illetve M-ben. Mivel az M vektortér n dimenziés K felett, és a
AL,y Ant1, illetve pg, ..., 1 vektorok M-beliek, ezért vannak olyan
ai,...,apt+1, valamint by, ..., byr1 K-beli skaldrok, amelyekre

(a1, .-, ant1) # 0 és (b1,...,bstr1) # 0 teljesil és

aiA + -+ ant1An41 =0, bipa + -+ bpyripint1 = 0.

Ez pedig éppen azt bizonyitja, hogy a A1,..., A,41 vektorok linedrisan
fliggék az L (mint K feletti) vektortérben, illetve a 1, ..., pint1 vektorok
linedrisan fliggdk az M (mint L feletti) vektortérben.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Fokszdmtétel bizonyitdsa (folytatas).

(b) Legyen [L: K] = m és [M : L] = n. Vélasszunk az L, illetve M
vektorterekben bazist:

Al,...,Am bazis L-ben, mint K feletti vektortérben, (1)
Ui, .-, pun bazis M-ben, mint L feletti vektortérben. (2)

Megmutatjuk, hogy a pjA; (1 < i< n, 1</ < m) vektorrendszer bazis

M-ben, mint K feletti vektortérben. Legyen u tetszéleges M-beli vektor.
Ekkor (2) miatt vannak olyan by, ..., b, € L elemek, amelyekre

= bipg + -+ -+ bnfin.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Fokszdmtétel bizonyitasa (folytatas).

Mivel by, ..., b, € L, ezért (1) miatt vannak olyan
ajj € K(1<i<n, 1<j< m)elemek, amelyekre

b; = a,~71)\1+'--+a,-,m)\m (1 <i< n)

teljestil. fgy

o= Zblu,—z

i=1 \J

n m
3 i | pi = ZZ aj jAj i,

i=1 j=1

Ms

Il
N

azaz a fij)| (1 <i<n, 1< < m)vektorrendszer generdtorrendszer.

16 / 51
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Fokszamtétel bizonyitasa (folytatas).

Tegylik fel, hogy
n m
DD aihipi =0,
i=1 j=1
Ekkor
n m n m
0=2 2 ahipi =D | D_aijAi | mi
i=1 j=1 i=1 \j=1
és (2) miatt 3°7; a;jA; = 0 (1 < i < n). Ekkor (1)-et ismét felhasznélva
azt kapjuk, hogy a;j =0 (1<i<n, 1<j<m) azaza

piXj (1 <i<n, 1<) < m)vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, igy
bazisa az M, mint K feletti vektortérnek.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Fokszamtétel bizonyitasa (folytatds).

Mindezeket figyelembevéve azt kapjuk, hogy
[L:K]-[M:L]=m-n=dimxkM=[M:L].

Ezzel az allitast igazoltuk.
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Magasabb foku egyenletek

Testek és résztestek

A Fokszdmtétel bizonyitasa (folytatas).

Mindezeket figyelembevéve azt kapjuk, hogy
[L:K]-[M:L]=m-n=dimxkM=[M:L].

Ezzel az allitast igazoltuk.

A Fokszamtétel allitdsa teljes indukcidval egyszeriien kiterjeszthetd
bévitések egymdasutdnjaira is: ha K; : Ki_1 teljesiil tetszéleges i-re (n € N,
1 < i < n), akkor

[Kn : Ko] = [Kn @ Kn—1] -+ [K1 2 Kol
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Definicié: generdlt résztest, egyszerii bovités.

Legyen L a K test bdvitése, és legyen A C L. Ekkor K(A)-val jeldljiik, és a
K U A részhalmaz altal generalt résztestnek nevezziik az L test KU A
részhalmazat tartalmazé legszilikebb résztestét, és azt mondjuk, hogy a
K(A)|K bbvités K-nak az A részhalmaz &ltal generdlt bévitése. Ha A
véges részhalmaza L-nek, pl. A= {aq,...,a,}, akkor K(A) helyett
K(ai,...,ap)-et irunk. Azt mondjuk, hogy az L|K bévités egyszerii, ha
van olyan a € L, amelyre L = K(«). )

2008. november 7. 19 / 51
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Definicié: generdlt résztest, egyszerii bovités.

Legyen L a K test bdvitése, és legyen A C L. Ekkor K(A)-val jeldljiik, és a
K U A részhalmaz altal generalt résztestnek nevezziik az L test KU A
részhalmazat tartalmazé legszilikebb résztestét, és azt mondjuk, hogy a
K(A)|K bbvités K-nak az A részhalmaz &ltal generdlt bévitése. Ha A
véges részhalmaza L-nek, pl. A= {aq,...,a,}, akkor K(A) helyett
K(ai,...,ap)-et irunk. Azt mondjuk, hogy az L|K bévités egyszerii, ha

van olyan a € L, amelyre L = K(«).

A C|R bévités egyszerli, mivel C = R(/).
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Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ...



Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tekintsuk a Q(\/ﬁ, \/§)|Q bévitést.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tekintsuk a Q(\/ﬁ, \/§)|Q bévitést.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tekintsiik a Q(v/2,v/3)|Q bévitést. Mivel v2 + /3 € Q(v/2,V/3),
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tekintsiik a Q(v/2,v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V/3), ezért
Q(v2+v3) CQ(v2,v3).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

R

Tekintsiik a Q(v/2,v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V/3), ezért
Q(v2+ v3) € Q(v2,v/3). Masrészt, az

3= (V2 + V3 -9 (Va+V3)),
V3= (V24 VE) -2

egyenloségek kovetkeztében
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

R

Tekintsiik a Q(v/2,v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V/3), ezért
Q(v2+ v3) € Q(v2,v/3). Masrészt, az

3= (V2 + V3 -9 (Va+V3)),
V3= (V24 VE) -2

egyenléségek kovetkeztében v/2,v/3 € Q(v/2 + V/3),
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

R

Tekintsiik a Q(v/2,v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V/3), ezért
Q(v2+ v3) € Q(v2,v/3). Masrészt, az

3= (V2 + V3 -9 (Va+V3)),
V3= (V24 VE) -2

egyenléségek kovetkeztében v/2,/3 € Q(v/2 + V/3), azaz
Q(v2,v3) € Q(v2+ V3).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

R

Tekintsiik a Q(v/2,v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V/3), ezért
Q(v2+ v3) € Q(v2,v/3). Masrészt, az

3= (V2 + V3 -9 (Va+V3)),
V3= (V24 V3) - V2
egyenléségek kovetkeztében v/2,v/3 € Q(v/2 + V/3), azaz

Q(v2,v3) € Q(v2 + v/3). igy azt kapjuk, hogy
Q(v2,v3) = Q(v2 + V/3), azaz a Q(v/2,/3)|Q bbvités egyszerii.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tétel.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint legyen
ai,...,0n € L. Ekkor

K(O(]_,...,Oén):

f(Oé]_, an)
o anlf K <oy Xn) yeoe,Qlp .
{g(al,-.-,an)‘ 8 € Klx,.., xal, glon oz);éo}

v
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint legyen
ai,...,0n € L. Ekkor

K(a17"'7an):

f(al, an)
o anlf K <oy Xn) yeoe,Qlp .
{g(al,-.-,an)‘ 8 € Klx,.., xal, glon oz);éo}

v

Tegyiik fel, hogy L|K teljesiil, és legyen o € L. Ekkor két eset lehetséges:
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint legyen
ai,...,0n € L. Ekkor

K(a17"'7an):

f(ag,...,an)
o anlf K <+ Xn), ye..,Op .
{g(al,.,_7an) ‘ ,8 € [X17 ,X] g(al a )7&0}

v

Tegyiik fel, hogy L|K teljesiil, és legyen o € L. Ekkor két eset lehetséges:

e Van olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelynek o gydke, azaz f(a) = 0.
Ekkor azt mondjuk, hogy az o elem algebrai elem a K test felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint legyen
ai,...,0n € L. Ekkor

K(Oé]_,...7O[n):
f(al,...,an) }
—————— | f,g € K[x1,...,xn], glcoa,...,an) #0¢.
{g(al,-..,an)‘ g € Kba I, gl ) #

v

Tegyiik fel, hogy L|K teljesiil, és legyen o € L. Ekkor két eset lehetséges:
e Van olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelynek o gydke, azaz f(a) = 0.
Ekkor azt mondjuk, hogy az o elem algebrai elem a K test felett.

@ Nincs olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelynek « gycke. Ebben az

esetben azt mondjuk, hogy az a elem transzcendens elem a K test
felett.

v
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds szamok,
amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink, transzcendensek Q

o 1
n=1 onl*

felett. llyan szdm pl.: >
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds szamok,
amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink, transzcendensek Q

o 1
n=1 onl*

felett. llyan szdm pl.: >

@ 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szdm transzcendens.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds szamok,
amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink, transzcendensek Q

o 1
n=1 onl*

felett. llyan szdm pl.: >
@ 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szdm transzcendens.

o 1874 George Ferdinand Ludwig Cantor bebizonyitja, hogy azon valds
szamok halmazanak szamossaga, amelyek algebraiak Q felett
megszamlalhatdan végtelen. Mivel a valés szamok halmaza nem
megszamlalhatd, ezért a valds szamok tobbsége transzcendens Q@
felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds szamok,
amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink, transzcendensek Q

00 1

felett. llyan szam pl.: > 7%, 5.

o 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szam transzcendens.

o 1874 George Ferdinand Ludwig Cantor bebizonyitja, hogy azon valds
szamok halmazanak szamossaga, amelyek algebraiak Q felett
megszamlalhatéan végtelen. Mivel a valés szamok halmaza nem
megszamlalhatd, ezért a valds szamok tobbsége transzcendens @
felett.

o 1882 Ferdinand Lindemann igazolja, hogy a m szdm transzcendens
Q felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha o, 5 € R olyan algebrai elemek
Q felett, amelyekre a # 0,1 és 3 & Q teljesiil, akkor az a” valés
szém transzcendens Q felett. (Pl.: 2V2 transzcendens Q felett.)
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha o, 5 € R olyan algebrai elemek
Q felett, amelyekre a # 0,1 és 3 & Q teljesiil, akkor az a” valés
szam transzcendens Q felett. (Pl.: 2V transzcendens Q felett.)

Problémak.

| N
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha o, 5 € R olyan algebrai elemek
Q felett, amelyekre a # 0,1 és 3 & Q teljesiil, akkor az a” valés
szam transzcendens Q felett. (Pl.: 2V transzcendens Q felett.)

Problémak.

@ Igaz-e, hogy e + 7 transzcendens Q felett?

| N

'
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha o, 5 € R olyan algebrai elemek
Q felett, amelyekre a # 0,1 és 3 & Q teljesiil, akkor az a” valés
szém transzcendens Q felett. (Pl.: 2V2 transzcendens Q felett.)

Problémak.

@ Igaz-e, hogy e + 7 transzcendens Q felett?

o lgaz-e, hogy a
v =limp_eo (Z',Zzl % —In n) ~ 0.57721566490153286060651209
transzcendens Q felett?

'
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil. Legyen o € L,
valamint €, a kovetkezo leképezés:

ea: K[x] = K(a), f+— f(a).

Ekkor az aldbbi két allitas koziil pontosan az egyik teljesiil.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tétel (folytatds).

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 7. 25 /51



Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tétel (folytatds).

(a) Az g4 leképezés injektiv homomorfizmus, és ,-t kiterjesztve K[x]
hanyadostestére, a kapott €, K(x) — K(«) leképezés izomorfizmus.
Ekkor a K(a)|K bbévités végtelen, és az « elem transzcendens K
felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Tétel (folytatds).

(a) Az g4 leképezés injektiv homomorfizmus, és ,-t kiterjesztve K[x]
hanyadostestére, a kapott €, K(x) — K(«) leképezés izomorfizmus.
Ekkor a K(a)|K bévités végtelen, és az o elem transzcendens K
felett.

(b) Az g, leképezés homomorfizmus, amely nem injektiv, igy magja
ker (eq) # {0}. Ekkor ker (e4) = (mq, k) teljesiil valamely (egyért.
meghat.) m, k € K[x] irreducibilis fépolinomra, és az
€a: K[x]/(ma,k) — K(a) homomorfizmus izomorfizmus. Ekkor
K(a)|K véges, és az o elem algebrai K felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Definicié: minimalpolinom, algebrai elem foka.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint « € L
algebrai elem K felett. Ekkor az el6z6 tétel (b) részében kapott m, k
polinomot az a elem minimalpolinomjanak nevezziik. Az « algebrai

elem foka minimalpolinomjanak a foka, amit gr(a)-val jeldliink.

2008. november 7. 26 / 51
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Definicié: minimalpolinom, algebrai elem foka.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint « € L
algebrai elem K felett. Ekkor az el6z6 tétel (b) részében kapott m, k
polinomot az a elem minimalpolinomjanak nevezziik. Az « algebrai
elem foka minimalpolinomjanak a foka, amit gr(a)-val jeldliink.

v

Legyen L|K testbévités, és o € L algebrai elem K felett, melynek
minmalpolinomja f. Ekkor tetszéleges g € K[x], g # 0 polinomra
g(a) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha 7 | g.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

_ 2
o m 5o =X -2,
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

° m\/iQ:x2—2,
() m\/§+\/§7Q:X4—10X2+1,
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

° m\/iQ:x2—2,
() m\/§+\/§7Q:X4—10X2+1,

_ 2
C mcos%"—i—isin%”,(@_x +X+1'
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

° m\/iQ:x2—2,
() m\/§+\/§7Q:X4—10X2+1,

_ 2
C mcos%"—i—isin%”,(@_x +X+1'

omc

ZJQ:XP_1+"'+X+1 (p primszam).
p’

0s 27’r—|—isin
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(a) : K] < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor

[K(@) - K] = grg(a).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(a) : K] < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor

[K(@) - K] = grg(a).

Tegylik fel, hogy a K(«)|K testbdvités véges, azaz [K(«) : K] = n teljesiil
valamely n természetes szamra.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 7. 28 / 51



Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(a) : K] < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor

[K(@) - K] = grg(a).

Tegylik fel, hogy a K(«)|K testbdvités véges, azaz [K(«) : K] = n teljesiil
valamely n természetes szamra.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(a) : K] < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor

[K(@) - K] = grg(a).

Tegylik fel, hogy a K(«)|K testbdvités véges, azaz [K(«) : K] = n teljesiil
valamely n természetes szamra. Az 1,a,...,a" € K(«) vektorok
linedrisan fliggd vektorrendszert alkotnak, mivel szamuk

n+1>dimk K(a) = n.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(a) : K] < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor
[K(a) : K] = gri(a).

Tegylik fel, hogy a K(«)|K testbdvités véges, azaz [K(«) : K] = n teljesiil
valamely n természetes szdmra. Az 1, a,...,a" € K(«a) vektorok
linedrisan fliggd vektorrendszert alkotnak, mivel szamuk

n+1>dimg K(a) = n. lgy vannak olyan ag, ..., a, € K skalarok,
amelyek nem mind 0-3k és amelyekre a,a” + - - - 4+ aja + ag = 0 teljestl.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(a) : K] < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor

[K(@) - K] = grg(a).

Tegylik fel, hogy a K(«)|K testbdvités véges, azaz [K(«) : K] = n teljesiil
valamely n természetes szdmra. Az 1, a,...,a" € K(«a) vektorok
linedrisan fliggd vektorrendszert alkotnak, mivel szamuk

n+1>dimg K(a) = n. lgy vannak olyan ag, ..., a, € K skalarok,
amelyek nem mind 0-3k és amelyekre a,a” + - - - 4+ aja + ag = 0 teljestl.
Ekkor o gyoke az f = a,x" + - - - + a1x + ag polinomnak. Mivel f #£ 0,
ezért « algebrai elem K felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Bizonyités (folytatas).

Tegyiik fel, hogy « algebrai elem K felett. Ekkor az
Ea: KX]/(mak) = K(a), f+ (mak)— f(a)

homomorfizmus izomorfizmus. Mivel tetszbleges f € K[x] polinomhoz
pontosan egy olyan h € K[x]|, h* < (mq k)" polinom van, amelyre

f+ (mak) =h+ (mqk), ezért K(a) tetszéleges eleme egyértelmiien
irhaté fel h(c) alakban, ahol h* < (m, k)*. Ez pedig azt jelenti, hogy a
K(a) (mint K feletti) vektortérnek bazisa az 1,a,...,a" "}
vektorrendszer, ahol n = (my k)*. Azaz [K(«) : K] véges és

[K(e) : K] = grg(a).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Ha L|K véges bdvités, és o € L, akkor « algebrai elem K felett, és grj ()
osztdja [L : K]-nak.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 7. 30 /51



Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Ha L|K véges bdvités, és o € L, akkor « algebrai elem K felett, és grj ()
osztdja [L : K]-nak.

A Fokszdmtételt alkalmazva az K(«)|K és L|K () bbvitésekre azt kapjuk,
hogy a K(«)|K bovités véges, igy « algebrai elem K felett, valamint

[L:K]=[L: K(@)][K(a) : K] = [L: K()] - grg(a);

azaz gri(a) | [L: K].
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K tetszbleges testbvités, és o € L algebrai elem K felett,
valamint legyen k € N. Ekkor /« is algebrai K felett, és
gri (V) < k- gri(a).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K tetszbleges testbvités, és o € L algebrai elem K felett,
valamint legyen k € N. Ekkor /« is algebrai K felett, és
gri (V) < k- gri(a).

Legyenek L|K és M|L tetszleges testbévitések, és o € M algebrai elem K
felett. Ekkor «v algebrai L felett is, és gr; () < gri (o).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K tetszbleges testbvités, és o € L algebrai elem K felett,
valamint legyen k € N. Ekkor /« is algebrai K felett, és

gri (V) < k- grg(a).

Legyenek L|K és M|L tetszleges testbévitések, és o € M algebrai elem K
felett. Ekkor «v algebrai L felett is, és gr; () < gri (o).

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint legyen
a, 8 € L. Ekkor

K(a, B) = K(e)(B) = K(B)(c).

A
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K tetszbleges testbdvités, és «, 3 € L algebrai elemek K felett.
Ekkor a & (3, a3, valamint 3 # 0 esetén «/[3 is algebrai elemek K felett,
melyek foka legfeljebb gry (a) - gri(5).
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K tetszbleges testbdvités, és «, 3 € L algebrai elemek K felett.
Ekkor a & (3, a3, valamint 3 # 0 esetén «/[3 is algebrai elemek K felett,
melyek foka legfeljebb gry (a) - gri(5).

Legyen L|K tetszdleges testbdvités. Ekkor az L test K felett algebrai
elemei L egy résztestét alkotjak.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L|K tetszbleges testbdvités, és a, 3 € L algebrai elemek K felett.
Ekkor a & (3, a3, valamint 3 # 0 esetén «/[3 is algebrai elemek K felett,
melyek foka legfeljebb gry (a) - gri(5).

Legyen L|K tetszdleges testbdvités. Ekkor az L test K felett algebrai
elemei L egy résztestét alkotjdk.

v

Definicié: algebrai szam.
A z komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha z algebrai QQ felett.

Az el6z0 tétel szerint az algebrai szamok a komplex szamtest egy
résztestét alkotjak, melyet A-val jeloliink.

\
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Definicié: algebrai (test)bdvités.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbdvités, ha L minden
eleme algebrai K felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Definicié: algebrai (test)bdvités.
Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbdvités, ha L minden
eleme algebrai K felett.

Legyen L|K tetszbleges testbdvités. Ekkor a kdvetkezdk ekvivalensek:
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Definicié: algebrai (test)bdvités.
Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbdvités, ha L minden
eleme algebrai K felett.

Legyen L|K tetszbleges testbdvités. Ekkor a kdvetkezdk ekvivalensek:
(1) [L: K] < o0
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Definicié: algebrai (test)bdvités.
Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbdvités, ha L minden
eleme algebrai K felett.

Legyen L|K tetszbleges testbdvités. Ekkor a kdvetkezdk ekvivalensek:
(1) [L: K] < o0
(2) az L|K bévités algebrai, és L végesen generalt K felett;
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Definicié: algebrai (test)bdvités.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbdvités, ha L minden
eleme algebrai K felett.

Legyen L|K tetszbleges testbdvités. Ekkor a kdvetkezdk ekvivalensek:
(1) [L: K] < o0
(2) az L|K bévités algebrai, és L végesen generalt K felett;

(3) L=K(ai,...,ap), ahol aq,...,a, € L algebrai elemek K felett.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

(1) = (2): legyen [L: K] =n, és aq,...,a, € L az L vektortér bazisa.
Ekkor L = [a, ..., a,] miatt L = K(aq,...,a,), azaz L végesen generdlt.
Legyen o az L test tetszoleges eleme. Ekkor a Fokszamtétel szerint a
K(a)|K testbévités végesfokd, igy o algebrai elem K felett. Ezért az L|K
testbovités algebrai.

(2) = (3): Az allitas trividlisan teljesiil.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Bizonyités (folytatas).

(3) = (1): Definidljuk az Lo (1 < i < n) testeseket a kovetkezéképpen:
LO = K, L,' = L,-_1(a,-) (1 < i < n).
Mivel a; € L algebrai elem K felett, ezért a; algebrai elem L;_; felett is,

igy
[L,’ : L;_1] = [Li—l(ai) : Li—l] < 0.

Ekkor a Fokszamtételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

[L:K]=[Ln:Lo]= H[L Li 1] < oco.

Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Kovetkezmény.

" oo ”woos

Ha o € L az L|K bdvités algebrai eleme, akkor a K(a)|K bdvités algebrai.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Kovetkezmény.

Ha o € L az L|K bdvités algebrai eleme, akkor a K(a)|K bdvités algebrai.

Kovetkezmény.

Legyen L|K testbdvités, és S C L. Ha S minden eleme algebrai K felett,
akkor a K(S)|K bdvités algebrai.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Kovetkezmény.
Ha o € L az L|K bdvités algebrai eleme, akkor a K(a)|K bdvités algebrai.

Kovetkezmény.

Legyen L|K testbdvités, és S C L. Ha S minden eleme algebrai K felett,
akkor a K(S)|K bdvités algebrai.

Legyen « tetsz8leges eleme a K(S) testnek. Ekkor van olyan véges S’
részhalmaza S-nek, amelyre a € K(S’). Ekkor az el6z8 tétel szerint a

K(S') bévités algebrai, igy « is algebrai elem K felett. Azaz a K(S)|K
bovités algebrai.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Ha az M|L és L|K testbdvitések algebraiak, akkor az M|K bévités is
algebrai.
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Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Ha az M|L és L|K testbdvitések algebraiak, akkor az M|K bévités is
algebrai.

| A

Bizonyitas.
Legyen « tetszéleges eleme M-nek. Mivel az M|L bdvités algebrai, ezért a
algebrai elem L felett. Legyen m,; = >_7 o A\ix'. Definidljuk a Ko, ..., Ky
testeket a kovetkezé mdédon:

Ko = K, K,' = K,'_l()\,') (1 < ] < n).

Mivel \; algebrai elem K felett, ezért a K;|Kj_1 bOvitések végesek
(1 <i< n). lgy a Fokszadmtétel szerint a K,,|K bovités is véges.

\

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. november 7.



Magasabb foku egyenletek

Algebrai testbovitések

Bizonyités (folytatas).
Tekintsiik a Kj(a)|K bévitést. Mivel o algebrai elem K, felett, ezért
Kn(a)|K, véges, ezért ismét a Fokszdmtétel szerint azt kapjuk, hogy

[Kn(a) : K] = [Kn(a) : Kn] - [Kn : K] < 00,

azaz « a K test felett is algebrai elem.
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