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Magasabbfokl egyenletek és geometriai szerkeszthetoség

Tudnivaldk az eléadasrdl és a gyakorlatrdl

1. Az el6adasokon és a gyakorlatokon valé résztvétel nem kotelezo.
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2. A szorgalmi idészakban zarthelyi dolgozatot nem fogunk irni.
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o szbbeli rész (2 tétel, a felkésziilési idd legaldbb 20 perc)
4. A végso jegy a két részre kapott pontokbdl fog adédni:

e az irasbeli részre legfeljebb 25 pont,
o a szébeli része pedig legfeljebb 75 pont kaphaté

5. Az irasbeli dolgozat a vizsga része, de nem beugrd!
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Magasabbfokl egyenletek és geometriai szerkeszthetoség

Tudnivaldk az eléaddsrél és a gyakorlatrdl

6. A megszerzett pontokbdl a jegy az aldbbi tablazat szerint sziiletik
meg:
Jeles (5) | [90,100],
j6 (4) | [75,90],
kozepes (3) | [60,75],
elégséges (2) | [40,60],
elégtelen (1) | [0, 40].
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Halék

Definicio

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a, b, c € A. Azt mondjuk, hogy
c alsé korlatja [fels6 korlatja] a-nak és b-nek, ha ¢ < a,b [a,b < c].
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Halék

Definicio

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a, b, c € A. Azt mondjuk, hogy
c alsé korlatja [fels6 korlatja] a-nak és b-nek, ha ¢ < a,b [a,b < c].

Definicié

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a, b, cg € A. Azt mondjuk, hogy
co legnagyobb als6 korlatja [legkisebb fels6 korlatja] a-nak és b-nek,
ha cp < a,b [a, b < ] és a, b barmely c alsé korlatjdra [felsé korlatjara]

c < ¢ [co < ] teljesil.
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Halék

1. abra: Egy részbenrendezett halmaz.
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Halék

2. abra: Egy részbenrendezett halmaz.
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Halék

3. abra: Egy részbenrendezett halmaz.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet) Magasabbfokii egyenletek és ... 2008. oktdber 18. 9 /30



Halék

4. abra: Egy részbenrendezett halmaz.
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Halék

5. abra: Egy részbenrendezett halmaz.
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Halék

6. abra: Egy részbenrendezett halmaz.
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Halék

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a,b € A. Haaz aés b
elemeknek van legnagyobb alsé korlatja [legkisebb felsé lorlatja], akkor az
egyértelmiien meghatdrozott.
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Halék

Allitas

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a,b € A. Haaz aés b
elemeknek van legnagyobb alsé korlatja [legkisebb felsé lorlatja], akkor az
egyértelmiien meghatdrozott.

| A

Definicio

Az (A; <) részbenrendezett halmazt halészeriien rendezett halmaznak
hivjuk, ha az A halmaz barmely a és b elemének |étezik legnagyobb alsé,
illetve legkisebb fels6 korlatja.

A\
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Halék

7. abra: Egy haldszerlien rendezett halmaz.
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Halék

Példak

‘ részbenrendezett halmaz ‘ legnagyobb alsé korlat ‘ legkisebb fels6 korlat ‘

(N; |) In.k.o.(a,b) lk.k.t.(a, b),
(P(U); ) XNy XUY,
(Sub(k V); C) unw u+w,
(Sub(G); €) Hn K (HUK),
(SubNorm(G; C) M N M- N.
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Halék

A tablazatban U tetszéleges halmazt jeldl, X, Y C U; Sub(kxV) a K test
feletti x V vektortér altereinek halmaza, U és W alterei x V-nek, U+ W
ezen alterek komplexus Osszege; Sub(G) a G csoport részcsoportjainak
halmaza, H és K részcsoportjai G-nek, (H U K) pedig az ezen
részcsoportok egyesitése &ltal generdlt részcsoport; SubNorm(G) a G
csoport normalis részcsoportjainak halmaza, M és N normalis

részcsoportjai G-nek, M - N pedig ezen normdlis részcsoportok komplexus
szorzata.
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Haléazonossagok

Definicidé

Legyen (L; <) halészeriien rendezett halmaz. Az L halmazon definidljuk a
A és V miveleteket az alabbi médon:

A Lx L— L, (a,b)— aés blegnagyobb als6 korlatja,
ViLxL— L, (ab)— aés b legkisebb fels6 korlatja.
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Haléazonossagok

Allitas
Barmely (L; <) hélészerlien rendezett halmaz tetszéleges a, b, ¢ elemeire
teljestilnek az aldbbiak:

aNa=a, aVa=a (idempotencia),
aNb=>bAa, avb=>bVa (kommutativités),
(anb)Ac=an(bAc), (aVvb)Vc=aV(bVc) (asszociativitds),
(aAnb)V b=b, (avb)Ab=0b (abszorptivitas)

v
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Haléazonossagok
Allitas

Barmely (L; <) hélészerlien rendezett halmaz tetszéleges a, b, ¢ elemeire

teljestilnek az aldbbiak:

aNa=a, aVa=a (idempotencia),

aNb=>bAa, avb=>bVa (kommutativités),
(anb)Ac=an(bAc), (aVvb)Vc=aV(bVc) (asszociativitds),
(aAnb)V b=b, (avb)Ab=0b (abszorptivitas).
Azt mondjuk, hogy az (L; A, V) algebra hald, ha tetszbleges a, b,c € L
elemekre teljesiilnek a fenti egyenldségek. |
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Haléazonossagok

Legyen (L; <) haldszeriien rendezett halmaz. Ekkor (L; A, V') halé, ahol
NésV a

A Lx L— L, (a,b)— aés blegnagyobb als6 korlatja,
ViLxL— L, (ab)— aés b legkisebb fels6 korlatja.

miuveletek.

Dorman Miklés (SZTE, Bolyai Intézet)
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Haléazonossagok

Legyen (L; <) haldszeriien rendezett halmaz. Ekkor (L; A, V') halé, ahol
NésV a

A Lx L— L, (a,b)— aés blegnagyobb als6 korlatja,
ViLxL— L, (ab)— aés b legkisebb fels6 korlatja.

miuveletek. )
Tétel

Legyen (L; A, V) hald. Ekkor (L; <) héldszerlien rendezett halmaz, ahol
< a kovetkez6 részbenrendezés az L halmazon:

a< b<=aAb=a (< aVvb=0b).

A\
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Haléazonossagok

Definicié

Legyenek L1 = (L1; A1, V1) és Lp = (L2; A2, V2) héldk, a hozzajuk tartozd
haldszeriien rendezett halmazok legyenek rendre (L1; <1) és (Lp; <2),
valamint p: L1 — Ly tetszbleges leképezés. Azt mondjuk, hogy a ¢
leképezés rendezéstarto, ha tetszéleges a, b € Li-re a <1 b esetén

ap <o by.
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Haléazonossagok

Definicié

Legyenek L1 = (L1; A1, V1) és Lp = (L2; A2, V2) héldk, a hozzajuk tartozd
haldszeriien rendezett halmazok legyenek rendre (L1; <1) és (Lp; <2),
valamint p: L1 — Ly tetszbleges leképezés. Azt mondjuk, hogy a ¢
leképezés rendezéstarto, ha tetszéleges a, b € Li-re a <1 b esetén

ap <o by.

Tétel
Legyenek L1 = (L3; A1,V1) és Lo = (La; A2, Vo) haldk. Haa p: L1 — Ly
leképezés homomorfizmus, akkor ¢ rendezéstartd.

| A
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Haléazonossagok

/
\/7
\)

8. abra: Nem minden rendezéstartd bijekcié izomorfizmus.
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Haléazonossagok

Az el6z6 tétel allitas megforditasa nem igaz, azaz rendezéstarté leképezés
nem feltétleniil homomorfizmus. Azonban igaz a kovetkezo.

Legyenek Ly = (L1; A1, V1) és Lp = (L2; A2, V2) héldk, valamint
w: L1 — Ly bijektiv leképezés. Ekkor ¢ pontosan akkor izomorfizmus, ha
a ¢ és o1 leképezések mindegyike rendezéstartd.
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Haléazonossagok

Tetszéleges L = (L; A, V) haldban ekvivalensek a kovetkezék:
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Haléazonossagok

Tetszéleges L = (L; A, V) haldban ekvivalensek a kovetkezék:
(1) barmely x,y,z € L-re (xVy)ANz=(xANz)V(yAz),
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Haléazonossagok

Tetszéleges L = (L; A, V) haldban ekvivalensek a kovetkezék:
(1) barmely x,y,z € L-re (xVy)ANz=(xANz)V(yAz),
(2) barmely x,y,z € L-re (x Ay)Vz=(xVz)A(yV z).
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Haléazonossagok

Tetszéleges L = (L; A, V) haldban ekvivalensek a kovetkezék:
(1) barmely x,y,z € L-re (xVy)ANz=(xANz)V(yAz),
(2) barmely x,y,z € L-re (x Ay)Vz=(xVz)A(yV z).

Definicié
Az L hilé disztributiv, ha a fenti tétel (1) pontja teljesiil L-ben.
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Haléazonossagok

Tetszéleges L = (L; A, V) haldban ekvivalensek a kovetkezék:
(1) barmely x,y,z € L-re (xVy)ANz=(xANz)V(yAz),
(2) barmely x,y,z € L-re (x Ay)Vz=(xVz)A(yV z).

Definicié
Az L hilé disztributiv, ha a fenti tétel (1) pontja teljesiil L-ben.

Definicio

Azt mondjuk, hogy az L halé modularis, ha barmely x,y,z € L-re x < z
esetén (x Vy)ANz=xV (y A z).
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Haléazonossagok

Allitas

Tetszbleges haldban igazak az aldbbi egyenlotlenségek:

(xANzZ)V(yANz)<(xVy)Az,
(xAy)Vz< (xVz)A(yVz),
xV(yANz)<(xVy)Az
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Haléazonossagok

Allitas

Tetszbleges haldban igazak az aldbbi egyenlotlenségek:

(xANzZ)V(yANz)<(xVy)Az,
(xAy)Vz< (xVz)A(yVz),
xV(yANz)<(xVy)Az

(1) Barmely vektortér altérhaléja modularis halé.
(2) Barmely csoport normadlis részcsoportjainak héléja modularis halé.
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Haléazonossagok

Tétel [Dedekind, 1900]

Legyen L tetszéleges halé. Az L hdlé pontosan akkor moduldris, ha nincs
az N5 haléval izomorf részhildja.
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Haléazonossagok

Tétel [Dedekind, 1900]

Legyen L tetszéleges halé. Az L hdlé pontosan akkor moduldris, ha nincs
az N5 haléval izomorf részhildja.

| \

Tétel [Birkhoff]

Az L moduldris halé pontosan akkor disztributiv, ha nincs a M3 haléval
izomorf részhaldja.
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Haléazonossagok

Ns

9. dbra: Az M3 és N5 halok.
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Boole-algebrak

Definicié

Az L halét korlatosnak nevezziik, ha van legkisebb és legnagyobb eleme.
Az L halé legkisebb elemét 0 -lel, legnagyobb elemét 1 -lel jeloljik. Ha
nem okoz félreértést, akkor az indexet is elhagyjuk.
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Boole-algebrak

Definicio

Az L halét korlatosnak nevezziik, ha van legkisebb és legnagyobb eleme.
Az L halé legkisebb elemét 0 -lel, legnagyobb elemét 1 -lel jeloljik. Ha
nem okoz félreértést, akkor az indexet is elhagyjuk.

Definicio

Legyen L korldtos halé, a€ L. A b € L elemet az a elem
komplementumanak nevezziik, ha aAb=0és aVv b= 1.
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Boole-algebrak

Definicio

Az L halét korlatosnak nevezziik, ha van legkisebb és legnagyobb eleme.
Az L halé legkisebb elemét 0 -lel, legnagyobb elemét 1 -lel jeloljik. Ha
nem okoz félreértést, akkor az indexet is elhagyjuk.

Definicio

Legyen L korldtos halé, a€ L. A b € L elemet az a elem
komplementumanak nevezziik, ha aAb=0és aVv b= 1.

| A\,

Allitas
Korlatos disztributiv halé barmely elemének legfeljebb egy
komplementuma van.
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Boole-algebrak

Definicié

Azokat a korlatos disztributiv haldkat, amelyekben minden elemnek
pontosan egy komplementuma van komplementumos disztributiv
haléknak vagy Boole-haléknak nevezziik.
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Boole-algebrak

Definicié

Azokat a korlatos disztributiv haldkat, amelyekben minden elemnek
pontosan egy komplementuma van komplementumos disztributiv
haléknak vagy Boole-haléknak nevezziik.

Definicié
A (B; A, V,,0,1) algebrat (A és \V kétvaltozds, ' egyvaltozds, 0 és 1 pedig
nullavdltozés miiveletek) Boole-algebranak nevezziik, ha
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Boole-algebrak

Definicié

Azokat a korlatos disztributiv haldkat, amelyekben minden elemnek
pontosan egy komplementuma van komplementumos disztributiv
haléknak vagy Boole-haléknak nevezziik.

A (B; A, V,,0,1) algebrat (A és \V kétvaltozds, ' egyvaltozds, 0 és 1 pedig
nullavdltozés miiveletek) Boole-algebranak nevezziik, ha

(1) (B; A, V) disztributiv halé,

(2) xAN0=0, xV1=1 teljesiil birmely x € B-re,
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Boole-algebrak

Definicié

Azokat a korlatos disztributiv haldkat, amelyekben minden elemnek
pontosan egy komplementuma van komplementumos disztributiv
haléknak vagy Boole-haléknak nevezziik.

A (B; A, V,,0,1) algebrat (A és \V kétvaltozds, ' egyvaltozds, 0 és 1 pedig
nullavdltozés miiveletek) Boole-algebranak nevezziik, ha

(1) (B; A, V) disztributiv halé,

(2) xAN0=0, xV1=1 teljesiil birmely x € B-re,

(3) x Ax'=0, xV x' =1 teljesiil bdrmely x € B-re.
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Boole-algebrak

Allitas
Legyen (B; A,V,",0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszdleges a, b, c € B
elemekre teljesiilnek a kovetkezok:
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Boole-algebrak

Allitas
Legyen (B; A,V,",0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszdleges a, b, c € B
elemekre teljesiilnek a kovetkezok:

(a) haaAc=06ésaVc=1, akkor c = &,
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Boole-algebrak

Legyen (B; A,V,",0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszdleges a, b, c € B
elemekre teljesiilnek a kovetkezok:
(a) haaNc=0¢ésaVc=1, akkor c = &;

(b) (&) = a;
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Boole-algebrak

Allitas
Legyen (B; A,V,",0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszdleges a, b, c € B
elemekre teljesiilnek a kovetkezok:

(a) haaAc=06ésaVc=1, akkor c = &,
(b) (&) = a;

(c) (anb)y =aVvDb é (avb) =a Ab (De Morgan-azonossigok)

v
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Boole-algebrak

Legyen (B; A,V,",0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszdleges a, b, c € B
elemekre teljesiilnek a kovetkezok:

(a) haaAc=06ésaVc=1, akkor c = &,

(b) (&) = a;

(c) (anb)y =a VDb és

(aVv b)Y =a' A b (De Morgan-azonosségok)

v

Tetszéleges U nemiires halmazra a (P(U); N, U, ~,0, U) algebra

Boole-algebra.
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Boole-algebrak

Tétel [Véges Boole-algebrdk reprezentacidtétele]

Barmely véges B Boole-algebrahoz |étezik olyan A véges halmaz, amelyre

B = (P(A),ﬁ,U, _7(2)7A)'
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Boole-algebrak

Tétel [Véges Boole-algebrdk reprezentacidtétele]

Barmely véges B Boole-algebrahoz |étezik olyan A véges halmaz, amelyre

B = (P(A):N,U, 7,0, A).

Kovetkezmény

Minden véges Boole-algebra izomorf a 2-elem{i Boole-algebra egy véges
direkt hatvanyaval.
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