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HALOK

1.1 Haldbszerlien rendezett halmazok

1.1. Definicié. Legyen (A;<) részbenrendezett halmaz és a,b,c € A. Azt
mondjuk, hogy ¢ alsé korldtja [felsé korldtja] a-nak és b-nek, ha ¢ < a,b
Ja,b < ¢f.

1.2. Definicié. Legyen (A;<) részbenrendezetlt halmaz és a,b,co € A. Azt
mondjuk, hogy co legnagyobbd alsé korldtja [legkisebb felsé korldtja] a-nak
és b-nek, ha co < a,b fa,b < cof és a,b bdrmely c alsé korldtjdra [felsd korlatjdara]
c < ¢ Jeo < ¢f teljesiil.

felsé korldtok

alsé korlatok

1. abra: Az a és b elemek alsé és fels6 korlatjai.

1.3. Allitas. Legyen (A;<) részbenrendezett halmaz és a,b € A. Ha az a és b
elemeknek van legnagyobb alsd korldtja [legkisebb felsd lorldtjal, akkor az egyér-
telmiien meghatdrozott.

B1zoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy ¢, ¢’ € A legnagyobb alsé korldtja az a,b € A
elemeknek. Ekkor ¢ és ¢’ alsé korldtja is a-nak és b-nek. Ezért ¢’ < ¢, mivel
¢ legnagyobb alsé korlat, illetve ¢ < ¢, mivel ¢ legnagyobb alsé korlat. Igy
a < reldcié antiszimmetridja miatt ¢ = c. A legkisebb fels6 korldt esetére a
bizonyitds hasonléképpen végezheto el. O

1.4. Definicié. Az (A;<) részbenrendezett halmazt hdlészerden rendezett
halmaznak hivjuk, ha az A halmaz barmely a és b elemének Iétezik legnagyobb
also, illetve legkisebb felsd korldatja.
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alsé korlatok

2. abra: Az a és b elemeknek nincs legnagyobb alsé korlatja.

1.5. Példa. Az aldbbiakban néhdany példat mutatunk hdlészeriien rendezett hal-
mazokra.

| részbenrendezett halmaz | legnagyobb alsé korldt | legkisebb felsd korldt |

(N; |) Ink.o.(a,b) lk.k.t.(a,b),
(P(U); C) XnYy XUy,
(Sub(KV) <) unw U+Ww,
(Sub(G); ) HnK (HUK),
(SubNorm(G c) MNN M- N.

A tabldzatban U tetszbleges halmazt jelol, X, Y C U; Sub(xV) a K test feletti
'V wvektortér altereinek halmaza, U és W alterei gV -nek, U + W ezen alte-
rek komplezus dsszege; Sub(G) a G csoport részcsoportjainak halmaza, H és K
részcsoportjai G-nek, (H U K) pedig az ezen részcsoportok egyesitése dltal gene-
ralt részcsoport; SubNorm(G) a G csoport normdlis részcsoportjainak halmaza,
M és N normdlis részcsoportjai G-nek, M- N pedig ezen normdlis részcsoportok
komplexus szorzata.

1.2 HaAlék

1.6. Definicié. Legyen (L;<) hdldszertien rendezett halmaz. Az L halmazon
definidljuk a N (metszet) és V (egyesités) miuveleteket az aldbbi mddon:

A:LxL— L, (a,b) — a és b legnagyobb alsé korldtja,
V:LxL— L, (a,b) — a és b legkisebb felsé korldtja.

1.7. Allitas. Barmely (L; <) hdlészerden rendezett halmaz tetszéleges a,b,c
elemeire teljestilnek az aldbbiak:

alNa=a, aVa=a (idempotencia,),
aNb=>bAa, avVb=bVa (kommutativitds),
(anbync=an(bAc), (avb)Ve=aV (bVc) (asszociativitds),
(anNb)Vb=Db, (aVb)Ab=1D (abszorptivitds).

B1zoNYITAS. Legyenek a,b,c € L tetsz6leges elemek. Példaként igazoljuk,
hogy ezen elemekre teljesiil az (a A b) Ac = a A (b A ¢) egyenléség. Legyen
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=(aNb)ANcésv=aAN(bAc). Ekkor aAb < a,bés u < a Ab,c miatt
< a,b,c. Tegyik fel, hogy az ' € L elemre v’ < a,b,c teljesil. Ekkor
<

aNbésu < ckovetkeztében

u
u
u’

u < (aANb)Ac=u. (1)

Mivel v < bAc miatt v < b, ¢, ezért v < a,b, . Igy (1) szerint v < u. Hasonléan
igazolhato, hogy u < v is teljesiil, azaz u = v. O

1.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (L; N\, V') algebra hdld, ha tetszdleges
a,b,c € L elemekre teljesiilnek az 1.7. Allitasbeli egyenldségek.

1.9. Tétel. Legyen (L; <) hdldszerten rendezett halmaz. Ekkor (L; A\, V) hdld,
ahol A és V az 1.6. Definiciobeli miveletek.

BIzONY{TAS. Az 1.7. Allités kivetkeztében nyilvanvald. O

1.10. Tétel. Legyen (L; A, V) hdld. Ekkor (L; <) haldszeriien rendezett halmaz,
ahol < a kovetkezd reldcio az L halmazon:

a<b<=aNb=a (<= aVb=b).

B1zONYITAS. Legyenek a, b, c € L tetszdleges elemek. Elészor azt igazoljuk,
hogy < részbenrendezés. Mivel a A miivelet idempotens, ezért a A a = a, azaz
a < a. Tegyiik fel, hogy a < b és b < a. Ekkora=aAb=0b0Aa =0, azaz <
antiszimmetrikus. Végiil, tegyiik fel, hogy a < b és b < ¢. Ekkor a = a A b és
b = b A c miatt

a=aNb=aAN(bAc)=(aANb)ANc=aAlc,

azaz a < c. Ezzel igazoltuk, hogy < részbenrendezés.
Megmutatjuk, hogy (L; <) halészer(ien rendezett halmaz. Tegyiik fel, hogy
u € L als6 korlatja a-nak és b-nek. Ekkor v < a,b, azaz u = uAa = uAb, ésigy

u=uNu
z(u/\a) (uAD)
= (a/\ u/\b)
= (a/\u b)
= (u/\a b)
=uA (uA(aAb))
:(u/\U)( b)
=uA(aAb),

azaz u < a A b. Ezzel igazoltuk, hogy az L halmaz barmely két elemének van
legkisebb fels6 korlatja, ami éppen a két elem metszete. Hasonléan mutathatd
meg az, hogy barmely két elemnek van legnagyobb alsé korldtja, nevezetesen a
két elem egyesitése. A bizonyitdst ezzel befejeztiik. O

1.11. Definicio. Legyenek L1 = (Ll;/\l,\/l) és LQ = (LQ;/\Q,\/Q) h(ilék‘, a
hozzdjuk tartozd hdlészerden rendezett halmazok legyenek rendre (Li;<1) és
(L2; <2), valamint @: L1 — Lo tetszdleges leképezés. Azt mondjuk, hogy a ¢
leképezés rendezéstartd, ha tetszbleges a,b € Li-re a <1 b esetén ap < by.
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1.12. Allitas. Legyenek L1 = (L1;A1,V1) és Ly = (La; A2, Va) hdldk. Ha a
@: L1 — Lo leképezés homomorfizmus, akkor ¢ rendezéstartd.

B1zoNYITAS. Tegyiik fel a <1 b (a,b € Ly). Ekkor a = a A1 b miatt
ap = (a N1 b)p = ap N by,
azaz ap <2 by. O

Az el6z6 éllitas megforditdsa nem igaz, azaz rendezéstarté leképezés nem
feltétleniil homomorfizmus (1d. 3. dbra).

\//r
\/v

\i

3. abra: Rendezéstarté leképezés, amely nem homomorfizmus.

Azonban igaz a kévetkezd.

1.13. Tétel. Legyenek L1 = (L1;A1,V1) és Lo = (La; A2, Vo) hdldk, valamint
@: L1 — Lo bijektiv leképezés. Ekkor ¢ pontosan akkor izomorfizmus, ha a ¢
és =t leképezések mindegyike rendezéstarto.

1.14. Tétel. Tetszbleges L = (L; A, V) hdloban ekvivalensek a kévetkezdk:

(1) bdrmely x,y,z € L-re (xVy)ANz=(xA2)V (yA=z2),

(2) bdrmely x,y,z € L-re (x Ay)Vz=(xV2)A(yV=z).
1.15. Definicié. Az L hdld disztributiv, ha az 1.14. Tétel (1) pontja teljesiil
L-ben.

1.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az L hdlo moduldris, ha barmely x,y, z €
L-rex < z esetén (xVy)Az=zV (yAz).

1.17. Megjegyzés. Tetszbleges haloban igazak az aldbbi egyenlétlenségek:

(xA2)V(YyAz)<(xVy) Az,
(xAy)Vz<(xV2)A(yV2),
zV(yNnz) < (zVy)Az.

1.18. Tétel. (a) Bdrmely vektortér altérhdldja moduldris hdlo.
(b) Bdarmely csoport normdlis részcsoportjainak hdldja moduldris hdld.

Bizonyitds. (a) Legyen V' a K test feletti vektortér, és legyenek X,Y, Z olyan
alterek V-ben, amelyekre X C Z teljesiil. Az 1.17. Megjegyzés szerint elég azt
igazolni, hogy (X +Y)NZ C X+ (Y NZ). Legyen v tetszéleges (X +Y)NZ-beli
vektor. Ekkor vannak olyan « € X és y € Y vektorok, amelyekre v =z +y € Z
teljesiil. Mivel X C Z kovetkeztében x € Z, ezért y = v — x € Z. Azaz
yeYNnZ ésigyv=a+ye X+ (YNZ). Ezzel az (a) 4llitdst igazoltuk. A
(b) 4llitas hasonléan igazolhato. O
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1.19. Tétel (Dedekind, 1900). Legyen L tetszbleges hdld. Az L hdld ponto-
san akkor moduldris, ha nincs az N5 hdléval izomorf részhdldja (Id. 4. dbra).

1.20. Tétel (Birkhoff). Az L moduldris hdld pontosan akkor disztributiv, ha
nincs az M3 hdldval izomorf részhdldja (Id. 4. dbra).

Ms N5

4. abra: Az M3 és N5 halok.

1.3 Boole-algebrak

1.21. Definicié. Az L haldt korldtosnak nevezziik, ha van legkisebb és legna-
gyobb eleme. Az L hdlo legkisebb elemét Op -lel, legnagyobb elemét 11, -lel jeldlyiik.
Ha nem okoz félreértést, akkor az indexet is elhagyjuk.

1.22. Definicié. Legyen L korldtos hdlo, a € L. A b € L elemet az a elem
komplementumdnak nevezzik, ha a AN\b=0g ésaVb=1p.

1.23. Allitas. Korldtos disztributiv hdld barmely elemének legfeljebb eqy komp-
lementuma van.

Bizonyitds. Legyen L korlatos disztributiv halé. Tegytik fel, hogy az a € L
elemnek b és b’ is komplementuma. Ekkor az

b=1, AbYVE (av ) AbT B @A) v (B A D) NE Y A,
V=10 A Y @y o) Al T B G AV (b AY) N A,
egyenl8ségek kovetkeztében b < b és b’ < b teljesiil, azaz b= b'. O

1.24. Definicié. Azokat a korldtos disztributiv hdlékat, amelyekben minden
elemnek pontosan egy komplementuma van komplementumos disztributiv
hdloknak vagy Boole-hdloknak nevezzik.

1.25. Definicié. A (B;A,V, ,0,1) algebrdt (A és V kétvdltozds, ' egyvdltozds,
0 és 1 pedig nullavdltozds miveletek) Boole-algebrdnak nevezzik, ha

(1) (B;A,V) disztributiv hdld,
(2) 2A0=0, zV1=1 teljesil barmely x € B-re,
(3) Az’ =0, zVa' =1 teljesil barmely x € B-re.

1.26. Allitas. Legyen (B; A, V,',0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszéleges a,b,c €
B elemekre teljestilnek a kovetkezdk:
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(a) haanc=0¢ésaVe=1, akkor c=d';
(b) (¢') =a;
() (anb) =d' Vb és (aVb) =d AV (De Morgan-azonossdgok).

1.27. Példa. Tetszbleges U nemdires halmazra o (P(U);N,U, ~,0,U) algebra
Boole-algebra.

1.28. Tétel (Véges Boole-algebrak reprezentacidtétele). Bdrmely véges
B Boole-algebrdhoz Iétezik olyan A véges halmaz, amelyre

B=(P(A);N,U, ", 0,A).

1.29. Kovetkezmény. Minden véges Boole-algebra izomorf a 2-elemi Boole-
algebra egy véges direkt hatvanydval.
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TESTEK ES BOVITESEIK

2.1 Testbovitések

Legyenek K és L testek. Ha K részteste L-nek, akkor azt mondjuk, hogy L
(test)bOvitése K-nak, és ezt az L|K szimb6élummal jel6ljiik.

2.1. Tétel. Ha az L test bévitése a K testnek, akkor L vektortér a K test felett
az

&:LxL—-L ubv=u+o,
faiL—Loufy =X (A€ K)

miwveletekkel.

A 2.1. Tételt fogjuk felhaszndlni a testbévités fokanak a definidldsara. Az
L|K bévités [L : K] foka az L testnek, mint K feletti vektortérnek a dimenzidja,
azaz [L: K| = dimg L. Ha [L: K] < oo, akkor azt mondjuk, hogy az L|K
bévités véges (dimenzids), kiillonben L|K végtelen (dimenzids).

2.2. Példa. A C|R bévités 2-foki, mivel C 2-dimenzids vektortér R felett; az

1,1 € C vektorok bdzist alkotnak. Azonban a C|Q és R|Q bdvitések végtelenek,
mivel minden Q feletti véges dimenzids vektortér megszdmldlhatdan végtelen.

2.3. Tétel (Fokszamoktétel). Legyenek K, L és M olyan testek, amelyekre
L|K, M|L teljesiil.

(a) Ha az L|K és M|L bévitések valamelyike végtelen, akkor M|K is az.

(b) Ha az L|K és M|L bévitések végesek, akkor az M|K bévités is az, és
fenndll az
[M:K]=[M:L]-[L:K]

egyenldség.

Bizonyitds. (a) Az allitdst kontrapoziciéval igazoljuk. Tegyiik fel, hogy M|K
véges, [M : K] = n € N. Megmutatjuk, hogy ekkor [L : K],[M : L] < n teljesiil.
Legyenek A1, ..., Apy1, illetve py, ..., punt1 tetszéleges vektorrendszerek L-ben,
illetve M-ben. Mivel az M vektortér n dimenzios K felett, és a Ay, ..., A\py1, il-
letve w1, . .., un+1 vektorok M-beliek, ezért vannak olyan a1, ..., an41, valamint
b1,...,bnt1 K-beli skaldrok, amelyekre (a1, ...,an+1) # 0 és (b1,...,bny1) #0
teljesiil és

aiM + -+ a1 dngr =0, bipr + -+ bpripingyr = 0.

Ez pedig éppen azt bizonyitja, hogy a A1, ..., A,41 vektorok linedrisan fliggék
az L (mint K feletti) vektortérben, illetve a p1,..., un+1 vektorok linedrisan
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fiiggbk az M (mint L feletti) vektortérben.

(b) Legyen [L : K] =m és [M : L] = n. Vélasszunk az L, illetve M vektor-
terekben bézist:

Aly...y Am  Dbédzis L-ben, mint K feletti vektortérben, (2)
U1y, p bézis M-ben, mint L feletti vektortérben. (3)

Megmutatjuk, hogy a u;A\; (1 <4 < n, 1 < j < m) vektorrendszer bézis M-
ben, mint K feletti vektortérben. Legyen u tetszoleges M-beli vektor. Ekkor
(3) miatt vannak olyan by,...,b, € L elemek, amelyekre

M= bl,ul + +bn,un

Mivel by, ..., b, € L, ezért (2) miatt vannak olyana; ; € K (1<i<n, 1 <j<
m) elemek, amelyekre

bi=aii M+ Faimin (1<i<n)
teljestl. fgy

n

p= b=y | Y aigh | mi= 0D aighm
i=1

i=1 \j=1 i=1 j=1

azaz a u;Aj (1 <i<n, 1<j<m) vektorrendszer generdtorrendszer. Tegyiik
fel, hogy

ZZGiJ}\jMi =0.
i=1 j=1

Ekkor

n n m

0=> "> ai\jpi=) @igAj | pi
1

i=1 j=1 i=1 \j=

és (3) miatt Y270, a;jA; = 0 (1 <4 < n). Ekkor (2)-et ismét felhaszndlva azt
kapjuk, hogy a;,;, =0 (1 <i<n, 1 <j<m),azaza A (1<i<n, 1<
j < m) vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, igy bdzisa az M, mint K feletti
vektortérnek. Mindezeket figyelembevéve azt kapjuk, hogy

[L:K]-[M:Ll=m-n=dimg M =[M : L].
Ezzel az allitast igazoltuk. (|

A 2.3. Tétel allitdsa teljes indukcidval egyszeriien kiterjesztheté bévitések
egymésutanjaira is. Legyen n természetes szam, és legyenek K1, ..., K, olyan
testek, amelyekre K;11|K; teljestil tetszéleges i-re (1 < i < n —1). Ekkor

[Kn . Kl] = [KQ . Kl] cee [Kn . Kn—l]-
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2.2 Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L a K test b&vitése, és legyen A C L. Ekkor K (A)-val jeloljik, ésa KUA
részhalmaz dltal generalt résztestnek nevezziik az L test K U A részhalmazat
tartalmazo legszlikebb résztestét, és azt mondjuk, hogy a K(A)|K bévités K-
nak az A részhalmaz dltal generalt bévitése. Ha A véges részhalmaza L-nek, pl.
A ={a,...,a,}, akkor K(A) helyett K(aq,...,ap,)-et frunk. Azt mondjuk,
hogy az L|K bévités egyszerii, ha van olyan a € L, amelyre L = K(«).

2.4. Példa. A C|R bbvités egyszerd, mivel C = R(i). Az R|Q azonban nem
egyszert.

Tekintsiik a Q(v/2,v3)|Q bévitést. Mivel V2 + V3 € Q(v2,V3), ezért
(@(\/ﬁ—l— \/§) C Q(\/ﬁ, \/§) Mdsrészt, az

V2=2 (V24 V32 -9 (V2+V3)),
V3= (V2+V3) -2

egyenldségek kivetkeztében V2,v3 € Q(v2 +V3), azaz Q(v/2,V3) C Q(v2 +
V3). lgy azt kapjuk, hogy Q(v2,V3) = Q(v2 + V3), azaz a Q(V2,V3)|Q

bévités egyszerii.

N =

2.5. Tétel. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesil, valamint
legyen o, ..., € L. Ekkor

flaa, ... ap)

o oy | 9 € Klonal, g(al,...,an)?go}_

K(al,...,an):{

Tegytik fel, hogy L|K teljesil, és legyen o € L. Ekkor két eset lehetséges:

e Van olyan f € KJz] \ {0} polinom, amelynek « gyoke, azaz f(a) = 0.
Ekkor azt mondjuk, hogy az « elem algebrai elem a K test felett.

e Nincs olyan f € K[z]\ {0} polinom, amelynek a gyoke. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy az « elem transzcendens elem a K test felett.

A két eset szétvalasztdsdra az
ea: Klz] = K(a), f+— f(a)
leképezést hivhatjuk segitségiil, amint azt a kovetkezo tétel mutatja.

2.6. Tétel. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesil, valamint
legyen o € L. Ekkor az aldabbi két dallitds kézil pontosan az egyik teljesil.

(a) Az e, leképezés injektiv homomorfizmus, és €q-t kiterjesztve K[x] hdnya-
dostestére, a kapott
Ea: K(x) — K(«)

leképezés izomorfizmus. Ekkor a K(a)|K bovités végtelen, és az o transz-
cendens elem K felett.

(b) Az e, leképezés homomorfizmus, amely nem injektiv, igy magja ker (,,) #
{0}. Ekkor ker (e4) = (ma, i) teljesil valamely egyértelmiten meghatdro-
zott mq, ik € K[x] irreducibilis fépolinomra, és az

Ea: Klz]/(ma, i) — K(a)
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homomorfizmus izomorfizmus. Ekkor K(a)|K véges, és az o elem algebrai
K felett.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint o« € L
algebrai elem K felett. Ekkor az 2.6. Tétel (b) részében kapott mq, x polino-
mot az « elem minimélpolinomjdnak nevezziik. Az « algebrai elem foka
minimélpolinomjdnak a foka, amit gry («)-val jeldliink.

2.7. Példa. Tekintsik az R|Q bdvitést. I//egyen a = V24 V3 + 5. Ekkor
Ma.0 = 28 — 402° 4 3522% — 96022 + 576. Igy az a elem 8-adfoki Q felett, azaz

erg(a) = 8.

2.8. Tétel. Legyen L|K testbévités, és a € L algebrai elem K felett, melynek
minmdlpolinomja f. FEkkor tetszbleges g € Klz], g # 0 polinomra g(a) = 0
pontosan akkor teljesil, ha f | g.

2.9. Tétel. Legyen L|K testbévités, és o € L. Ekkor az o elem pontosan
akkor algebrai K felett, ha [K(a) : K| < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor
[K() : K] = gr(a).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a K(«)|K testbévités véges, azaz [K(«a): K| =n
teljesiil valamely n természetes szamra. Az 1,q,...,a" € K(«a) vektorok line-
arisan fiiggd vektorrendszert alkotnak, mivel szdmuk n + 1 > dimg K(a) = n.
fgy vannak olyan ay, . .., a, € K skalarok, amelyek nem mind 0-dk és amelyekre
ana™ + -+ aja+ ag = 0 teljesil. Ekkor o gyéke az f = an,x™ + -+ a1z + ag
polinomnak. Mivel f # 0, ezért « algebrai elem K felett.

Tegyiik fel, hogy «a algebrai elem K felett. Ekkor az

Ea: K[z]/(mak) = K(a), [+ (max)— fla)

homomorfizmus izomorfizmus. Mivel tetsz6leges f € K|[z]| polinomhoz pontosan
egy olyan h € Klz], h* < (mq,k)* polinom van, amelyre f + (mq k) = h +
(Mma.x), ezért K (a) tetsz6leges eleme egyértelmiien irhaté fel h(a) alakban, ahol
h* < (ma,Kx)*. Ez pedig azt jelenti, hogy a K (a) (mint K feletti) vektortérnek
bézisa az 1,q,...,a" ! vektorrendszer, ahol n = (mq k)*. Azaz [K(a): K]
véges és [K(a) : K] = gri (). O

2.10. Tétel. Ha L|K véges bévités, és o € L, akkor o algebrai elem K felett,
és gri (o) osztdja [L : K]-nak.

Bizonyitds. A Fokszamtételt (2.3. Tétel) alkalmazva az K («)|K és L|K(«) bé-
vitésekre azt kapjuk, hogy a K(«)|K bévités véges, igy a 2.9. Tétel szerint «
algebrai elem K felett, valamint

[L:K]=[L: K(o)][K(a): K]=[L: K(a)]-grx(a),
azaz gri () | [L: K. O

2.11. Tétel. Legyen L|K tetszdleges testbbuvités, és a € L algebrai elem K
felett, valamint legyen k € N. FEkkor ¥« is algebrai K felett, és gri({/a) <
k- gr (a)

Bizonyitds. Legyen max = Y ;oama’ € Klz], és legyen f = Y }'_,apz*,
Ekkor f({/a) = 0, és igy a 2.8. Tétel szerint m g | f. Azaz (m g )" <
ff=k-n=k-(mar) =k grx(a).
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2.12. Tétel. Legyenek L|K és M|L tetszéleges testbbvitések, és o € M algebrai
elem K felett. Ekkor o algebrai L felett is, és gri(a) < grix(a).

Bizonyitds. Mivel mq x € K[z] C Lix], ezért az §llitds nyilvanvaléan teljesiil.
O

2.13. Tétel. Legyeneck K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint
legyen o, B € L. Ekkor

K(a, ) = K()(B) = K(B)(e).

2.14. Tétel. Legyen L|K tetszdleges testbévités, és a, B € L algebrai elemek K
felett. Ekkor a £ (3, a3, valamint B # 0 esetén a/[3 is algebrai elemek K felett,
melyek foka legfeljebb gric (o) - gric(B).

Az 2.14. Tétel a Szimmetrikus polinomok Alaptételének segitségével egy-
szerlien igazolhaté. A bizonyitdst nem végezziik el, de az Otletet egy példan
bemutatjuk.

2.15. Példa. Legyen aq = V2 +1 és f1 = /3. Ekkor legyen

f=ma, =221,
g:mBhQ:xg_?"

Az f polinom mdsik gyoke ap = 1 — /2, illetve a g polinom mdsik két gyike

B2 = —\/7— +1 £ s B3 = \/— \/— . Legyen

Mo+ = H (33‘ — O — ﬂt)v

1<s<2, 1<4<3

Mo, = H (3) - asﬂt)v
1<s<2, 1<4<3

May /gy = H (x_as/ﬁt)~
1<s<2, 1<4<3

FEkkor

May 1+, = 20 — 62° + 9z — 22° + 92 — 60z + 50 € Q[z],

Ma,p, = 2® —422° — 9 € Q[x],
14 1
Moy /B = 1‘6—?%3—56@[ ]
és az an + b1, a1, aa/B1 szdmok rendre gydkei az May+8,, Maip s Ma, /8,
polinomoknak, azaz mindegyik legfeljebb 6-odfoku algebrai elem Q felett.

Tekintsiik az L| K testbévitést, és legyenek «, 8 € L algebrai elemek K felett.
Azt mondjuk, hogy az o és 3 elemek konjugaltak, ha m, x = mg k.

Példaul a v/2 és —v/2 valés szamok konjugaltak Q felett, mivel minimalpo-
linomjuk z2 — 2.

Most pedig vizsgaljuk meg, hogy hogyan lehet a minimélpolinomot toértek
gyoOktelenitésére felhasznalni. Legyenek «, 3 € C algebrai elemek Q felett, ahol
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B # 0. Tekintsiik az % tortet. Legyenek mg g gyokei (multiplicitdssal): =
B1, B2, .., 0, ahol n = (mgq)*. Ekkor {f1,...,0,} éppen ( konjugaltjainak

halmaza. Mivel 3 - - - 3, éppen mg g konstans tagja, ezért raciondlis szam. Igy

a
a_aﬁQ"'ﬂn

6 61 o ﬁn
nevezdje mar raciondlis szam.
Legyen a = 1 és 8 = v/2+ /5. Ekkor # minmélpolinomja Q felett mgqQ =
2% — 62* — 1023 + 1222 — 60z + 17, melynek gyokei:

61 :\/5—'_ %7
522—\/5-1— \3/5,

By = V23— V5 LivaYS,
b= vE - 5+ VY5,

B = V3 - L5 i35,
s = V3~ 35+ Liv3Y5
fgy pi--- s = 17,
afy - B = —2v2V52 + 10 — 5v/2V5 + 5V52 — 4v2 + 4V/5.

és

a  —2v2V52+10-5v2V5 +5V5% —4v2+4V5
B 17 '
A fenti példa mutatja, hogy a mddszer csak elvileg egyszerii.
Maple-ben mindezt a factor utasitassal érhetjiik el:
> restart:
> alpha:=1: beta:=sqrt(2)+root[3](5):
> factor(alpha/beta);

552/3)  2,/252/3)  551/3)/2 451/3) 10 42
- — +

17 17 17 17 * 17 17 7

2.16. Tétel. Legyen L|K tetszéleges testbévités. FEkkor az L test K felett al-
gebrai elemei L egy résztestét alkotjdk.

A z komplex szédmot algebrai szamnak nevezziik, ha z algebrai Q felett.
A 2.16. Tétel szerint az algebrai szdmok a komplex szamtest egy résztestét
alkotjak, melyet A-val jeloltink.

Az aldbbiakban az R|Q bovités transzcendens elemeinek torténetét tekintjiik
at roviden.

e 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valés szamok, ame-

lyeket ma Liouville-szamoknak neveziink, transzcendensek Q felett. Ilyan
szdm pl: Y0 | o
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e 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szdm transzcendens.

e 1874 George Ferdinand Ludwig Cantor bebizonyitja, hogy azon valds
szamok halmazanak szdmossdga, amelyek algebraiak Q felett megszam-
lalhatéan végtelen. Mivel a valés szamok halmaza nem megszamlalhato,
ezért a valds szamok tobbsége transzcendens Q felett.

e 1882 Ferdinand Lindemann igazolja, hogy a 7 szam transzcendens Q
felett.

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha «,3 € R olyan algebrai elemek
Q felett, amelyekre o # 0,1 és 3 ¢ Q teljesiil, akkor az of valés szdm
transzcendens Q felett. (PL: 2V2 transzcendens Q felett.)

Azt eldonteni, hogy egy adott valds szdm transzcendens-e, altaldban nagyon
bonyolult, amint azt a kovetkez6 problémak is mutatjak.

e Igaz-e, hogy e + 7 transzcendens Q felett?

e Igaz-e, hogy a v = lim,_, (Zk 1 k —In n) ~ 0.577215664901 transzcen-
dens Q felett?

2.3 Algebrai testbovitések

Azt mondjuk, hogy az L|K testbévités algebrai testbévités, ha L minden
eleme algebrai K felett.

2.17. Tétel. Legyen L|K tetszéleges testbévités. Ekkor a kévetkezdk ekvivalen-
sek:

(1) [L: K] < oo;
(2) az LIK bbvités algebrai, és L végesen generdlt K felett;
(3) L=K(a1,...,an), ahol aq,...,a, € L algebrai elemek K felett.

Bizonyitdas. (1) = (2): legyen [L: K] =n, és a1,...,a, € L az L vektortér
bazisa. Ekkor L = [, ..., a,] miatt L = K(aq,...,an), azaz L végesen gene-
ralt. Legyen « az L test tetsz6leges eleme. Ekkor a 2.3. Tétel szerint a K («)| K
testbdvités végesfoku, igy a 2.9. Tétel kovetkeztében o algebrai elem K felett.
Ezért az LK testb6vités algebrai.

(2) = (3): Az allités trividlisan teljesiil.

(3) = (1): Definidljuk az Lo (1 <14 < n) testeseket a kovetkezéképpen:

Lo =K, Li=Li_1(0) (1<i<n).

Mivel «; € L algebrai elem K felett, ezért a; algebrai elem L;_q felett is, igy a
2.9. Tétel szerint
[Li : Li—l] = [Li—l(()éi) : Li—l] < 0.

Ekkor az 2.3. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy
[L:K]=[Ly:Lo]=[][Li: Li-A]
i=1

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O
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2.18. Kovetkezmény. Ha o € L az L|K bdvités algebrai eleme, akkor a
K ()| K bévités algebrai.

2.19. Kovetkezmény. Legyen L|K testbévités, és S C L. Ha S minden eleme
algebrai K felett, akkor a K(S)|K bévités algebrai.

Bizonyitds. Legyen « tetszileges eleme a K (S) testnek. Ekkor van olyan véges
S’ részhalmaza S-nek, amelyre o € K(5”) teljesiil. Ekkor a 2.17. Tétel szerint a
K (S’) bévités algebrai, {gy « is algebrai elem K felett. Azaz a K(S)|K b&vités
algebrai. O

2.20. Tétel. Ha az M|L és L|K testbbvitések algebraiak, akkor az M|K bévités
is algebrai.

Bizonyitds. Legyen « tetszileges eleme M-nek. Mivel az M|L bévités algeb-
rai, ezért « algebrai elem L felett. Legyen mq,, = > . o Az’. Definidljuk a
Ky, ..., K, testeket a kovetkezé modon:

K():K, Ki:Kifl()\i) (1<Z<n)

Mivel \; algebrai elem K felett, ezért a K;|K;_1 b6vitések végesek (1 < i < n).
Igy a 2.3. Tétel szerint a K,,|K bévités is véges. Tekintsiik a K, (a)|K bévitést.
Mivel o algebrai elem K, felett (f € K,[z]), ezért K, (a)|K,, véges. Igy ismét
a 2.3. Tétel alkalmazva, azt kapjuk, hogy

(K (o) : K] = [Kp(a) : K] - [K, : K] < o0,
azaz o a K test felett is algebrai elem. O

2.21. Tétel. Legyen L|K algebrai bévités, és legyen 7: L — L olyan injektiv
homomorfizmus, amelyre 7(a) = a teljesil minden a € K-ra. Ekkor T izomor-
fizmus.

Bizonyitds. Mivel 7 homomorfizmus, ezért 7(0) = 0. Legyen a # 0 tetsz6leges
eleme L-nek, és legyen R az m,, x polinom L-beli gyokeinek halmaza. Ekkor
tetsz6leges B € R-re

Mo,k (T(B)) = 7(ma,x (6)) = 7(0) = 0,

azaz 7(R) C R. Mivel 7 injektiv és R véges, ezért 7(R) = R. Igy van olyan
B € R, amelyre 7(8) = « teljesiil. Azaz 7 sziirjektiv is. O
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POLINOMOK IRREDUCIBILITASA

3.1 Irreducibilis polinomok

3.1. Tétel (L. Kronecker). Tetszbleges egész egyiitthatds polinom véges sok
lépésben felbonthato Z felett irreducibilis polinomok szorzatdra.

Kronecker tételét nem bizonyitjuk, de az alabbi példa segitségével a bizonyi-
tas és az algoritmus is konnyen kitalalhato.

3.2. Példa. Legyen f = 5 — z* + 823 + 122 + 16. Ha f nem irreducibilis
Z[z]-ben, akkor vannak olyan g,h € Z[x] polinomok, amelyekre f = gh teljesiil
és1 < g* < h* < 4. Ekkor természetesen g* < 2 is teljesil, azaz f-nek legfeljebb
mdsodfoki osztoja is van. Rogzitsik az ay = —1, ag = 0 és ag = 1 értékeket.
Mivel f(ar) = g(ar)h(ar), ezért g(ax) | f(ax) teljesil minden k-ra (k =1,2,3),
azaz g(—1) | f(=1) = =6, g(0) | f(0) =16 és g(1) | f(1) = 36. Igy

g(=1) € {£6,£3,£2, £1},
g(0) € {£16,+8,+4,+2,+1},
g(1) € {36, £18, £12, £9, +6, £4, £3, £2, +1},
azaz a (g(—1),9(0),9(1)) € Z* hdrmasokra csak véges sok lehetéség van. Mivel
g legfeljebb mdsodfoki, ezért Lagrange interpoldcids tétele' szerint hdrom kilén-
boz4 helyen felvett értéke mdr meghatdrozza (mint Q — Q leképezést).
1. eset: g(—1) = =3, g(0) = —4 és g(1) = —9. Ekkor g = —22%> -3z —4 € Z[z],
de gt f.

' 3 7
17. eset: g(—1) = —6, g(0) = —4 és g(1) = 1. Ekkor g = 53:2 + 3%~ 4 ¢ Z[z],
igy g | [ biztosan nem teljestlhet.

571. eset: g(—1) =1, g(0) = =4 és g(1) = —9. Ekkor g = —5x — 4 € Zlx], de
g | f nem teljesiil.

1440. eset: g(—1) =6, g(0) = 4 és g(1) = 4. Ekkor g = 2® —x + 4 € Z[z] és
végre g | f is teljesiil: f = (2% —x +4)(2® + 42 + 4).
Most mdr csak azt kell megvizsgdlni, hogy a kapott polinomok tovdbb bonthatdk-e.

lLagrange interpolaciés tétele. Legyen K szamtest, n természetes szam,
al,...,ant+1 € K péaronként kiilonbozé elemek és bi,...,bp+1 € K. Ekkor pontosan egy
olyan legfeljebb n-edfoku f € K|[z] polinom létezik, amelyre f(ax) = by teljesiil minden k-ra
(I<k<n+1).
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Legyen D integritdstartomany?, valamint f = a,2" + - - + a1z + ag €
Dlx] tetsz6leges polinom. Azt mondjuk, hogy az f polinom primitiv, ha az
ag, - - - , Ay egyiitthatok relativ primek.

3.3. Tétel (C. F. Gauss). Legyen f legaldbb elséfoki, egész egyitthatds pri-
mitiv polinom. Az f polinom akkor és csak akkor irreducibilis 7. felett, ha irre-
ducibilis Q felett.

3.2 A Schonemann—Eisenstein-féle kritérium

3.4. Tétel (Schonemann—Eisenstein-tétel). Legyen

f=ana" + - +ar1x+ao EZ[Q}]
legaldbb elséfoku primitiv polinom. Ha létezik olyan p primszam, amelyre p |
ag,...,an_1, de ptay, ésp*{ag, akkor f irreducibilis 7. felett.

Szamos esetben jol alkalmazhaté tesztet kapunk, ha nem csak az f polino-
mot, de annak az “eltoltjait”is vizsgaljuk. Legyen f = apx™ +---+ a1z + ag €
Z[z]. Ekkor tetszlleges s egész szémra az s = an(x—5)"+---+ai(z—s)+agp
polinomot az f polinom s-eltoltjanak nevezziik.

3.5. Tétel. Legyen f = apx™ + -+ + a1z + ag € Zlx], és s € Z. Ekkor az f
polinom pontosan akkor irreducibilis Z felett, ha f_s az.

Tekintsiik az f = 2° — T2t + 2423 — 4222 + 392 — 25 € Z[z] polinomot.
Erre a polinomra nem alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein-tétel. Tekintsiik
azonban az

foi=(@+1)° =T+ 1)* +24(x +1)° —42(z + 1) +39(x + 1) — 25

=2° — 22 + 623 — 227 + 42 — 10
polinomot. Ez a polinom primitiv, és a Schénemanprisenstein—tételt ap=2
valasztéssal alkalmazva kapjuk, hogy irreducibilis. Igy az 3.5. Tétel szerint az

f polinom is irreducibilis. A megfelel6 eltolt megtaldldsa azonban nem egyszer(i
feladat, s6t nem is 1étezik megfelels eltolt.

3.3 Egyéb tesztek az irreducibilitas eldontésére

3.6. Tétel (Rolle-tétel). Legyen f = > _,araz® € Zlz] tetszbleges polinom.
Ha 2 ¢ Q tort, ahol lnk.o.(p,q) = 1, gyoke f-nek, akkor q | a, és p | ap.
Tovciqbbci barmely m egész szdmra p+mq | f(—m) is teljesil.

3.7. Kovetkezmény. (a) Az f € Z[x] polinom raciondlis gyokei véges sok lé-
pésben megtalalhatok.

(b) Ha az f € Z[z] polinom fbegyiitthatdja 1, akkor f minden raciondlis gyoke
egész szdm.

3.8. Tétel. Legyen K test, és f € K[z] mdsod- vagy harmadfoki polinom.
Ekkor f pontosan akkor irreducibilis K felett, ha nincs gyoke K-ban.

3.9. Tétel. Legyen f = anx™ + -+ a1z +ao olyan egész egyitthatds primitiv
polinom. Legyen p olyan primszdm, amely nem osztja an-et. Ha f = ap,z™ +
<@z + Qg € Zypx] irreducibilis Z, felett, akkor f irreducibilis Z felett.

2Azaz D kommutativ, egységelemes és zérusostémentes.
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FELBONTASI TESTEK

4.1 Felbontasi testek

4.1. Definicidé. Legyen K test, és f € K|[z] tetszbleges polinom. Azt mondjuk,
hogy a K test L bévitése felbontdsi teste f-nek K felett, ha f elséfoki
tényezdk szorzatdra bonthatd L felett, azaz vannak olyan oq,...,c. € L és A €
K elemek, amelyekre

f=Mz—a)(z—ar)
teljesil Lx]-ben, és L = K(aq,...,ap).

e s s

4.2. Allitds. Ha L felbontdsi teste az f € K[z] polinomnak K felett, akkor az
L|K bévités véges algebrai bovités.

4.3. Tétel. Legyen K test, és [ n-edfoki (n € N) polinom K felett. Ekkor f-
nek van felbontdsi teste K felett, és az f polinom tetszéleges K feletti L felbontdsi
testére [L : K| < n! teljesiil.

Bizonyitds. Az éallitast az f polinom fokszama szerinti indukciéval bizonyitjuk.
Ha f* < 1, akkor az &llitas nyilvanvaléan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az allitds
igaz tetszOleges K testre és tetszleges K feletti legfeljebb (n — 1)-edfoki poli-
nomra. Legyen f egy n-edfoku polinom. A tovabbiakban a bizonyitas két esetre
bomlik aszerint, hogy f reducibilis vagy irreducibilis K felett.

1. eset. Ha f reducibilis K|z]-ben, akkor f = gh teljesiil valamely g, h €
K|[z] polinomokra, ahol 1 < ¢* = s, h* =t < n. Az indukcids feltevés szerint
van a K testnek egy olyan L bovitése, amely felbontasi teste az g polinomnak
és [L: K] < s!. Ekkor

g=ANz—a1) - (v — as),

ahol aq,...,as € L, A€ K és L = K(au,...,as). Tekintsikk a h € K[z] C L[z]
polinomot. Szintén az indukciés feltevés szerint van az L testnek egy olyan M

bévitése, amely felbontési teste a h polinomnak az L test felett és [M : L] < ¢
Ekkor

h=p(@—pB1)-(x—B),
ahol B1,...,0: € M, pe L és M = L(B4,...,03:). Ekkor
f=gh=Mu(x —on)- (x—as)(x—P1) - (z— )

miatt Ap € K, tovdbbd M = K(a1,...,as,01,.-.,0t), azaz M felbontdsi teste
f-nek K felett. Valamint, a Fokszdmtétel (2.3. Tétel) miatt az

[M:K]=[M:L|[L: K] <tls! < (s+8)! < nl
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egyenlGtlenség is teljesiil.

2. eset. Ha f irreducibilis K felett, akkor tekintsiik a K test L = K[z]|/(f)
bévitését. Tudjuk, hogy o = x+ (f) € L gydke f-nek, L = K(«a) és [L : K| = n.
A Bézout-tétel szerint f = (x — a)h teljesiil valamely (n — 1)-edfokd h € L[z]
polinomra. Alkalmazzuk az indukciés feltevést h-ra: az L testnek van egy olyan
M bévitése, mely felbontdsi teste h-nak L felett és [M : L] < (n — 1)!. Ekkor

h=p(x—p) (= Bp-1),
ahol B1,...,Bn—1 € M, ue€ L és M = L((4,...,0n-1). Ezért azt kapjuk, hogy

f=pz—a)z—pF1) - (x = Bn-1)

miatt p € K, tovdbbd M = L(B1,...,0n-1) = K(a,p1,...,Pn-1), azaz M
felbontdsi teste f-nek K felett. Végiil a Fokszamtétel kovetkeztében

[M:K|=[M:LJL:K]<(n—1)In=n!

is teljestl. O

4.2 Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Most pedig azt mutatjuk meg, hogy a felbontdsi test lényegében egyértelmii,
azaz ha L és L' is felbontés teste az f € KJ[z] polinomnak, akkor van olyan
L — L' izomorfizmus, amely K elemeit fixen hagyja.

Legyenek K és Ky szamtestek, valamint n: K7 — Ks izmorfizmus. Tetsz6-
leges f = > I, a;x" € K;[z] polinomra legyen

n

np =y (an)z' € Kslx].

i=0
Egyszertien igazolhat6, hogy a Ki[z]| — Ks[z], f+ ns leképezés izomorfizmus.

4.4. Tétel. Legyenek K, K' testek, n: K — K' izomorfizmus, és f € K[z] egy
n-edfoki polinom (n > 1). Legyenek tovdbbd rendre L és L' az f ésny polinomok
felbontdsi testei a K, illetve K' testek felett. Ekkor n kiterjeszthetd eqy L — L'
izomorfizmussd. Tovabbd, azmn izomorfizmust legfeljebb [L : K] féleképpen tudjuk
kiterjeszteni; a kiterjesztések szdma pontosan [L: K], ha ny gyokei pdronként
kilonbozéek L' -ben.

4.5. Lemma. Legyenek K és K' testek, n: K — K’ izomorfizmus, amelyekre
L|K, L'|K’ teljesiil. Tegyiik fel, hogy az o € L elem algebrai K felett, és legyen
f = max € K[z]. Ekkor n pontosan akkor terjeszthetd ki egy ¥: K(o) — L'
injektiv homomorfizmussd, ha n¢-nek van gyoke L'-ben, és ebben az esetben n-t
annyiféleképpen tudjuk kiterjeszteni ahdny gydke van ny-nek L'-ben.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¥: K(a) — L injektiv homomorfizmus, amely
kiterjesztése n-nak. Ekkor

azaz (o) € L’ gySke n¢-nek.
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Tegyiik fel, hogy w € L' gytke ng-nek. Tekintsiik a
k: K[z) = L', h— np(w)

homomorfizmust. Mivel (f) = n¢(w) =0, ezért (f) C ker (), és igy « indukal
egy
B Kz]/(f) = L', h+(f) = mn(w)

homomorfizmust. Mivel K[z]/(f) test (f irreducibilis), ezért ® injektiv homo-
morfizmus. Legyen

¥ ="Fo(Ea) ' K(a) = L, h(a) — np(w).
Ekkor ¢ injektiv homomorfizmus, valamint tetszlleges u € K-ra

I(u) = F((Ea) " () = Ku+ (f) = nu(w) = n(u),

azaz ¥ kiterjesztése n-nak. Abbdl a ténybdl, hogy K U {a} generdlja a K(«)
testet kovetkezik, hogy a fent definidlt ¥ az egyetlen olyan injektiv homomorfiz-
mus, amelyre 9(a) = w teljesiil. Igy mér az is vildgos, hogy 1 annyiféleképpen
terjeszthetd ki injektiv homomorfizmussé, ahdny gyoke van ng-nek L'-ben. O

A 4.4. TETEL BIZONYITASA. Az allitast [L : K]-ra vonatkozé indukciéval
bizonyitjuk. Ha [L: K] =1, akkor L = K és f = AMa — a1) -+ (x — ), ahol
X ai,...,on € K. Ekkor ny = n(A)(z—n(ar)) - - (x—n(an)) teljesiil K'[x]-ben,
igy L' = K’ és p-nak pontosan egy kiterjesztése van.

Tegyiik fel, hogy [L: K] > 1, azaz f nem bomlik fel linedris tényez6k szor-
zatara K felett. Legyen g egy legaldbb els6foku irreducibilis tényezdje f-nek.
Ekkor g | f miatt ny | ny. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy

f=AMzr—a1) - (z— an),
1y = wlw— )
g=px—a1) - (z—an),

ng = v(z —wi)-

T — Wn),

T — W)

Legyen M = K(a1). Mivel g irreducibilis K felett, ezért mq, x = g, és
[M: K] =¢*=m. A4.5. Lemma szerint n-nak pontosan k kiterjesztése van
M — L' injekt{v homomorfizmussé: 91, ...,9, ahol k = [{w1,...,wn}|. Vild-
gos, hogy L felbontési teste M felett az f € M|[z] polinomnak és L’ felbontasi
teste a ¥;(M) test felett az ny polinomnak (1 < ¢ < k). Mivel [L: M] =
[L:K]/[M:K]=[L:K]/m < [L: K], ezért az indukcids feltevés alkalmazva
azt kapjuk, hogy 9J; kiterjeszthetd egy L — L’ izomorfizmussé, és ezen kiterjesz-
tések szama < [L : M| (egyenlSség pontosan akkor van, ha ny gyokei paronként
kiilonb6z8k L’-ben). Mivel ezen izomorfizmusok mindegyike az n-nak is kiter-
jesztése, ezért ezen a médon n-nak legfeljebb k[L : M] < m[L: M] = [L: K]
kiterjesztését kapjuk (pontosan [L : K| kiterjesztést kapunk, ha 7y gyokei pé-
ronként kiillonbozok). A bizonyitds befejezéséhez csak azt kell meggondolnunk,
hogy n-nak més kiterjesztései nem is lehetnek. Tegyiik fel, hogy a ¢: L — L’
izomorfizmus kiterjesztése n-nak. Ekkor 9|y egy M — L’ injektiv homomorfiz-
mus, azaz ¥ = ¥; valamely i-re (1 < i < k), és igy a ¥ izomorfizmus is a fenti
modon keletkezik. (]

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a 4.4. Tételben K = K’ teljesiil, és
1 =idg. Ekkor ny = f, és a kdvetkezd tételt kapjuk.
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4.6. Tétel. Legyen K tetszbleges test, f € Klz], és L,L’ az f polinom felbon-
tdsi testei. Ekkor az L és L' testek izomorfak, sét olyan L — L' izomorfizmus
is van, amely a K(C L, L") test elemeit fixzen hagyja. Tovdbbd, pontosan annyi
a K test elemeit fizen hagyd L — L' izomorfizmus van ahdny kilonbozd gyoke
van f-nek L-ben.

4.3 Polinomok tobbszoros gyokok

Legyen f legalabb els6fokd polinom a K test felett, és legyen L az f polinom
felbontasi teste. Ekkor az f polinom felirhato

f=Xz—a)" - (z—a)

alakban, ahol «ay,...,a, az f polinom pdronként kiillonb6z6 gyokei L-ben. Az
l; € N egészet az «; gyok multiplicitasdnak nevezziik. Ha ¢; = 1, akkor «;
egyszeres gyOk, kiilonben pedig tobbszoros gyok. Megjegyezziik, hogy az f
polinom gyokeinek multiplicitasa fiiggetlen a felbontési test vélasztasatol.

4.7. Definicié. Legyen K tetszéleges test, és legyen D, a kévetkezd leképezés:

S 0 h K
Dﬂﬂ: K[gj]—>K[3}], Zakmk'_) 7nfl k af*e ’

P ieo (kB +1arp12®, ha f*=n>1
A D, leképezést (formdlis) drivdldsnak nevezzik a K|x] halmazon.

Az aldbbi tétel a formélis derivédlas tulajdonsdgait foglalja Ossze.

4.8. Allitas. Legyen K tetszdleges test, ekkor a D, formdlis derivdldsra telje-
stlnek a kovetkezok.

(1) D, linedris transzformdcidja a Klz] (mint K feletti) vektortérnek.
(2) D, derivdcié a K[x] halmazon, azaz tetszbleges f,g € K[x]-re Dy(fg) =
D (f)g+ fDa(g) teljesiil.
(3) Ha char(K) =0, akkor ker (D;) = K, és a D, leképezés szirjektiv.
(4) Ha char(K) = p primszdm, akkor
ker (D) = {h(z?) | h € K[x]},
és D, képterét generdljdk az x* monomok, ahol p{k + 1.

Bizonyitds. Az (1)—(3) allitdsokat a definicié alapjdn egyszertien igazolhatjuk.
Igy csak utolsé allitassal kell foglalkoznunk.

(4) Legyen f = Y_}_, axz® olyan n-edfoki (n > 1) K feletti polinom, amely-
nek formalis derivaltja 0, azaz

n—1

D.(f) = Z(k + Dags12” = 0.
k=0
Ekkor kar = 0 minden k-ra (1 < k < n). Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy
p 1k esetén aj, = 0 teljesiil, azaz f = chnlg] arpr*?. Ekkor a h = ZEL/(’;] apprt €
K|z] polinomra f = h(zP). O
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4.9. Tétel. Legyen f a K test feletti polinom, és o € L az f polinom gyoke a
K test valamely L bévitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszords gyike f-nek,
ha Ink.o.(f, D,(f)) legaldbb elséfoki polinom, amelynek gydke a.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy o € L t6bbszoros gyoke f—nel/i a K test L bovi-
tésében. Ekkor f = (z — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[z]. Igy 4.8. Allitas (2)
szerint

Du(f) =Lz — @) g+ (x — @)’ Da(f) = (z — ) (lg + (z — @) Da(f))-

Ekkor = — a osztéja az f és D,(f) polinomoknak L[x]-ben, és igy = — « |
In.k.o.(f, Dy (f)). Azaz Ink.o.(f, D,(f)) legaldbb els6fokii polinom, melynek
gyoke az a.

Tegyiik fel, hogy az f € KJ[z] polinomnak (f* = n € N) nincs t6bbszoros
gyoke a K test L b&vitésében. Legyen f = g1 ---¢: az f polinom irreducibilis
felbontasa L felett, valamint legyen M az f polinom felbontési teste L felett:

f=XMz—a)" - (z—as),

ahol A € K, ay,...,as € M paronként kiilléonbo6zo elemek és ¢4 + -+ + £, = n.
Ekkor

Do(f) = Da(g1) - g2+ ge+ -+ g1 ge—1 - Da(ge)-
Ha a1,...,as € L, akkor In.k.o.(f, D, (f))-nek sem lehet gyoke L-ben. Tegyiik
fel, hogy valamely ¢ € {1,...,s}-re a; € L. Ekkor g; = z — o, irreducibilis
tényezOje f-nek, és x — ay;-t0l kiillonboz6 irreducibilis tényezének nem gyoke «;.

foy Da(f)(ei) = gi(ei)---gj—1() - Do(w — ai)(ew) - gjra(aw)---ge(ai) # 0
miatt o; nem lehet gydke In.k.o.(f, D, (f))-nek sem. O

4.10. Ko6vetkezmény. Legyen K 0-karakterisztikdji test, f irreducibilis poli-
nom K felett, melynek felbontdsi teste L. Ekkor az f polinom valamennyi gydke
egyszeres L-ben.

Bizonyitds. Mivel D,(f)* =n — 1 és az f polinom irreducibilis, ezért
In.k.o.(f, D.(f)) ~ 1,

igy f-nek nem lehet tobbszorés gydke L-ben. [l

J J
4.11. Példa. Legyen f =377, x_' € Q[z] (n>1). Ekkor D,(f) = Z;L:_Ol x_'

J: J:
Legyen d = Ink.o.(f, Dy(f)). Miveld | f, Do(f), ezért d | f — Dyo(f) = % Igy
d-nek legfeljebb egy gyoke van C-ben, a 0, ami azonban nem gyoke f-nek. Azaz
f-nek nincs tébbszérds gyoke.

4.12. Definicié. Legyen f irreducibilis polinom a K test felett (f* =n > 1).
Az f polinom szepardbilis, ha f-nek n kilonbozé gydke van L-ben, ahol L az
f polinom felbontdsi teste K felett.

4.13. Definicié. Legyen [ tetszdleges K test feletti polinom. Az f polinom
szepardbilis, ha f minden irreducibilis tényezdje szepardbilis.

4.14. Definicié. A K testet tokéletesnek nevezzik, ha minden K|[x]-beli po-
linom szepardbilis, ami ekvivalens azzal, hogy minden K|[z]-beli irreducibilis po-
linom szeparadbilis.
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4.15. Példa. Ha a K test karakterisztikdja 0, akkor K tokéletes.

Bizonyitds. Legyen f tetszbleges K[xz]-beli irreducibilis polinom. Tegyiik fel,
hogy f-nek van t6bbszords gyoke. Ekkor In.k.o.(f, D.(f)) legaldbb els6fokd
polinom. Mivel f irreducibilis és In.k.o.(f, D, (f)) | f, ezért In.k.o.(f, Dy(f)) ~
f. Igy f | Do(f), ami azonban a polinomok fokszdmai miatt nem lehetséges. [
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TEST ALGEBRAI LEZARTJA

5.1 Bevezetés

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zdrt, ha bdrmely
f € L[z] polinomnak van gyoke L-ben.

A K test L testbévitése K algebrai lezdrtja, ha L|K algebrai és L algeb-
railag zdrt.

5.2. Példa. Az Algebra Alaptétele éppen azt dllitja, hogy a komlex szamok C
teste algebrailag zdrt, azonban C nem algebrai lezdrtja Q-nak, mivel C nem
minden eleme algebrai Q felett.

5.3. Tétel. Tetszdleges L|K testbévitésre ekvivalensek az aldbbi dllitdsok.
(1) L algebrai lezdrtja K-nak.

(2) az LIK bévités algebrai és minden irreducibilis K[z]-beli polinom elsSfoki
polinomok szorzatdra bomlik L[x]-ben.

(3) az L|K bdvités algebrai, és tetszdleges L' testre, ha a L'|L testbévités al-
gebrai, akkor L' = L.

Bizonyitds. (1) = (2): az f irreducibilis polinom fokszdméra vonatkozé in-
dukcidval az allitas egyszertien beldthato.

(2) = (3): legyen « az L’ test tetszdleges eleme. Mivel az L|K és L'|L
bévitések is algebraiak, ezért a 2.20. Tétel szerint az L'| K bévités is algebrai, igy
o algebrai elem K felett, melynek minimélpolinomja m, i irreducibilis polinom
K|[z]-ben. Ekkor a (2) pont kovetkeztében mq k linedris tényez6kre bomlik L
felett:

Mok = MNx —aq) - (x — o),

ahol n = grx(a), A € K és ai,...,a, € L. Mivel « is gyoke m,, k-nak, ezért
valamely i-re (1 <i<n)a=q«; € L. Azaz L' = L.

(3) = (1): csak azt kell megmutatni, hogy L algebrailag zdrt. Legyen
f € L[] tetszéleges legaldbb elséfoki polinom, és legyen fi az f polinom egy
irreducibilis tényezéje. Tekintsiik az L test L' = L[z]/(f1) bbvitését. Az L'
testben f1-nek, és igy f-nek is van gydke (o = x + (f1)). Mivel az L'|L b&vités
algebrai, ezért a (3) pont szerint L’ = L, ami éppen azt jelenti, hogy f-nek
L-ben is van gyoke. [l

5.4. Kovetkezmény. Legyen L algebrailag zdrt test, és LIK tetszdleges test-
bévités. Legyen L, mindazon L-beli elemek halmaza, amelyek algebraiok K fe-
lett. Ekkor az Lo|K testbdvités algebrai lezdrtja K-nak.
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Bizonyitds. A 2.19. Tétel szerint az L,|K bdvités algebrai. Legyen f € L,[x]
tetsz6leges irreducibilis polinom. Mivel f € L,[z] C L[z] és L algebrailag zért,
ezért f-nek van egy o gydke L-ben. Mivel az L,(«)|L és L,|K bo6vitések is
algebraiak, ezért az L,(«)|K bévités is algebrai, azaz o € L algebrai elem K
felett, igy a € L,. Azaz f elséfoku polinom kell legyen. Ez pedig azt jelenti,
hogy az L, test algebrailag zart, és igy a K test algebrai lezartja. O

5.2 Test algebrai lezartjanak létezése

5.5. Lemma (Zorn-lemma). Legyen P = (P; <) tetszbleges részbenrendezett
halmaz. Ha bdarmely C' C P ldncnak van felsé korldtja P-ben, akkor P-ben van
mazimalis.

A Zorn-lemma egyik fontos kovetkezménye, hogy egy egységelemes gytirii
tetszOleges valddi idedlja mindig része a gytrl egy maximaélis ideadljanak.

5.6. Tétel. Legyen K test. FEkkor van olyan algebrailag zdrt L test, amely
tartalmazza K-t.

Bizonyitds. Legyen X = {xzf | f € K|xz] legalabb elséfoki fépolinom}, és legyen
Iaz {f(zy) | f € K[z] legaldbb els6foku fépolinom} halmaz altal generdlt ide-
alja a Klx] gyfirlinek. ElGszor megmutatjuk, hogy I valédi ideél.

Tegyiik fel, hogy I = K[x]. Ekkor 1 € I miatt van olyan n természetes szdm,
f1,-+, fn € KJ[z] legaldbb elsbfoki f6polinomok, valamint gq,...,g, € Klx]
elemek, amelyekre

1= gifilxs,).
=0

Legyen M olyan testbovitése K-nak, amely tartalmazza az f1, ..., f, polinomok
egy-egy gyokét (a; € M gydke finek, i =1,...,n). A

o1 X = H, oy {ai, h?f—fi (it=1,...,n),

0, kiilonben
leképezés egyértelmiien kiterjeszthetd egy @: K[X| — H leképezéssé. Ekkor
filey) = 0 miatt az 1 = @(g1fi(xs) + - + gnfn(zs,)) = 0 ellentmondést
kapjuk.

Azaz I valédi idedlja K[x]-nek. Legyen J az R gytirfi I-t tartalmazé maxi-
malis idedljainak valamelyike (a Zorn-lemma miatt van ilyen maximalis idedl).
Legyen F(K) = K|x]/J, mivel J maximadlis idedl K[z]-ben, ezér az F(K) fak-
torgylirii test, ésan: K — F(K), k +— k+J leképezés injekt{v homomorfizmus,
mivel JNK = {0}. A k és k+J elemek (k € K) azonositdsa utdn agy tekintjiik,
hogy K C F(K).

Legyen f tetszbleges K [z]-beli polinom. Mivel f(xy) € I C J, ezért f(xy +
J)=0,ésigy xy +J € F(K) gydke f-nek.

Definidljuk a (K;)en, testsorozatot a kovetkezSképpen:

Ko=K, K; :F(Kl_l) (ZE N),

és legyen L = |J;2, K;. Az L halmazon definidljuk az osszeadds (+) és szorzas
(-) miiveleteket az aldbbi médon: legyen a,b € L, ekkor van olyan n € Ny,
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amelyre a,b € K,,. Legyena+b=a+k, b ésa -k, b, ahol +g, , illetve -x, a
K,, testbeli Osszeadds, illetve szorzds. Egyszeriien igazolhato, hogy az (L; +, -)
algebra test.

Azt allitjuk, hogy az L test algebrailag zart. Legyen f € Lx] tetsz6leges
irreducibilis polinom. Legyen n olyan természetes azam, amelyre K, az f po-
linom valamennyi egyiitthatGjat tartalmazza. Ekkor f € K,[z], és igy f-nek
van gyoke K11 C K-ban. Mivel f irreducibilis ez éppen azt jelenti, hogy f
els6fok.

Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik. O

5.7. Tétel. Legyen K test. Ekkor van olyan L bévitése a K testnek, amelyre
L algebrai lezdrtja K-nak.

Bizonyitds. A tétel allitasa az el6z6 tételbdl és a 5.4. Tételbdl adddik. O

5.3 Test algebrai lezartjanak egyértelmiisége

Ezen fejezetet annak igazolasaval zarjuk, hogy az algebrai lezart izomorfiatol
eltekintve egyértelmii.

5.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy a K és K' testek izomorfak, n: K — K’ izomor-
fizmus. Legyenek L, illetve L' a K, illetve K’ testek algebrai lezdrtjai. Ekkor
van olyan v: L — L' izomorfizmus, amely kiterjesztése n-nek, azaz |k = 1.

Bizonyitds. Az (E,x, E') hdrmas jelolje azt, hogy az E és E' testek izomorfak,
és x: E — E’' izomorfizmus. Tekintsiik a

P={(E,x,F' )| KCECLK CE CL, és x|k =n}
halmazt, amely nem {iires, mivel (K, 7, K') € P. A P halmazon a
(B,x,E') < (F.§,F')<=ECE, FCF', xC¢

reldcié parciélis rendezés. Legyen C = {(Es, x5, E5) | § € H} P-beli lanc, vala-
mint legyen E = Usen Es5, E' = Usen Ej és x = Usen xs5. Ekkor (E, x,E') € P
és nyilvan felsé korlatja C-nek, és a Zorn-lemma szerint P-ben van maximélis
elem: (M, v, M'). Tegyiik fel, hogy M # L, és legyen o € L\ M. Mivel az L|K
bévités algebrai, ezért « algebrai elem K felett. Legyen f = mq k. Mivel L'
algerai lezartja K'-nek, ezért az ny € K'[z] polinomnak van olyan o € L’ gydke,
amely nincs M’-ben (ugyanis, ha 7y valamennyi gyéke M’-ban volna, akkor f
gyokei M-ben lennének, azonban o ¢ M). Legyen ¢p: M — M’ izomorfizmus
egyértelmii kiterjesztése ¢: M(a) — M'(a’). Ekkor (M(a),v, M'(c’)) € P
és (M, M') < (M(a), b, M'(’)) ellentmondva (M, 1), M) maximalitdsanak.
Azaz M = L, hasonléan igazolhaté, hogy M’ = L’. Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk. O

5.9. Kovetkezmény. Legyen K tetszbleges test. Ha L és L' is a K test al-
gebrai lezdrtja, akkor van olyan v: L — L' izomorfizmus, amely kiterjesztése K
elemeit fixen hagyja.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az €l6z6 tételt a K = K’', n = idg esetben. |
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NORMALIS BOVITESEK

6.1 Alapvetd tulajdonsagok

Az L|K testbévités normadlis, ha algebrai b8vités és valahdnyszor f € K|[z]
irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfoku tényezdk szorzatara bomlik
L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Nyilvénvald, hogy az L|K algebrai bévités pontosan akkor normélis, ha bér-
mely a € L-re mq i elséfoku tényezbk szorzatara bonthaté L{z]-ben.

A normalis bévitések leirasahoz ki kell terjeszteniink a felbontdsi test fogal-
mat egyetlen polinomrél polinomok halmazaira.

Legyen K tetszOleges test és S C K[z]. Azt mondjuk, hogy a K test L
bovitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S valamennyi eleme
els6foku tényezdk szorzatara bonthaté L[z]-ben, és L a legsziikebb ilyen tulaj-
donsagu test.

Ha az S halmaz véges, S = {f1,..., fn}, akkor S felbontési teste megegyezik
az f = f1--- fn polinom felbontési testével.

6.1. Tétel. Az L|K testbdvités pontosan akkor normdlis, ha L valamely S C
K|[z] polinomhalmaz felbontdsi teste.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy L|K normélis, és legyen S = {mq,x | @ € L}.
Ekkor S valamennyi eleme elséfoki tényezék szorzatara bonthaté L[z]-ben. To-
vabba ezzel a tulajdonsiggal nyilvan nem rendelkezik L egyetlen valodi részteste
sem.

Tegyiik fel, hogy L felbontési teste az S C K|[z] polinomhalmaznak. Legyen
R az S-beli polinomok gyokeinek halmaza. Ekkor L = K (R) és az L|K bovités
algebrai, mivel R minden eleme algebrai K felett (2.19. Kévetkezmény). Legyen
[ tetszéleges eleme az L testnek. Ekkor vannak olyan aq,...,a; € A elemek,
amelyekre 0 € K(a1,...,a¢). Minden i-re (1 < ¢ < t) vélasszunk egy f; € S
polinomot, amelynek gycke o, és legyen f = fi--- fi. Jeldlje Ry az f polinom
gyokeinek a halmazdt L-ben. Ekkor K (Ry) felbontési teste az f polinomnak
K felett. Legyen az mg x polinom felbontasi teste K (Ry) felett H. Tekintsiik
mg, i egy B’ # [ gyokét H-ban. Meg fogjuk mutatni, hogy 8’ € K(Rys) C L.
A K, ..., H testek egymashoz valé viszonya az aldbbi dbran lathato.
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H

c RN

K(Ry) K(RyU{p'})
Ul Ul
K(B) K(B)

N} c

K
5. abra: a K, ..., H testek egymashoz val6 viszonya.

Mivel mg i a (8 és 0’ elemeknek is minimélpolinomja a K test felett, ezért
[K(B): K] = [K(8) : K. (4)

Legyen n = idg. Ekkor ny = f és n kiterjesztheté egy olyan 9: K(5) — K(f')
injekt{v homomorfizmussd, amelyre 9(3) = 8’ teljesiil (v6.: 4.5. Lemma). Mivel
a K (/') testet generdlja KU{(3'}, ezért O izomorfizmus. A K(Ry) test felbontdsi
teste f-nek K () felett és K(RyU{f3'}) felbontési teste 9 = f-nek K (3’) felett.

K(Ry) . —5> K(RyU{8)

Ul Ul
9
KB) —pe=y > K1)
Ul Ul
K " K

6. abra: az 7 izomorfizmus és kiterjesztése.
Igy a 4.4. Tétel szerint ¥ van olyan 7: K(R;) — K(R; U {f'}) izomorfizmus,
amelyre 7|k (g) = ¥. Ez pedig azt jelenti, hogy
[K(Ry) : K(B)] = [K(Ry U{B'}) : K(3')],
és igy a Fokszamtétel és (4) szerint
[K(Ry) : K] = [K(Rf) : K(B)][K(S) : K]

= [K(Ryu{p'}): K(B)[K(S) : K]

= [K(Ryu{p'}): K].
Mivel K(Ry) C K(RfU{f'}), ezért K(Ry) = K(Ry U{3'}). Ebb6l pedig mar
kovetkezik, hogy 3 € K (Ry). O
6.2. Kovetkezmény. Az L|K véges testbvités pontosan akkor normdlis, ha L
valamely f € K|[z] polinom felbontdsi teste.

Bizonyitds. Ha L valamely f € K|x] polinom felbontdsi teste, akkor az el6z8
tétel szerint az L|K bdvités normalis.
Tegyiik fel, hogy L|K véges és normalis. Legyen [L: K| =k és ay,...,ap €
L az L, mint K feletti vektortér, bazisa. Ekkor L éppen az
f=ma, k- May i € Klz]

polinom felbontasi teste. O
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Tegyiik fel, hogy az L|K bo6vités normadlis. Az F|L testb6vités az L|K bé-
vités normadlis lezartja, ha valahdnyszor L < M < F és M|K normilis,
mindannyiszor M = F'.

6.3. Kovetkezmény. Ha az L|K véges testbdvités, akkor van olyan F|L véges
bévités, amely normdlis lezdrtja L| K -nak.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy L|K véges, [L: K| =k és a1,...,ar € L az L,
mint K feletti vektortér, bazisa. Legyen F az f = ma, Kk May,k € L[z]
polinom felbontési teste L felett. Ekkor az F|K b&vités normalis, mivel F a
K test felett is felbontési teste f-nek. Tegyik fel, hogy L < M < F és M|K

normalis bévités. Ekkor M tartalmazza az mg, x polinomok (i = 1,...,k)
valamennyi gyokét, igy f linedris tényezékre bomlik M[z]-ben. Ez pedig M < F
miatt éppen azt jelenti, hogy M = F. O

6.4. Kovetkezmény. Ha az L|K bbvités normdlis és M kozbilsd teste a bévi-
tésnek, akkor az L|M bbvités is normdlis.

6.2 Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

A 6.4. Kovetkezmény szerint, ha az L|K testbdvités normalis, akkor az L|M
testb6vités is normadlis, ahol K < M < L. Vajon mi a helyzet az M|K bé&vités-
sel? Példaul legyen w egy komplex harmadik egységgyck. Ekkor a Q(4/2,w)|Q
bévités normalis, mivel Q(3/2,w) az f = 23 — 2 polinom felbontasi teste. Azon-
ban a Q(+/2)|Q bévités nem normalis, mivel f-nek van gyoke a Q(3/2) testben,
de f nem bomlik fel elséfoki polinomok szorzatara Q(+/2)[x]-ben.

Legyenek K és L testek tgy, hogy K < L. Ekkor Aut(L)-lel jeloljikk az L
test automorfizmusainak csoportjit, valamint

Autg (L) = {o € Aut(L) | o(k) = k minden k € K-ra}.

Nyilvénvald, hogy Autg (L) részcsoportja Aut(L)-nek. Az Autg (L) csoportot
az L|K testb&vités Galois-csoportjanak nevezziik, és Gal(L|K)-val jeloljiik.

6.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy az L|K testbdvités véges és normdlis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kévetkezok ekvivalensek:

1

) az M|K bévités normdlis;
(2) ha o € Autg (L), akkor o(M) C M;
)

(3) ha o € Autg (L), akkor o(M) = M.

Bizonyitds. (1)=-(2): Tegyiik fel, hogy az M|K bévités normélis, és legyen
o € Autg(L). Legyen a az M test tetszéleges eleme, melynek minimalpolinomja
f =maxk € K[z]. Ekkor f(o(a)) = o(f(a)) = 0, azaz o(«) is gyoke f-nek.
Mivel f linedris tényezkre bomlik M [z]-ben, ezért o(a) € M. Igy o(M) C M.

(2)=(3): Az &llitds kovetkezik abbdl, hogy o=t € Aut (L).

(3)=(1): Tegyiik fel, hogy tetszbleges o € Auty (L)-ra o(M) = M teljestil.
Legyen « az M test tetszOleges eleme, melynek minimalpolinomja f = m, x €
K[z]. Legyen 8 az f polinom a-t6l kiillonbozé gyoke L-ben (mivel az L|K
bévités normadlis, ezért f valamennyi gyoke L-ben van). Azt kell igazolnunk,



6.2 INJEKT{V HOMOMORFIZMUSOK ES AUTOMORFIZMUSOK [31]

hogy g € M. A 4.5. Lemma szerint az n = idg izomorfizmus kiterjeszthet6 egy
9: K(a) — K(f) injektiv homomorfizmussa, amelyre d(«) = (3 is teljesiil.
Mivel L|K véges és normdlis bévités, ezért L valamely g € K|z] polinom
felbontési testével egyezik meg. Az L test a9y, = g polinom felbontasi teste mind
a K(«), mind a K () testek felett, ezért a 4.4. Tétel szerint 9 kiterjeszthetd egy
0: L — L izomorfizmussa. Ekkor o € Autg (L), és igy (3) miatt o(M) = M.
Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy 8 = d(a) = o(a) € M. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik. O
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AUTOMORFIZMUSOK ES FIXTESTEK

7.1 Fixtestek és Galois-csoportok
Legyen L|K teszéleges testbévités. Definidljuk a ¢: P(Gal(L|K)) — P(L) és
~v: P(L) — P(Gal(L|K)) lképezéseket az alabbi médon:

p: A—{a€L|o(e) =aminden o € A-ra} (AC Gal(L|K)),

v: M {o € Gal(L|K) | 0(a) = @ minden o € M-re} (M CL).

A (p,7) leképezéspart a P(Gal(L|K)) és P(L) halmazok kézotti Galois-kap-
csolatnak nevezziik.

Ebben a fejezetben az L|K testb6vités kozbiils6 testei és Gal(L|K) Galois-
csoportja részcsoportjai kozotti (Galois-)kapesolat tulajdonsagait fogjuk részle-
tesen megvizsgalni.

7.1. Lemma. Tetszbleges A C Gal(L|K)-ra ¢(A) a K testet tartalmazd rész-
teste L-nek, azaz kozbiilsd teste az L|K bévitésnek.

Bizonyitds. Legyenek a, 3 € p(A) és o € A tetszbleges elemek. Ekkor o(a) =
a(a € K) és
ola+p) =o(a) +0(f) =a+p,
o(apf) = o(a)a(B) = ap.

Azaz p(A) részgytirtije L-nek. Mivel o € L\ {0} esetén o(a™!) = o(a)"! = a1
is teljesiil, ezért p(A) részteste L-nek, amely tartalmazza K-t. O

7.2. Lemma. Tetszdleges M C L-re y(M) az L|K bbvités Galois-csoportjinak
részcsoportia.

Bizonyitds. Legyenek o,7 € 7(M) és a € M tetszbleges elemek. Nyilvdnvald,
hogy idy, € v(M). Valamint teljesiilnek a kévetkezok:

(77)(@) = o(r(@)) " o) " E o,
(0™ )(@) =07 (o(a)) = (e '0)(a) = a,
Azaz y(M) részcsoportja Gal(L|K)-nak. O

Legyenek A és B tetszéleges halmazok, £: P(A) — P(B) tetsz6leges leké-
pezések. Ekkor azt mondjuk, hogy a & leképezés antimonoton, ha barmely
U, U € P(A)-ra U CU’ esetén £(U’) C £(U).

Legyen A tetsz6leges halmaz, w: P(A) — P(A) tetsz6leges leképezés. Az w
leképezés polaritas az A halmazon, ha w
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e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén w(U) C w(U'),
e extenziv, azaz bdrmely U € P(A)-ra U C w(U), és
e idempotens, azaz barmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
Azt mondjuk, hogy az U C A halmaz zart w-ra vonatkozéan, ha w(U) =U.

7.3. Tétel. Legyen L|K teszdleges testbvités, A C Gal(L|K) és M C L. FEk-
kor teljestilnek a kovetkezdk.

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.
(2) A @, illetve a yp leképezés polaritds az L, illetve az Gal(L|K) halmazon.

(3) Az A C Gal(L|K) halmaz pontosan akkor zdrt ~yp-re vonatkozdan, ha van
olyan M C L, amelyre A = ~v(M).

Bizonyitds. (1) Az allitas nyilvanvalo.

(2) Az allitdst py-ra igazoljuk, ye-re az éllitds hasonléan igazolhaté. Legyen
M,M' C L, M C M'. Ekkor (1) felhaszndva azt kapjuk, hogy v(M") C v(M),
és igy szintén (1) szerint:

ey(M) = p(y(M)) C p(v(M')) = ey(M'),

azaz @7 monoton (¢ monoton).
Legyen M tetszéleges részhalmaza L-nek. Tegyiik fel, hogy van olyan o € M,
amely nem eleme @y(M)-nek. Ekkor

a & ¢y(M) <= van olyan ¢ € v(M), amelyre o(a) # «,
azonban y definiciéja miatt azt kapjuk, hogy
o € 7(V) = minden § € M-re, o(0) = 3,

ami § = « esetben ellentmond az el6z6eknek. Ezzel igazoltuk, hogy ¢y extenziv
(v extenziv).

Legyen M tetszoleges részhalmaza L-nek. Ekkor ¢y extenzivitdsa miatt
M C ¢y(M), és igy felhasznélva, hogy v antimonoton azt kapjuk, hogy v(M) D
Y(ey(M)) = yoy(M). Mésrészt, vp extenzitvitdsa miatt v(M) C yo(y(M)) =

yey(M), igy azt kapjuk, hogy
V(M) = ypy(M). (5)

Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy

vy (M) = oy(M),

azaz vy idempotens (y¢ idempotens). Ezzel igazoltuk, hogy a ¢y és v leké-
pezések polaritasok.

(3) Tegyiik fel, hogy A C Gal(L|K) zdrt yp-re vonatkozdan, azaz yp(A) =
A. Ekkor M = ¢(A) C L-re teljesiil, hogy A = y¢(A) = v(p(4)) = v(M).
Forditva, tegyiik fel, hogy A = ~(M) valamely M C L-re. Ekkor (5) miatt

A=7(M)=vpy(M) =vp(v(M)) = vp(A),

azaz A zart vyp-re vonatkozoan. Ezzel a tétel allitasait igazoltuk. [l
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A tovabbiakban rogzitsiik az L|K testbdvitéset és a (¢, ) Galois-kapcsola-
tot.

7.4. Kovetkezmény. Tetszbleges A C Gal(L|K)-ra p(A) = p((4)).

Bizonyitds. Mivel A C (A), ezért ¢ antimonotonitdsa miatt ¢((A)) C p(A).
Felhasznélva, hogy y¢(A) olyan részcsoportja Gal(L| K )-nak, amely tartalmazza
A-t, azt kapjuk, hogy A C (A) C vp(A). A 7.3. Tétel alkalmazva azt kapjuk,

hogy
0(A) = prp(A) = p(1p(A)) C p((A)) C p(A),

azaz ©(A) = p((A)). Ezzel az §llitast igazoltuk. O

A fenti kovetezmény szerint elegend6 csupdn Gal(L|K') részcsoportjaival fog-
lalkozni. Legyen G részcsoportja Gal(L|K)-nak. Tetszbleges € L-re definidl-
juk a T,: G — L € LE leképezést az alabbi médon:

T,:G— L, o~ o(a).
Mivel LE vektortér® L felett, ezért L¢ a o(G) < L test felett is vektortér.

7.5. Tétel. Legyen G részcsoportja Gal(L|K)-nak, és legyen M C L. Ekkor a
kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) M linedrisan figgetlen p(G) felett;
(2) {Tw | &« € M} linedrisan figgetlen o(Q) felett;
(3) {Tw | « € M} linedrisan figgetlen L felett.

Bizonyitds. (3)=(2): Mivel (G) < L, ezért az éllitds nyilvanvald.

(2)=(1): Tegylik fel, hogy M nem linedrisan fiiggetlen p(G) felett. Ekkor
vannak olyan a1,...,a, € M vektorok és aq,...,a, € p(G) skaldrok, amelyek
nem mind 0-ak, és amelyekre

a1y + -+ apoay, = 0.
Ekkor tetszéleges o € G-re
0=oc(a1a1 + -+ anan) = ar0(aq) + - -+ + ano(ay),

azaz a11y, + -+ anTy, = 0. fgy a {T, | « € M} vektorrendszer linedrisan
fiiggetlen p(G) felett.

(1)=(3): Tegyiik fel, hogy a {T, | @ € M} vektorrendszer nem linedrisan
fliggetlen L felett. Ekkor vannak olyan aq,...,a, € M elemek ésaq,...,a, € L
skalarok, amelyekre

1T, + -+ anTs, =0. (6)

Tegyiik fel, hogy az oy, ..., a, € M ésay,...,a, € L elemeket gy valasztottuk
meg, hogy n minimélis. A (6) formuldbdl kovetkezik, hogy tetszSleges o € G-re

aro(ar) + -+ ano(ay) =0 (7)

3LG jeloli a G-b8l L-be mend leképezések halmazat.
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teljesiil, és igy tetsz6leges T € G-re fenndll az

a1t to(ar) + -+ apnt to(an) =0
egyenlOség, azaz 7-t alkalmazva mindkét oldalra azt kapjuk, hogy a G csoport
barmely o elemére

r(a)oar) + - + 7(an)o(an) = 0. ®)

Szorozzuk meg a (6) egyenléséget 7(ay)-nel, a (8) egyenlséget pedig a,-nel,
majd a kapott egyenloségeket vonjuk ki egymasbdl. Ekkor azt kapjuk, hogy
tetsz6leges g € G-re

(alT(an) — anT(al))a(al) + -+ (an,lT(an) — anT(an,l))a(an,l) =0
teljestil, azaz
(a17(an) — an7(a1))Ta, + -+ + (an-17(an) — an7(an-1))Ta,_, =0.

Ekkor az n természetes szam minimalitdsa miatt azt kapjuk, hogy az a;7(a,) —
an7(a;j) elemek mindegyike 0 (j = 1,...,n). Azaz 7(a,'a;) = ay'a; (j =
1,...,n) teljesiil barmely 7 € G-re. Ez pedig azt jelenti, hogy a,,'a; € ¢(G)
(j =1,...,n). A (7) egyenlbséget a,'-gyel megszorozva, és o = id;, € G-t
helyettesitve kapjuk, hogy

1

(a;lal)al + -+ (a, an—1)an—1+a, =0,

azaz M nem linedrisan fliggetlen ¢(G) felett. Ezzel a tételt igazoltuk. |

Legyen L|K testb8vités. Azt mondjuk, hogy az o € L elem szeparabilis
(K felett), ha mq i szepardbilis K felett, illetve azt mondjuk, hogy az L|K
bévités szeparabilis (K felett), ha minden o € L elem szepardbilis.

Az L|K testbovitést Galois-bOvitésnek hivjuk, ha véges, normdlis és sze-
parabilis.

7.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy L|K véges testbSvités. Fkkor az L|K bbvités pon-
tosan akkor Galois-bévités, ha |Autk (L) = [L : K].

7.7. Lemma. Legyenek K,L és L' testek. Tegyiik fel, hogy az LIK bdvités
d-edfoki és n: K — L' injektiv homomorfizmus. Ha L|K szepardbilis, és tet-
szlleges o € L-re N, , linedris tényezdkre bomlik L' felett, akkor pontosan d
darab injektiv L — L' homomorfizmus van, amely kiterjesztése n-nak; ellenkezd
esetben d-nél kevesebb kiterjesztése van.

Bizonyitds. Az éllitast d-re vonatkozé teljes indukciéval igazoljuk. Ha d = 1,
akkor az allitas nyilvan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az allitds minden olyan b&vi-
tésre igaz, amelynek fokszdma kisebb, mint d, és legyen [L: K| =d > 2.
Tegyiik fel, hogy L|K szeparabilis, és tetszéleges o € L-re 7y, , linedris
tényezékre bomlik L' felett. Legyen o € L\ K. Ekkor a 4.5. Lemma szerint
1 pontosan r-féleképpen terjeszthetd ki K(a) — L’ injektiv homomorfizmusss,
ahol r az My, , polinom kiilonb6zé gyokeinek a szdma L'-ben. Mivel o szepa-
rabilis K felett, ezért 1, , szepardbilis n(K) felett. A feltétel szerint 7, ,
linedris tényezékre bomlik L’ felett, igy 7, ,-nak pontosan [K(«) : K] darab
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kiilonb6z6 gyoke van L'-ben. Azaz n ennyiféleképpen terjeszthetd ki K («) — L'
injektiv homomorfizmussa.

Legyen 9: K(a) — L' egy injektiv homomorfizmus, mely kiterjesztése n-
nak. Tekintsiikk az L|K(«) testbévitést. A Fokszdmtétel miatt [L: K(a)] =
[L: K]
[K(a) : K]
lis. Legyen 3 tetszéleges L-beli elem. Ekkor mg k(o) | mg, i teljesiil K (a)[z]-
ben. Igy U, xio) | Umg i teljesiil az L'[x] polinomgytiriiben. Ezért ¥pm, .,
linedris tényezdkre bomlik L’ felett. Az indukciés feltevés szerint @ [L : K («)]-
féleképpen terjeszthetd ki L — L’ injektiv homomorfizmussa. fgy ismét a Fok-
szdmtétel alkalmazva azt kapjuk, hogy n-nak pontosan [L : K| darab kiterjesz-

tése van L — L’ injektiv homomorfizmusss.

Tegytik fel, hogy a lemma feltételei nem teljesiilnek, azaz vagy L|K nem sze-
parébilis vagy van olyan o € L, amelyre 1, , nem bomlik linedris tényezékre
L' felett. Ekkor van olyan a € L, amelyre az 7y, , polinomnak kevesebb mint
[K(a) : K] gyoke van, és {gy n legfeljebb [K(«) : K|-féleképpen terjeszthetd ki
K(a) — K injektiv homomorfizmussd. Az indukcids feltevés szerint minden
ilyen injektiv homomorfizmus legfeljebb [L : K («)]-féleképpen terjeszthetd ki
L — L’ injektiv homomorfizmussa. fgy n-nak kevesebb mint d kiterjesztése
van. Ezzel a lemmat igazoltuk. O

< d, a 6.4. Kovetkezmény szerint pedig az L|K(«) b6vités normé-

A 7.6. Tétel bizonyitisa. Tekintsiik az n: K — L, k +— k injektiv homomorfiz-
must.

Tegytik fel, hogy az L|K bé&vités Galois-b8vités. Ekkor a 7.7. Lemma alkal-
mazhaté az 7 injekt{v homomorfizmusra, és a lemma szerint  pontosan [L : K]-
féleképpen terjeszthetd ki L — L injektiv homomorfizmussa. Az 2.21. Tétel pe-
dig éppen azt allitja, hogy ezek az injektiv homomorfizmusok izomorfizmusok.
Azaz |Autg(L)| = [L : K].

Tegyiik fel, hogy |Autx (L)| = [L : K]. Mivel az Autg (L)-beli izomorfizmu-
sok mindegyike kiterjesztése n-nak, ezért az L|K b&vités szepardbilis és minden
a € L-re Ny, , = Mq,k linedris tényezékre bomlik L felett, azaz L|K normélis
is. Ennek kévetkeztében az L|K bévités Galois-b6vités.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk. [l

7.8. Tétel. Legyen G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor [L: o(G)] = |G,
és gy az L|o(G) testbévités Galois-bovités.

Bizonyitds. Legyen M C L linedrisan fiiggetlen vektorrendszer ¢(G) felett. Ek-
kor a 7.5. Tétel szerint a {T}, | & € M} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen az L
feletti LS vektortérben, melynek dimenziéja |G|. Igy azt kapjuk, hogy

[L:p(G)] = M| <G].

A 4.4. Tétel szerint |[y¢o(G)| < [L: ¢(G)], azaz G C vp(G) miatt [L : o(G)]
|G| és G = vp(G). Mivel yo(G) = Auty,g)(L), ezért [Auty, oy (L) = |G]
[L: p(Q)], és igy a 7.6. Tétel szerint az L|p(G) bévités Galois-bbvités.

Ol

7.9. Tétel. Ha az L|K testbbvités Galois-bévités, akkor |v(K)| = [L: K] és
K = py(K). Mdsrészt, ha az L|K bévités nem Galois-bévités, akkor |v(K)| <
[L: K] és K valddi részteste oy(K)-nek.
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Bizonyitds. Mivel v(K) = Autg (L), ezért a |y(K)| = [L: K] egyenldség a
7.6. Tétel kovetkezménye. A 7.8. Tétel szerint |v(K)| = [L : py(K)] is teljesiil,
mivel v(K) véges részcsoportja Aut(L)-nek. A fentiekb8l mar kovetkezik, hogy
K = ¢y(K), mivel K C oy(K).

Ha az L|K bévités nem Galois-bévités, akkor a 7.6. Tétel szerint

[y (K)| = |[Autg (L) < [L : K],

és igy K valddi részteste ¢y(K)-nak. O

7.2 Polinom Galois-csoportja

A testbévitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontdasi teste-
iknek vizsgalata.

Tegyiik fel, hogy f € KJz] és L az f polinom felbontési teste a K szdm-
test felett. Ekkor az L|K testbévités Gal(L|K) Galois-csoportjit az f polinom
Galois-csoportjanak nevezziik, és Galg (f)-val fogjuk jelolni.

A Galg (f) csoport természetesen fiigg f-t6l és K-t6l, de nem fligg a felbon-
tasi test valasztasatol.

A 7.9. Tételt polinomokra alkalmazva a kovetkez6t kapjuk.

7.10. Tétel. Legyen L az f € K|x] polinom felbontdsi teste K felett. Ha f sze-
pardbilis, akkor |Galg (f)| =[L : K] és K = o(Galg(f)); killonben |Galk (f)| <
[L: K] és K valddi részteste o(Galg (f))-nek.

A Galg(f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test automorfizmusa. Sza-
munkra a legfontosabb az lesz, hogy o hogyan hat az f polinom gyodkeinek
halmazan. A kovetkezé tétel szerint nem vesztiink informadciét, ha csak ezt a
hatast vizsgaljuk.

7.11. Tétel. Legyen L az f € K|[z]| polinom felbontdsi teste K felett, és jelolje
R az f polinom L-beli gyokeinek halmazdt. Ekkor tetszbleges o € Galk(f)-ra
o|lr € Sk, és a

Galg(f) — Sg, o — o|r

leképezés injektiv homomorfizmus, azaz Galg(f) izomorf S|g| egy részcsoport-
javal.

Ha f irreducibilis, akkor Galk (f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazan,
azaz ha « és 0 az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor van
olyan o € Galg(f), amelyre o(«) = 3. Tegyiik fel, hogy f € K|[z] egy n-edfokd
polinom, amelynek n kiilonb6z6 gyoke van egy L felbontési testében és Galg (f)
tranzitivan hat f gyokeinek halmazan. Legyen m az f polinom a gyokének
minimélpolinomja K felett, valamint § € L az f polinom egy tetszoleges gyoke.
Ekkor van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 5. Ezért

és igy m-nek legaldbb n gydke van. Mivel m | f, ezért m = f. Azaz f irreduci-
bilis.
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7.3 Egy példa.

Legyen G permutéaciécsoport az X véges halmazon. Az X halmazon definidljuk
a ~ relaciot a kovetkezoképpen:

x~y<= x=yvagy (zy) € G.

A ~C X x X reldci6 nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Tegyiik fel, hogy az
x,y, 2 € X elemekre teljesiil, hogy © ~ y és y ~ 2. Ekkor (xy), (y z) € G. Mivel
G csoport, ezért (vz) = (zy) - (yz) - (xy) € G. Azaz (xz) € G, és igy © ~ z.
Ezzel igazoltuk, hogy ~ ekvivalenciarelacié.

Tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre E,, illetve E, az z, illetve
y elemeket tartalmazé ekvivalenciaosztdly. Mivel G tranzitiv, ezért van olyan
o € G, amelyre y = o(z) teljesiil. Ha 2’ € E,, akkor z ~ 2’ miatt (z2') € G.
Igy

G330 Yza)o = (o(z) (@) = (yo(a)))

miatt o(z') € Ey. Azaz o(E,) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy |E,| <
|Ey|. Az z és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy |E,| = |E,|. Ezzel
megmutattuk, hogy barmely két ekvivalenciaosztaly elemszama megegyezik.

Igy abban a specislis esetben, ha X eclemszéma primszdm és G tartalmaz
legalabb egy transzpozicidt, akkor G tranzitivitdsa miatt G az Gsszes transzpo-
ziciét tartalmazza, amelyek azonban generdljak Sx-et, igy G = Sx.

7.12. Tétel. Legyen p primszdam, és tegyik fel, hogy f € Q[z] olyan p-edfoki
irreducibilis polinom, amelynek pontosan p — 2 darab valds gyoke van. Ekkor

Galg(f) = S,.
Bizonyitds. Legyen L C C az f polinom felbontéasi teste Q felett. Mivel f
irreducibilis, ezért Galg(f) tranzitivan hat f (L-beli) gyokeinek R halmazan.

Az ¢: L — L, z — Z leképezés nyilvdn eleme f Galois-csoportjanak, és {|r € Sr
transzpozicié. Igy a

{olr | 0 € Galk(f)} < Sr

permutaciécsoport tranzitiv és tartalmaz transzpoziciét. Ekkor az el6zoek sze-
rint {o|r | 0 € Galg(f)} = Sg. Tovdbbd, a 7.11. Tétel szerint,

Galg (f) = Sr = 5,.

Tekintsiik az f = 2° — 4z + 2 € Q[z] polinomot. A Schénemann-Eisenstein-
tétel szerint az f polinom irreducibilis.
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7. dbra: Az f = 2° — 42 + 2 € Q] polinom grafikonja.

A polinomnak pontosan 3 darab valés gyoke van, és az el6z6 tétel szerint
Galg(f) =2 Ss.

7.4 A Galois-elmélet f6tétele és alkalmazdasai

A Galois-elmélet f6tétele részleteiben irja le a fejezet elején bevezetett polaritast.
Az L|K véges testbGvitésre legyen

S(LIK)={H|H

FLIK)={M | K

Gal(L|K)},
M<L}.

NN

Ekkor (S(L|K); C) és (F(L|K); Q) részbenrendezett halmazok. Definidljuk a
® és T leképezéseket a kovetkezdképpen:

$: S(LIK) — F(LIK), Hw— @o(H),
I: F(L|K) — S(LIK), M — ~(M).

A ® és T leképezések a 7.1. és 7.2. Lemmadk, valamint a 7.4. Kovetkezmény
szerint joldefinidltak.

7.13. Tétel (A Galois-elmélet F6tétele). Legyen az LIK testbvités véges
Galois-bbvités. FEkkor teljesiilnek a kovetkezdk.

(a) A @ ésT leképezések rendezésfordito bijekcidk, melyek egymds inverzei.

(b) Bdrmely Hy C Hy részesoportjara Gal(L| K )-nak teljesiil, hogy [Hs : Hy| =
[®(Hy) : ©(H2)].

(¢) Az N < Gal(L|K) részcsoport pontosan akkor normdlis, ha a p(N)|K
bovités normdlis.

(d) Tegyiik fel, hogy N normdlis részcsoport az L|K bévités Galois-csoportjd-
ban, és legyen o € Gal(L|K). Ekkor o|,n) € Gal(p(N)|K), és a

Gal(L|K) — Gal(p(N)|K), o |,
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leképezés sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja N . fgy

Gal(p(N)|K) = G/N.

7.14. Példa. Legyen L = Q(v/2,i), és tekintsiik a Q(+/2,1)|Q bévitést. Mivel
L az x* —2 polinom felbontdsi teste Q felett, ezért az L|Q bévités Galois-bévités.
Felhaszndlva, hogy L = Q(v/2 + 1) és Mz 0= x® + 428 + 22* + 2822+ 1, az
addédik, hogy |Gal(L|Q)| = [L: Q] =8. A 7.11. Tétel szerint

Gal(L|Q) = Gal(L|Q)|r < Sa,

ahol R = {+/2,—+/2,iv/2,—iv/2} az 2* — 2 polinom (komplex) gyokeinek hal-
maza. Legyen o € Gal(L|Q). Ekkor

o(V2) € {V2,-V?2,iV2,—iV2} és a(i) € {i,—i},

mivel a Galois-csoport tetszéleges eleme a /2 €s i (generdld) elemeket minimdl-
polinomjuk egy-eqy gyokébe viszi.
Tekintsuk a Galois-csoport azon o, T elemeit, amelyekre

o(V2)=iv2,  o(i) =1,
T(V2) =iv2, (i) =—i

teljesil. Fkkor
o(iv2) = V2, o(-V2)=—-iV2, o(-iV2)= V2,

T(iV2) = V2, T1(—V2) = —iV2, 7T(-iv2)=-V2.
Azonositsuk a /2, iv/2, —v/2, —iv/2 gyokéket rendre az 1,2,3,4 egészekkel.
Ekkor olp = (1234), 7|gr = (12)(34), és

(o|lr,T|r) ={id, (1234),(13)(24),(1432),(12)(34),(24),(14)(23),(13)}.
Azaz | {o|r, T|R) | = 8 miatt
Galg(z* — 2) = Gal(L|Q) = (o|r, T|r) = Dy,

ahol Dy a négyzet szimmetriacsoportja.
Keressiink bdzist L-ben a Q(+/2)|Q negyedfoki és L|Q(~v/2) mdsodfoki bévi-
tések felhaszndldsdval. A Q feletti Q(~/2) vektortérnek bdzisa az

1, \4/57 (w)2:\/§7 (\4/5)3
vektorrendszer. A Q(v/2) feletti L vektortérnek pedig bdzisa az
1,14

vektorrendszer. fgy a Fokszdmtétel bizonyitdsdban latottak szerint L-nek mint
Q feletti vektortérnek bdzisa az

1, V2, V2, (V2)3,4, iv/2, iv2, i(V2)3. (9)



7.4 A GALOIS-ELMELET FOTETELE ES ALKALMAZASAT [41]

vektorrendszer. Hatdrozzuk meg a Galois-csoport H = (1) = {id, 7} részcso-
portjchoz tartozo fiztestet, azaz ®(H)-t. Legyen o az L test tetszéleges eleme,
és irjuk fel az a elemet a (9) bdzisban:

a=a+bV2+cV2+d(V2)® +ei+ fiv2+ giv2+ hi(V2)3,
ahol a,b,c,d,e, f,g,h € Q. Ekkor
T(a) = a+ fV2—cvV2 — h(V2)? — ei + biv2 + giv2 — di(V2)3.
Igy T(a) = a pontosan akkor teljesiil, ha
a=a, b= f, c= —c, d= —h,
e = —e, f=5 9=y, h=—d,
azaz
a=a+bV2+a(V2)? +bivV2 + giv2 — ai(V?2)?
=a+b(1+4)V2+d(1—i)(V2)® + giv2.
A fentiek szerint a H részcsoport dltal fizen hagyott résztest:
O(H) = {a+b(1 F)V2 4 ci(V2)? +d(1 — D)(V2)? | a,b,e,d € @}
= Q((1+9)v2,i(V2)?, (1 - )(V2)?)
=Q(V2+iv?2),

4 (V2 +iv2)?

mivel (1 —i)V/2 = —=————= és i(V/2)? = —————. A L|Q bovités kiz-
(-2 = gos (VD) : @

biilsé testei és a Gal(L|Q) Galois-csoport részcsoportjai hdldja a 8., illetve 9.

dbrdn ldthatdk. (A 8. dbrdn zolddel jelolt M kozbiilsé testekre az M|Q bbvités

normdlis, illetve a 9. dbrdn pirossal jelolt részcsoportok normdlosztdk.)

& =v2-iv2
€ =32 +iV2 Q

8. abra: A Q(i, v/2)|Q bévités kozbiilss testei.
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9. dbra: A Q(i, v/2)|Q bévités Galois-csoportjanak részcsoportjai.
7.15. Tétel. Az L|K algebrai bévités pontosan akkor egyszerd, ha véges sok
kozbiilso teste van.
7.16. Tétel. Ha az L|K blvités véges és szepardbilis, akkor egyszeri.

7.17. K6vetkezmény. Ha az L|K bdvités Galois-bbvités, akkor van olyan ir-
reducibilis f € K|x] polinom, amelynek felbontdsi teste L.
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HARMAD- ES NEGYEDFOKU POLINOMOK

8.1 Bovités radikalokkal

Tegyiik fel, hogy az L és K szamtestekre L|K teljesiil, és legyen 8 € L. Azt
mondjuk, hogy a # radikdl K felett, ha ™ € K valamely n € Nyp-ra. Azt
mondjuk, hogy az L|K b&vités radikdlbdvités, ha vannak az L|K b&vitésnek
olyan Ly, ..., L, kozbiils6 testei, amelyekre

L=Ly|Ly_1||L1|Lo = K

teljesiil és L; = L;_1(0;), ahol §; radikédl L;_; felett minden i-re (1 < i < r).

Legyen f € Klz]. Azt mondjuk, hogy f radikdlokkal megoldhaté, ha
van a K testnek olyan L radikalbévitése, amely felett az f polinom mar elsé-
foku polinomok szorzatdra bonthaté. Fontos megjegyezni, hogy az L test nem
feltétlentil felbontési teste f-nek.

8.2 A diszkriminans

Legyen f egy harmadfoku szeparabilis irreducibilis f6polinom a K szamtest fe-
lett. Ekkor az f polinom Galg(f) Galois-csoportja tranztivan hat a polinom
gyokeinek halmazan (az f polinom valamely felbontasi testében). Igy Galg (f)
izomorf az As vagy Ss csoportok valamelyikével. Vajon hogyan tudnank eldon-
teni, hogy melyikkel?

A fenti problémat el6szor altalanosabban vizsgdljuk meg. Legyen f egy

K feletti polinom, melynek gyokei oy, ..., a, (multiplicitdssal szdmolva) az f
polinom valamely L felbontési testében, valamint R = {aq,...,a,}. Legyen
0= H (Oéj — Oéi).
1<i<j<n

Ha f-nek van tobbszoros gyoke, akkor § = 0, kiilénben az f polinom szeparabilis
és § # 0. Ha o € Galg(f), akkor

o@)= J[ (o(ay)—o(a))=(-1)"s,

1<i<j<n

ahol sgn(o) a o permutdcié paritasa:

(o) +1, ha o péros,
sgn(o) =
& —1, ha o paratlan.

A kovetkez6 esetek lehetségesek:
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1. 6 = 0; ekkor az f polinomnak van t&bbszoros gyoke.

2. § € K\ {0}; ekkor § az f polinom Galois-csoportjanak fixtestében van,
azaz tetszbleges o € Galg (f)-ra

5 = 0'(5) = (_1)Sgn(o)5’

gy sgn(o) = +1. Ez pedig azt jelenti, hogy Galk (f) csak paros permutd-
ci6kat tartalmaz, azaz Gal(f|K) < A,.

3. § € K; ekkor ¢ nincs az f polinom Galois-csoportjanak fixtestében, igy
Galg (f) € A,. Masrészt, a A = §2 elemet Galg (f) minden eleme fixen
hagyja, {gy 22 — A a § elem K feletti minimalpolinomja és [K (§) : K| = 2.
Ekkor a Galg (f) N A, részcsoport indexe 2 a Galg (f) csoportban, mivel

Galk (f)/(Galg (f) N An) = (Galg (f)An)/An = Su/An = Cs.

Igy a Galois-elmélet Fététele szerint K (6) éppen a Galg (f) N A, részcso-
port fixteste, és Galg (f) N A, = Gal(L|K(9)).

A A = 62 elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik. Megjegyez-
zik, hogy ¢ fliigg a gyokok cimkézésétol, de A nem. A fentieket Osszefoglalva az
aldbbi tételt kapjuk.

8.1. Tétel. Legyen f a K szamtest feletti polinom, és legyen A az f polinom
diszkrimindnsa, valamint L az f polinom valamely felbontdsi teste.

(a) Ha A =0; ekkor az f polinomnak van tébbszéris gydke.
(b) Ha A #0 és A-nak van négyzetgyoke K-ban, akkor Galg (f) < A,.

(¢) Ha A-nak nincs négyzetgyoke K-ban; akkor van eqy § négyzetgyoke L-ben.
Galg (f) € Ay, és K(9) a Galg(f) N A, részcsoport fixteste.

A gyakorlatban ¢ és A értékét az alabbi determindnsok kiszamitasaval kap-
hatjuk meg:

1 1 1 n Ao Al
o Qs D YR VR A,
s=| o o o an | A=| A A Aupr |
anfl anfl L. an—l by by e A
1 2 n n—1 n 2n—2

=02 — Oy,

ap Q2

A= (ay— a1)2 = (a1 + a2)2 — 4oy = a% — 4ay.
Ha f = 23 + ag2? + a1 + ag, akkor

3 A X
A=A X A3 | =3 N\ — 3)\% — /\%)\4 + 2X1 A0 A3 — )\g
Ao Az Mg
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Legyen 01 = a1 + o + ag, 02 = a1 + asag + aza €s 03 = Q102013. Ekkor a
Viete-formulak szerint: 01 = —as, 02 = a1 és 03 = —agp. Igy

A1 =01 = —ag,

Ay = a% — 209 = a% — 2aq,

A3 = Uf — 30901 + 03 = —a% + 3a1a2 — 3aq,

M = 40301 + 0 — 40907 + 202 = a3 — 4ajas + 4aras + 202,
és

A = —4a3ag + a3a? + 18azarag — 4a3 — 27a?.

8.2. Példa. Tekintsiik az f = 2° — 422 +32+1 és g = 2 — 722 + 3z + 1
Q|[z]-beli polinomokat. Mivel az | és g polinomnak nincs raciondlis gyoke, ezért

irreducibilisek Q felett. Az f polinom diszkrimindnsa 49, ami négyzetelem Q-
ban, igy Galg(f) =2 As. A g polinom diszkrimindnsa 1300, ami nem négyzetelem

Q-ban, igy Galg(g) = Ss.
8.3 Harmadfoku polinomok
Legyen f egy harmadfoku irreducibilis f6polinom a K szamtest felett:

f= 22 + asx® + a1z + ag.

Tekintsiik az f polinom %-eltoltjit; legyen

9= "foas=(x— a2/3)3 +ag (x —ag/3)2 + a1 (x—az/3) +ap

x3—|— a—laz x—i—a—laa +3a3
1T 3™ 0 3Tt oyt

Ap=a;— %a% és q=ag— %alag + 2—27a§ jeloléseket bevezetve azt kapjuk, hogy

g=1"+pr+yq,

ahol a g € KJz| polinom is irreducibilis f6polinom. Legyen L a g € K]|x]
polinom egy felbontasi teste K felett, és legyenek aq, aa, a3 a g polinom gyokei
L-ben. A g polinom diszkrimindnsa A = —4p® —27¢>. Ekkor a 8.1. Tétel szerint
[L: K(0)] =3 és Gal(L|K(d)) = As.

1 3
Legyene = — 3 41— primitiv harmadik egységgyok, és bévitsiik az L testet
e-nal. Az L(e) testben tekintsiik a

8=m +6042+82043, Y=y + 29 + cas
elemeket. Ekkor az €3 = 1 és e +¢2 = —1 egyenldségeket és a a Viete-formuldkat
(0'1 =a1+as+az3 =0, 00 := a1+ asas +aza; =pés o3 = a1anag = —q)

felhasznalva azt kapjuk, hogy teljesiilnek a kovetkezok:
By = (0f — 302)°
= _3p7
53 + "/3 = 20% — 90901 + 2703
= —27q.
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Ezért 52 és v3 gyokei az 22 + 27qx — 27p? polinomnak, melynek gyokei

—27q+ /729¢> +108p> _ 27q N V—27(—4p3 — 27¢?)
2 2 2
27¢ 3
27¢ 3
=14 (241
5+ 52+ 1)5,

azaz 3°,7° € K (g, 9). Igy B8, € K (e, 9,), mivel v = —3p/B. Végiil,

/—:;
%(ﬁ-k”/) = %(2@1 + (e +e%) (a2 + as)) = o,
%(825 +ey) = %(2(12 + (e +%) (o + a3)) = as,
é(sﬁ +e%y) = é(2a3 + (e +e%) (a2 +a3)) = as.

8.3. Példa. Legyen f = x3 + 922 + 33z + 47 € Q[z]. Ekkor f irreducibilis és
fos=(x—3)24+9(x—3)2 +33(x — 3) + 47 = 2° + 62 + 2.

Legyen g = 23 +6x+2. Ekkor A = —972 = —22.35 és5 3%, 43 az 2% + 542 — 5832
polinom gyokei, melyek 54 és —108. Legyen = /54 = 3/2. Ekkor v =
—3-6/8 = —3V4, és a g polinom gyokei:

S+ =V3- Vi,

%(825“7) = w - ?(\S/ﬂ 4y,
%WHQW) = @ + ?(ﬁ/ﬂ V4.

fgy az [ polinom gyokei:
3/7 3
V- vi-s, Y2 5u VS i

Az f polinom Galois-csoportja Sz-mal izomorf.
8.4. Tétel (Casus Irreducibilis). Legyen f € Q[z]| olyan irreducibilis poli-
nom, amelynek minden gyoke valds. Ekkor f eqyik gydke sem irhato fel olyan
gyokkifejezésekkel, amelyeknél mindegyik gydkvonds a valés szamtestben marad.
8.4 Negyedfoki polinomok
Legyen f egy negyedfoku irreducibilis fépolinom a K szamtest felett:

f= zt+ a3x3 + asx® + a1z + agp.

as

Tekintsiik az f polinom %-eltoltjat; legyen

9= foaga=1a"+p2®+qz+re Kl
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ahol
3
p=a2—§a§,
1 1 4
q=—§a2a3—|—a1+§a3,
L 1 5 1 3 4
r= — — = — ——Qa.
an 16&2&3 4a1a3 256&3

A g € K[z] polinom is irreducibilis f6polinom. Legyen L a g € K[z] polinom egy
felbontasi teste K felett, és legyenek aq, as, a3, aq a g polinom gyokei L-ben. A
g polinom diszkriminansa:

A = 16p*r — 4p>¢® — 128pr? + 144pg>r — 27¢* + 25613,
Legyen G < Sy az f polinom Galois-csoportja. Mivel az
V ={id, (12)(34),(13)(24), (14)(23)}

részcsoport normalis részcsoportja Sy-nek, ezért H =V NG < G. Legyen M =
O(H).
El6szor az M testet hatarozzuk meg. Legyen
p=a1+ta, v=at+az, §=a+a.

Az a3 + as 