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1. fejezet

El6sz6

Az inga sz6 hallatdn t6bbségiink egy rudon fiiggd nehezékre asszocial, ame-
lyik az also ,holtpontja", szabatosabban mondva, az als6 egyensilyi helyzete
kozelében kis lengéseket végez. Ennek az eszkoznek a gyerekek altal nagy orom-
mel hasznélt modozata a hinta, melybe ilve el6bb-utébb mindegyikiik raérez
arra, hogy sajat testhelyzetének mozditasaval egyre nagyobb és nagyobb lengé-
seket képes végezni. Ha a strlodastol eltekintiink és a késébb pontositasra keriilg

linearis kozelitésre fokuszalunk, akkor a hinta mozgasat egy
i+ ft)x=0 (1.1)

alaku differencidlegyenlet irja le, ahol = z(t) a hinta szogkitérése a fligg6leges
irdnytol mérve pozitiv irdnyitas szerint, az 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyt
valasztva pozitiv forgasiranynak, f(t) : [0,00) — R pedig a hintazo f6l-le gug-
golo mozgasat magaba foglalé rész. Amennyiben ez az f fiiggvény periodikus,
akkor az (1.1) egyenletet Hill-egyenletnek hivjuk, G. W. Hill [21] cikke nyoméan.
Gyakori, hogy az (1.1)-beli f fiiggvényt specidlisan valasztjak: ha f(t) = cos(t),
akkor Mathieu-egyenletnek [30], ha pedig f(t) egy periodikus lépcssstiiggveny,
akkor Meissner-egyenletnek [31] nevezziik az (1.1) egyenletet.

A Hill-egyenletekkel kapcsolatos egyik f6 eredmény az tugynevezett oszcil-
lacios tétel [29, 32|, mely az adott differencialegyenlet periodikus megoldésai-
nak eloszlasarol szol. A [10] dolgozatunkban a klasszikus oszcillacios tétel egy
specialis esetét tudtuk megadni azaltal, hogy megkonstrudltuk az ott targyalt

differencialegyenlet periodikus megoldasait. Az (1.1) tipusiu egyenlet vizsgalata



igen aktiv volt korabban is és ma is, ezzel kapcsolatos cikkeket taldlunk B. Van

der Poltol [37] C. Simon [6] at egészen M. Leviig [5].

Ugyancsak a konnyed kikapcsolodas eszkozeként, elsGsorban artista triik-
ként ismert [3], hogy az ingét ,fejére allitva" egyensilyban lehet tartani a folsé
egyensilyi helyzetében is. Erre tobb lehetdség kinalkozik: gondoljunk csak az
orran soprit egyensulyozd artistira, esetleg az egyre elterjedtebb kozlekedési
eszkozre, a segway-re [2, 36]. Azt, hogy az inga f6ls6 egyenstlyi helyzetét a fol-
irdnyt rezegtetésével is stabilizalni lehet, els6ként A. Stephenson irta le 1908-
ban (34, 35]. A fols6 egyensilyi helyzet koriili mozgasokat lefro egyenletet teljes
részleteibe menGen 1951-ben megjelent cikkeiben P. L. Kapica vizsgalta [23, 24],
és azota gyakran Kapica-ingaként hivatkoznak erre a jelenségre. A Nobel-dijas
Kapica egy olyan matematikai-fizikai iskola tagja volt, melyhez hozzatartozott
példaul L. D. Landau és V. I. Arnold is. Nem meglep6 tehat, hogy 6k is fog-
lalkoztak az inga egyenstlyi helyzeteinek stabilitasi tulajdonsagaival [1, 25]. A
mér emlitett J. Moser tanitvany, M. Levi a hintazas probléméja mellett szintén
tobb dolgozataban tanulmanyozta a f6lsé egyensilyi helyzet stabilizalhatosagat
[26, 27, 28]. A [28]-ban Levi és szerz6tarsa &ltal elért eredményt az ott kozolt
modszer tovabbi pontositéasaval sikerilt élesiteniink, illetve altalanositanunk a
2014-ben kiadott [9] publikidcionkban. Témavezetém, Hatvani Laszlo 1998-ban
megjelent [16] cikkében olyan technikat mutat, melyet haszonnal lehet forgatni
az inga egyensilyi helyzeteinek vizsgalatan til, a mar emlitett periodikus meg-
oldasok foltérképezése soran is, igy a [11] dolgozatunkban sikeriilt a [10] cikkbeli

oszcillacios tétel ,forditott" ingara vonatkozé analogonjat megadni.

Disszertaciom az inga f6ls§ egyensulyi helyzetének stabilizalhatosagarol, il-
letve als6 egyensilyi helyzetének destabilizalhatosagarol szol, megadva az al-
kalmasan vélasztott és kés6bb részletezésre keriil6 paramétertartomanyokban
a stabil és instabil zénékat az azokat elvalaszté periodikus megoldasokbol allo
gorbék leirdsa segitségével. A disszertacio {6 eredménye, hogy eleminek mond-
hato vizsgalati eszk6z hasznalataval sikeriilt egy korabban megjelent eredményt
élesfteni és altaldnositani, illetve elkésziteni az tgynevezett stabilitasi térképet
a Floquet-elvre épiils, bonyolult szdmitasok hasznélata nélkiil. Ez azt is jelenti,

hogy a modszer alkalmas mélyebb matematikai ismeretekre tamaszkodé elmélet
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hasznalatanak athidalasara, segitve annak fokozatos megismerését, elsajatitasat.

Az értekezés a szerz6 kovetkezo publikacioin alapul:

e L. Csizmadia, L. Hatvani, An extension of the Levi-Weckesser method
to the stabilization of the inverted pendulum under gravity, Meccanica,

49(2014), 1091-1100.

e L. Csizmadia, L. Hatvani, On a linear model of swinging with a periodic

step function coefficient, Acta Sci. Math. (Szeged), 81(2015), 483-502.

e L. Csizmadia, L. Hatvani, On the existence of periodic motions of the

excited inverted pendulum by elementary methods (benyujtva).



2. fejezet

Bevezetés

Jolismert [1, 8], hogy a matematikai inga egy merev, elhanyagolhato tomegt,
[ hosszusagu radbol és a hozza rogzitett m tomegi tomegpontbdl all. Lényeges
eleme ennek az egyszerd rendszernek az az tugynevezett holonom kényszer, amit
az inga radjanak nyujthatatlanséga jelent: gondolatban helyezziik el az inga f6l-
fliggesztési pontjat a Descartes-féle derékszogi koordinata-rendszer origdjaba,
és a tomegpont koordinatai legyenek x1, 2. A kényszer matematikai alakja igy:
22+ 22 = [2. Ez pontosan azt jelenti, hogy a rid végére rogzitett tomegpont egy
l sugart korpalyan képes mozgést végezni. Ebbél viszont kénnyt latni, hogy a
rendszer egy szabadsagi fokt, hiszen a témegpont helyzetét minden idépillanat-
ban meg tudjuk mondani, ha megmondjuk, hogy egy jol valasztott irannyal -
legyen ez a fliggsleges, folfelé mutat6 - mekkora szoget (¢)) zar be az inga rudja.
A Kkoriilfordulési irdnyt akkor tekintjiik pozitivnak, ha az ellentétes az ora ja-
rasédnak iranyaval. Ha az ingara a gravitacion kiviil - a gravitacids gyorsulast g
jeloli - nem hat semmilyen més erd, tehat nincs strlédas sem, akkor a rendszer
Lagrange-fliggvénye, melyet a kinetikus és potencidlis energidk kiilonbségeként
kapunk:

2 . .
L:T—V:%zpumgzcosw, b = %.

Ennek segitségével folirhatjuk az Euler-Lagrange-egyenletet, azaz a mozgas-

egyenletet:

doL oL = - - _
aaTZ_)_%_ml P+ mglsiny = 0.
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Ebbdl pedig atalakitéssal nyerjiik, hogy
zﬁ+%sinw=0 (—00 < 1h < 00). (2.1)

Amint az a (2.1) egyenletbdl lathato, a rendszernek két egyensilyi helyzete van:
¥ =0 (mod 27), illetve ¢ = 7 (mod 27), amit rendre also, illetve £61s6 egyensi-
lyi helyzetnek hivunk. Az A. M. Ljapunov altal bevezetett stabilitasi fogalmak-
kal [32] élve azt mondhatjuk, hogy az also egyensilyi helyzet stabil, mig a fels§
instabil. A nemlinearis egyenletek els kozelitésben torténd stabilitasvizsgalata,
melyet elGszor Ljapunov irt le [31], azt jelenti, hogy az eredeti rendszert - szokas
perturbalt rendszernek nevezni - egy alkalmas, lineéris - perturbalatlan - rend-
szerrel kozelitjiik. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy az egyensulyi helyzetek kis
kornyezetében - jelolje ezeket rendre Uy és Uy - a (2.1) egyenletet linearizaljuk.
Ha ) € Uy, akkor sin® ~ 9, ha pedig ¢ € U, akkor siny) ~ —¢p+7m = —(¢p —m7).
Atmenetileg legyen 6 := 1) — 7, vagyis amikor ¢ = 7, akkor # = 0. Félirhatjuk
most mar az also, illetve f6ls6 egyenstulyi helyzet koriili ,kis" mozgéasokat leiro

linearis méasodrendti differencidlegyenleteinket:

zl}+%¢:o, é—%azo. (2.2)

A tovabbiakban nem fog félreértést okozni, ha a 6 helyett akkor is v jeldli az
egyenletben szerepld ismeretlent, amikor a f61s§ egyenstlyi helyzet koriili moz-
géasokrol beszéliink. Formalisan tehat a (2.2) egyenleteket egyetlen formuléval is
meg tudjuk adni:

&i%wza (2.3)
ahol a linearis tag elGjelének értelme a fontiek alapjan vilagos.

A hinta, illetve a Kapica-inga esetében a (2.3) egyenletben a ¢ egyiitthatoja
nem alland6, hanem egy periodikus fiiggvény. Mi azokat az eseteket vizsgaljuk,
amikor ez az egyiitthato egy periodikus lépcsésfiiggvény, és egy peridodus két
lépessbol all. A [16] publikdcioban bevezetett és a [17] publikacioban kifejtett
modszerrel az ilyen egyenleteket a kovetkezdképpen tudjuk vizsgalni. Amint azt

késébb latni fogjuk az altalunk vizsgalt mozgasegyenleteket formailag az
i +a’(t)z =0, a(t) :==ak, haty_1 <t <ty (keN) (2.4)

alaktra tudjuk hozni, ahol {axr}}2,, {tx}3>, pozitiv szamok olyan sorozatai,

melyekre t < tp+1 minden k € N esetén, limg_,oo tx = 00, és to := 0. A (2.4)



egyenletben az elGjel szerepe a (2.3) egyenlet alapjan érthets: amikor a hintazast
vizsgaljuk, tehéat az also egyensilyi helyzet koriili mozgasokat targyaljuk, akkor
+, amikor pedig a forditott ingat vizsgaljuk, tehat a folsé egyensulyi helyzet
kortili mozgéasokat tekintjiik, akkor az elgjel —. Az = : [0,00) — R a (2.4)
egy megoldasa, ha folytonosan differencidlhaté az [0, 00) intervallumon, és az
o, 1) Megszoritasa kétszer differencidlhato, tovabba kielégiti az egyenletet
minden k£ € N esetén. Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a (2.4) egyenlet
alakja: @ + a®(t)r = 0. Bevezetve az 0j y := i/a) allapothatérozot a (2.4)
egyenlet a

T =agy, Y= —aipT (tk,1 <t<tg ke N). (2.5)

2-dimenziés rendszerbe megy at. A (2.4) egyenlet x = z(t) megoldéasa deri-
valtjanak, @-nak folytonossagat garantalandoé elSirjuk a kovetkezd feltételeket:
xz(ty) = z(ty, — 0), z(tx) = @(tx — 0) (k € N), ahol f(t —0) az f fiiggvény bal

oldali hatarértéke a ¢ helyen. Ez a (2.5) rendszerre vetitve a kovetkezdket jelenti:

T = ary, y = —arpx (tk—l <t< tk),

(2.6)
o(ty) = x(ty — 0), y(tx) =

ak

y(tk —0)  (k€N).
Ak+1

Azt kaptuk tehat, hogy a (2.4) egyenlet ekvivalens egy olyan dinamikus rend-
szerrel, melynek sordn a t = t, (k € N) csatlakozasi pontokban egy impulziv
effektus torténik. A (2.6) rendszer viselkedését a fazistéren, azaz az (x,y) si-
kon is le tudjuk irni. Legyen xo,yo egy adott pont a fazistéren. Ekkor a (2.6)
hatasara a (2.5) z(to) = o, y(to) = yo kezdetiérték-feltételnek eleget tevs meg-
oldasnak megfelelGen a fazispont egy trajektorian mozog, amig tg < t < tq,
majd ¢t = t; —ben megtorténik az els6 impulziv hatés, ami egy y—tengellyel par-
huzamos, a1/as mértékd kontrakcié vagy dilatacio, s igy elérkezik az (x1,y1)
ponttal reprezentalt allapotba. Ezutéan Gjra a dinamika folytonos komponense
hat a fazispontra, vagyis az egy fazisgérbén mozog a t; < t < to intervallumon,
a t = ta—ben Gjra egy ,ugras", azaz egy as/as mértékd kontrakcio vagy dilata-
ci6 torténik, és bekertil az (z2,y2) allapotba. Innen a folyamat az eddigieknek
megfelelen ismétlédik az idGk végezetéig. Az emlitett trajektoria, fazisgorbe

alakja a (2.5) egyenletrendszerbdl kaphato. Vegyiik észre ugyanis, hogy a

Ho(z,y) = 2% + 1 (2.7)
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mennyiség a (2.5) rendszer egy elsé integralja. Ez azt jelenti, hogy a fazisgérbék
origo6 kozépponti, egymassal koncentrikus korivek. Azt mondjuk, hogy a (2.6)
rendszer folytonos része ,elliptikus (koézonséges) forgatas". Hasonloképpen ja-
runk el, amikor a (2.4) egyenlet alakja: & — a?(t)x = 0. Az y = @ /ay, bevezetése

azt eredményezi, hogy a (2.4) egyenlet a
& =ary, UY=apx (tg—1 <t <tg, keN).
rendszerbe transzformalodik. Ennek a rendszernek a
Hy(z,y) := 2% —y° (2.8)

egy els§ integralja. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben a fazisgérbék hiperbo-

lak. A megfelels impulziv dinamikus rendszer alakja tehat

:'E:aky, y:akx (tk—l §t<tk),

(2.9)
z(ty) = x(ty —0), y(ty) =

U ytr —0)  (keN).
QK41

A fontiek alapjan azt mondjuk, hogy (2.9) rendszer folytonos komponense ,hi-
perbolikus forgatas", lasd a 2.1 abrat. Tehat ebben az esetben a fazispont hi-
perbolakon mozog és a t = ti, (k € N) csatlakozasi pontokban y-tengely iranya

kontrakeio/dilatacio hat réa.

Vi

2.1. abra. Hiperbolikus és elliptikus forgas



3. fejezet

A hintazasrol

A hinta egy olyan inga, melynek hossza az id6ben valtozik: a hintazé hol
guggolo, hol kinyujtott testhelyzetet vesz f6l, azaz testének témegkdzéppont-
jat hol f6ljebb, hol lejjebb helyezve igyekszik a hinta alsé egyenstulyi helyzetét
destabilizalni. Ennek megfelel6en a hintdzas matematikai modellje a Beveze-
tésben ismertetett (2.3) egyenlet modositasaval kaphato. Arnold [1] mitivében
leirtak szerint, tegyiik f6l, hogy a hintazé hatasara a hinta hossza periodikusan

valtozik, azaz tekintsiik az

i+a’(t)z =0,
ay == lfg,ha T <t < (2k + 1)T,
a(t) ==
ap == li€7ha Qk+ )T <t< (2k+2)T, (k=0,1,...)

(3.1)
egyenletet, ahol a (2.3)-t6l eltérSen ¢ helyett x jeloli az inga rudjanak a fiig-
gblegessel bezart szogét, tovabbéa € > 0 az a paraméter, melynek segitségével a
hintézas intenzitaséat jellemezziik, T' > 0 a hinta hosszvaltozasénak fél periédu-
sa. A hintazéas problémajat a kovetkezdképpen lehet megfogalmazni: hatarozzuk
meg a (T,e) paramétersik instabil tartoményat, vagyis azon részét, ahonnan

valasztott paraméterértékekkel a (3.1) egyenlet = 0 megoldéasa instabil.
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3.1. Arnold nyoméan

3.1.1. A Floquet-elv

Egy periodikus egyiitthatos differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak sta-
bilitasvizsgalata rendszerint azt a mdédszert kéveti, melyet el6szor Floquet irt le
[8], és egy olyan koordinata-transzformaciot jelent, mellyel a valtozo egyiitthatos
rendszer konstans egyiitthatojava tehets. Ennek a konstans egyiitthatomatrix-
nak konnyedén szamithatoak a sajatértékei, melyekre sziikség van az analizis

sordn. Tekintsiik tehat az
z=A(t)xr, x€R" (3.2)

egyenletrendszert, ahol a t — A(t) 2T-periodikus matrixfiiggvény, ¢t € R. A (3.2)

rendszer alaprendszerének kanonikus elGallitasat adja meg a Floquet-tétel.

3.1. Tétel. Legyen ®(t) a (3.2) egy alapmdtriza. Ekkor létezik olyan 2T -periodi-
kus t — P(t) komplex mdtrizfiggvény és létezik egy olyan B konstans mdtriz,

hogy barmely t € R esetén

3.2. Megjegyzés. FElobbi tétel a valos esetre vonatkoztatva azt mondja, hogy
van olyan valds R konstans mdtrix és olyan 4T -periodikus t — Q(t) valds mdt-

rizfiigguény, hogy minden t € R esetén ®(t) = Q(t)e'E.

Ha a ®(t) alaprendszert gy valasztjuk, hogy ®(0) = E, ahol F az egységmatrix,
akkor az M = ®(T) = TP méatrixot monodrémidnak, monodrémia-métrixnak
nevezzilkk. A monodromia-matrix sajatértékei a rendszer ugynevezett karakte-
risztikus tényez6i. A p komplex szamot karakterisztikus kitevének (Floquet-
kitevének) hivjuk, ha A karakterisztikus tényezs és et? = \. Jol ismert [32],
hogy egy konstans egyiitthatés linearis rendszer megoldasainak stabilitasa azon
mulik, hogy az egyiitthatématrix sajatértékei hogyan helyezkednek el a komplex
sikon.

A kévetkezSkben kovetjiik Arnold [1] jegyzetében talalhato gondolatot, mely
a (3.2) rendszer ugynevezett erds stabilitasat adja meg.

A (3.2) linearis rendszer stabil, ha minden megoldasa korlatos, azaz van
olyan ¢ > 0 szam, hogy |®(t)| < ¢ barmely ¢ € (0,00) esetén, ahol |.| a matrix

normajat jelenti.
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3.3. Definicio. A (3.2) egyenlet er6sen stabil, ha van olyan e > 0, hogy az & =
B(t)z, B(t+T) = B(t) rendszer stabil foltéve, hogy |B(t) — A(t)| < e (t € R).

3.4. Definici6é. Egy M mdtriz, melyre det M = 1 stabil, ha minden k € Z
esetén van olyan ¢ > 0 szdm, hogy |M*| < c¢. Az M mdtriz erésen stabil, ha

minden hozzd kézeli N mdtriz, melyre det N = 1, stabil.

Az M és N matrixok tavolsdga a kiillonbségiik norméja. Bizonyitas nélkiil em-

litjiik a kovetkezd tételt.

3.5. Tétel. A (3.2) egyenlet akkor és csakis akkor stabil, illetve erdsen stabil,

ha a rendszer monodromia mdtriza stabil, illetve erdsen stabil.

Tekintstik most az
Z4+a(t)r=0, at+T)=uat), teR (3.3)

Hill-egyenletet. A Liouville-tétel [1] alapjan det M = det ®(T) = 1, ezért a
monodromia sajatértékeinek szorzata 1-gyel egyenld. Ezek utan, folirva a (3.3)

egyenlet karakterisztikus egyenletét kapjuk, hogy
AN —Tr&(T)A+det B(T) =\ — Tr &(T)A + 1 = 0. (3.4)

Fontebb mar emlitettiik, hogy példaul a [32] kotetben megtalalhato az a tétel,
mely a (3.2) rendszerek stabilitasarol szol. Ezzel a tétellel Osszevetve a (3.4)

egyenlet gyokeit adodik a kovetkezd allitas.

3.6. Tétel. Legyen ®(t) a (3.3) egyenlet azon alapmdtriza, melyre teljesiil, hogy
®(0) = E, ahol E a 2x2-es egységmdtriz. Ha |Tr ®(T)| < 2, akkor a (3.3) egyen-
let x = 0 megolddsa stabil. Tovdbbd, ha |Tr ®(T)| > 2, akkor a (3.3) egyenlet

x = 0 megolddsa instabil.

A 3.1 és a 3.2 abrék a tételben megfogalmazott eseteknek megfelelsen mutatjak

be a sajatértékek elhelyezkedését az origd koriili egységkoron.

3.1.2. A Floquet-elv hasznilata

Alkalmazzuk az el6z6 alfejezetben kimondottakat a (3.1) egyenletre. Rogzi-
tett e mellett az a(t) 1épesdstiiggvény, igy a (3.1) szakaszonként konstans egytitt-

hatos, emiatt a megoldasat explicite meg tudjuk adni. Ezeket a megoldasokat



3. A HINTAZASROL 11

1 X

an
-

3.1. abra. Erésen stabil monondrémia sajatértékei

dh)
Ny

3.2. abra. Instabil monodromia sajatértékei

agy keressiik, hogy az alaprendszer kielégitse az z(0) = 1,4(0) = 0, illetve az
2(0) = 0,£(0) = 1 foltételeket annak érdekében, hogy ®(0) = E teljesiiljon.
Ekkor a 2kT <t < (2k + 1)T intervallumokon

illetve a (2k 4+ 1)T < t < (2k + 2)T intervallumokon
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l
cos gt JFEsin gt
By (t) = Lte V.9 el 36
g . g g
— sin t cos t
l+¢ l+e¢ l+e¢

ahol k£ € N. A 3.6 tétel alkalmazasahoz fol kell irni a rendszer monodrémia
méatrixat, mely a (3.5) és (3.6) matrixok ¢ = T helyen vett értékeinek szorzata
adja [1]. Konnyd latni, hogy a monodromia e paramétertdl valo fiiggése miatt a
nyomara kirott feltétel tovabbi vizsgalata egyaltalan nem egyszeri, sorfejtéseken
alapulo becslésekre vezet. A részleteket illetGen ismét az [1] jegyzetre utalunk.
Célunk az, hogy pontos térképet adjunk meg elkeriilve a monodrémia matrix
folirasat, illetve annak nyoma vizsgalatat. Azt viszont nagyon lényeges megje-
gyezni, hogy a 3.6 tételbdl kévetkezik, hogy az instabilitasi tartomény hatarat
a |[Tr ®(T)| = 2 egyenlet irja le. Ez jelen esetben azt jelenti, hogy a karakte-
risztikus tényezdk - lévén valds szamok, amelyek szorzata 1 - vagy mindketten
1-gyel, vagy mindketten —1-gyel egyenlGek. Ebbé&l az kovetkezik, hogy az in-
stabilitasi tartomany hatara a (7, ¢) sik azon pontjaibol all, amely pontokhoz
tartozé megoldasok 27- vagy 4T-periodikusak, tekintve, hogy a (3.1) rendszer
egylitthatofiiggvénye 27T -periodikus. Ez utobbi gondolaton alapul az az eljarés,
melyet a [10] dolgozatunkban kozdltiink, és a kdvetkezs alfejezetben mutatunk

be.

3.2. Elemi aton

Ahogyan az el6z6 fejezet végén megjegyeztiik, mar egy igen egyszerd me-
chanikai modell vizsgéalatanal el6fordulhat, hogy az egyébként igen termékeny
Floquet-elmélet nehéz szamitasokba torkollik, ahogyan ezt a [8] miiben is meg-
jegyzi a szerzd. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a (3.1) egyenlettel model-
lezett hintazas problémajat elemi geometriai megfontolasok segitségével is meg
lehet oldani. Nevezetesen, megalkotjuk a (7, ¢) sik instabilitasi zonajanak haté-
rat jelent6 T = f(g), T = g(e) gorbéket, melyekrdl tudjuk, hogy pontjaik megfe-
lelnek a (3.1) egyenlet 27- vagy 4T-periodikus megoldasainak. Azt is megmutat-
juk, hogy f(e), g(¢) a ((k/2)(7+/1/g),0) (k € N) pontok valamelyikéhez konver-

galnak, amint € — 0. Ennek a ténynek van egy fontos gyakorlati jelentése. Ha
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minél kisebb energiabefektetéssel akarunk destabilizélni, illetve kis gyermeket
akarunk megtanitani hintazni (¢ > 0 kicsi), akkor a T' = (k/2)(w+/1/g), (k € N)

kritikus félperiédusok valamelyikét kell valasztani.

3.2.1. Technikai hattér

A destabilizélasi probléma megoldasanak elsé 1épéseként probéljunk olyan
feltételeket megadni, melyek garantaljak, hogy a (3.1) rendszer
t — (x(t;x0,%0), 2(t; o, o)) trajektoridja elindulva a fazissik egy P(zo, o)
pontjabol 2T id6 alatt visszatérjen a sik azon L egyenesére, mely Osszekoti a
(0,0) koordinataju origdt a P ponttal, vagyis (x(2T'; zo, <o), 2 (2T; xo, %0)) € L.
Egy ilyen trajektoria az origbhoz kozeledik, illetve tavolodik az origotol attol
fiiggGen, hogy (x(2T; g, &0), £(2T'; xo, o)) pont kozelebb, illetve tavolabb van
az origotol, mint az (xg, o) pont. Ha a két pont ugyanolyan tavol van az origo-
t6l, akkor a megoldas vagy 27-, vagy 47T -periodikus.

A Bevezetésben leirt modszerrel a (3.1) egyenlet a (2.6) alaka rendszerbe
transzformalhato. Szintén a Bevezetésben emlitetteknek megfelelGen a (2.6) di-
namikajanak lépései a fazissikon a kovetkezSképpen irhatoak le. A fazispont az
(20, y0) pontbol indulva egy origo kdzéppontta kor mentén mozogva egy (21,y1)
pontba keriil, majd egy ai/as > 1 meértéki dilatacio torténik az y-tengellyel
parhuzamosan, igy keriil egy (x2, y2) pontba. Ezutén ismét egy origo kézéppon-
t koriven mozog ((x3,ys)), majd ,ugrik" egy as/a; mértékd kontrakcioval, igy
keriilve az (x4,y4) pontba. Ezek a lépések egyméas utani végtelen ismétlése irja
le a fazispont mozgésat a fazissikon, lasd a 3.3 abrét.

A (2.6) impulziv rendszert az (z,y) sik egy diszkrét dinamikus rendszereként

is interpretalhatjuk. Vezessiik be ugyanis az (r, ¢) polarkoordinatékat a
T=Tcosp, y=rsing (r>0,—00 < <) (3.7)

formulakkal. Tudjuk, hogy r/(¢) = 0 (2.6) barmely megoldasa mentén minden

[tk—1,tr) intervallumban. Mivel
2/ (t) = —r(t)¢'(t) sin(t) = ary(t) = axr(t) sin p(t) (tp—1 <t < ty),

ezért kapjuk, hogy
o' (t) = —ag (te_1 <t <tp). (3.8)
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3.3. abra. A (3.1) rendszernek megfelels (2.6) dinamika lépései

Vagyis a (2.6) folytonos komponense egy aj sz0gsebességgel torténs, origéd koriili
egyenletes forgatas negativ iranyban. Jelolje az R(6), illetve a C(k) rendre a

forgatést, illetve az impulziv effektust megad6é méatrixot, tehat

cosf sinf
R(0) = (=00 < 0 < ),
—sinf cos6

1 O ak
C(k) = (k=—, 0< Kk < 00).
0 k Ok+1

Ekkor a (2.6) rendszerrel ekvivalens diszkrét dinamikus rendszer:

Tht1 ar, Tk
:C< “) R(ags1(trsr — tr)) (k=0,1,2,...).
Yht1 Qk+2 Yk

(3.9)
Tekintsiik ezt a (3.9) rendszert polarkoordinatakban. Jeldlje (rg,@r), illetve

(re,oc) = (plr,o; k), d(p; k) az (r,¢) pont képét rendre az R(f) forgatas,
illetve a C(x) kontrakcio-dilatacio soran. Azt konnyd latni, hogy rr(r,¢) =

r, or(r,¢) = ¢ — 0. Ezen feliil pedig

p(r,p; k) = Va2 + k2y? —r\/l 2 —1)sin’ o = f(psR)r,

\/1 2 1) sin? ¢, (k>0,—00 < ¢ < 0).
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Szintén konnyt észrevenni, hogy tan ¢(p; k) = ky/x = ktang (x # 0), azaz

T
P35
arctan(k tan ) +

-m, hap# (2k+1)

)

P(p; k) =

®, ha o= (2k+1)—, (k€Z),

o oY

ahol [z] jeloli az © € R szam egészrészét. Ezek alapjan a (2.6) polarkoordina-

takban a kovetkezs alaku:

Q41
Tht1 = [ <<,0k — g1 (thg1 — ) ) Tk,
Ak+2

(k=0,1,2,...). (3.10)

ag
Prt1 =0 (sﬁk — a1 (b1 — tr); +1) ;
Af4-2
Az f és ¢ fliggvények tulajdonsagait a kévetkezd lemma foglalja 6ssze. A lemma

bizonyitasat megtalaljuk a [17] cikkben.

3.7. Lemma. 1. Bdrmely k > 0 esetén az f(;k) : R = (0,00) figguény pdros
és m-periodikus, tovdbbd

f (¢(<p; K); i) S (p€R)

flp; k)
(lasd a 3.4 dbrdt).
2. Barmely k > 0 esetén a ¢(-; k) és a ¢(-+7/2; k) — /2 fiiggvény pdratlan,
O+ kmik) = ¢(; k) + kr (k € Z), valamint

¢ ((b(% K); i) =¢ (p€R).

3. Ha 0 < k < 1, akkor minden k € Z esetén

T

27
. s T

ooy k) > @ if 2k + 1)5 << 2(k+ 1)5

d(p;K) <@ if2kg<<p<(2k+l)

4. Ha k > 1, akkor a ¢(p; k) és ¢ kozdtti reldciok ellentétes irdnyban érvé-

nyesek (ldisd a 3.5 dbrdt).

3.2.2. Periodikus, origéhoz koézeledé és origotol tavolodo
palyak
Annak érdekében, hogy tetszéleges 2T gerjesztési peridodus esetén ugyan-

az (2L) legyen az egyenlet periodusa, vezessiik be a 7 = (L/T)t 4j fiiggetlen
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f(g; k)

1.5

0.5

1 L @
=277 -7 0 7T 27T
3.4. abra. Az f fiiggvény grafikonja
P(p; k)
6
4l =3
[ k=1/3
2L
L 1 1 1 1 1 1 J (p
o s -7 - T T s 2m
2 [ 2 2
2L
4
6l

3.5. abra. A ¢ fiiggvény grafikonja

valtozot. Az 0j és a régi fliggs valtozod kapcesolatat ekkor a z(7) := «((T/L)71)
Osszefiiggés irja le, és a mozgasegyenlet az

54+ A%(1)2 =0,

(3.11)
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alakot olti, ahol

o ha2kL <7< (2k+ 1)L

Nem fog félreértésekre vezetni, ha visszatériink a megszokott jeloléseinkre: ¢ a
7 helyett és x, & a z, 2 helyett. Bevezetve a A\ := T/L paramétert, a (3.11)

egyenlet a kovetkez6 alakban irhato:

&+ AQ(t)r =0, (3.12)
a? =a3(e) = é, ha 2kL <t< (2k+ 1)L,
Q) =
a2 = a(e) == Hg_g, ha (2k+1)L<t<(2k+2)L (keN).
Legyen
ty == ]{JL, a2k 41 = /\(117 a2k 42 ‘= Aag (]C S N),
D := ﬂ, d:= a2
a9 al

Ezzel a valasztassal a (3.12) egyenletet (2.4) alakdra hoztuk. A (3.9) dinamikus

rendszernek megfelel$ rendszer az x, y := @y /ay valtozokkal:

X X
20+1 _ C(D)R(Aa1 L) 20 7
Yor+1 Yor ( )
3.13
X X
) 2 cdRMaL) | T (1 €N).
Y2042 Y2041

Tekintstik rendszertinket a (3.7) altal definialt polarkoordinatakban. A to = 0
id6pillanatban inditsunk el egy trajektoriat az (ro, o) pontbol. Ekkor a dina-

mika fontebb leirt 1épéseit a kdvetkez6 modon tudjuk megadni:

ro := r(0), =(0) (mod 27), -7 < @y < T
r1:=1(L = 0)(= ro), ©1 =<P(L 0);

ro:=r(L) = f(p1;D)r1,  p2:=¢(L) = ¢(p1;D);

rg :=r(2L = 0)(=r2), @3 := (2L - 0);

ra:=7(2L) = f(ps;d)rs, 1= @(2L) = ¢(p3;d).
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Az indexelés eltérs a (3.10)-hez és a (3.13)-hoz képest, lasd a 3.3 abrat. A
Q@ figgvény periodicitiasa miatt elegendd az els6 6t pontot megadni, a tobbi
magatol értetddik.

Ahogyan korabban utaltunk ra, olyan megoldasoknak megfelels fazisgérbé-
ket frunk le, melyek egy adott pontbdél indulva visszatérnek az adott pontot az
origdval Osszekots egyenesre. Ennek felel meg az alabb definialt, tgynevezett
szogperiodikus megoldas, ami azt fejezi ki, hogy az (r, ) megoldas koordinatai
koziil a ¢ szogvaltozo periodikus modulé 27, (lasd a 3.6 abrat) , illetve modu-
16 4, azaz ¢(t) = @(t + 2L) (mod 2m), illetve p(t) = o(t + 2L) (mod 47), a

radiusz pedig tetszdleges lehet.

3.8. Definici6. A (3.13) rendszer egy megolddsdrdl azt mondjuk, hogy 27 mo-

dulusi szogperiodikus, illetve 4w modulusi szégperiodikus, ha

p(2L) = ¢ (mod 2m), idlletve @(2L) =¢o —7 (mod 2m).

®
o(to) \
2N
o(to+2L) J
t
to to+ L to+ 2L to+4L
o(to +4L)

3.6. abra. (t) 2 modulust szogperiodikus esetben

3.9. Definicio. A (3.13) egy 27 modulusd, vagy 4m modulusi szégperiodikus
megolddsdt (origohoz) kozeleddnek, illetve (az origotol) tavolodonak (lasd a 3.7
abrat) mondunk, ha

rq < T, illetve T4 > 1.
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oy

g Y

3.7. abra. A (3.13) dinamika els§ négy lépése origotol tavolodo, 2m modulusi

szogperiodikus megoldés esetén

Ezek alapjan a (3.13) rendszer egy megoldéasa 2 L-periodikus, illetve 4 L-periodikus
pontosan akkor, ha szégperiodikus 2, illetve 47 modulussal és r4 = rq, lasd a

3.8 abrat.

o |

= (7“47 <P4)

(7‘37 <.03)

3.8. abra. A (3.13) dinamika els6 négy lépése 2L-periodikus megoldas esetén
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A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy a (3.13) egyenletnek milyen sziikséges
és elegendd foltételek mellett 1étezik szogperiodikus, illetve periodikus megolda-
sa, illetve milyen feltételekkel tudjuk garantalni az origotél tavolodd megoldas

létét. Mindezek alapjat képezi a kovetkezd lemma.

3.10. Lemma. 1. A (3.13) egy szdgperiodikus megolddsa az origéhoz kizeledd,

illetve az origdtol tdvolodd akkor és csakis akkor, ha

(@13 D) < f(po; D), illetve f (p1;D) > f(po; D).

2. A (3.13) 27, illetve 4w modulusi szdogperiodikus megolddsa periodikus 2L,

illetve 4L periddussal akkor és csakis akkor, ha

f(p1;D) = f(p0; D).

Bizonyitas. Tekintsiik a (3.13) egy 27 modulust szogperiodikus megoldasat.
Ekkor ¢4 = o — 2(p + 1) valamely p € N esetén. A 3.7 lemma &llitasait

hasznalva azt irhatjuk, hogy

03 =0""(pa;d) = ¢ (0o —2(p+ 1)m; D) = ¢ (po; D) —2(p+ )7 (3.14)

és
ry = f(ps;d)rs = f(d(wo; D);d)rs = f(tp;;D)rg - ;EZ;;g;TO

A lemma mindharom, 27 modulusi szogperiodikus megoldéasra vonatkozo 4lli-

tasat ezekbdl konnyen le tudjuk olvasni.
A 47 modulusi esetben ¢y = g — (2p + 1)7 (p € N), ugyanakkor konnyti

latni, hogy ez a bizonyitast nem befolyasolja. [ |

A 3.10 lemma azt mondja ki tehat, hogy a ¢y és a ¢ egyértelmiien meg-
hatarozza a szog-periodikus trajektoria mentén mozgd fazispontnak az origdtol
vett tavolsagat, amely tavolsig vagy nullaba tart vagy a végtelenbe divergal
vagy periodikusan valtozik, ha t — oco. A (g, 1) sik pontjait osztalyozzuk
ennek a harom tulajdonsagnak megfelelen. Tekintsiik e célbol a (g, p1) sik
0 <o < m,p1 < g feltételeknek eleget tevs részhalmazat, ahol az elsG foltétel
abbol adodik, hogy a fazispont koriveket fut be, igy a szimmetria miatt elegends
a fols6 felkort vizsgélni, a mésodik relacio pedig a dinamikabdl kaphat6, hiszen

tudjuk, hogy a sz0g csokken az origd koriili forgatas sordn. Kihasznélva az f
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fliggvény tulajdonsagait, melyeket a 3.7 lemmaban soroltunk fol, kénnyd latni,
hogy az f(p1; D) = f(vo; D) egyenléséget mindazon pontok teljesitik, melyek

rajta vannak azokon az egyeneseken, melyek egyenlete:
Y1 =0 — JT, p1=(m—¢o) —jm  (jEN),

lasd a 3.9 és 3.10 abrakat.

Yy
e a o R ¢
|
|
|
! ®
5l T oe=w—m ) er=-¢ ° ©0 /2 T
3.9. abra. Az f(p1; D) = f(po; D) megoldasai 0 < ¢ < 7/2 esetén
b
m
i ~ —X I ~ e I
| | |
| | |
| | I
| | L@
'3”/2 —T|' 'TT/Z Q1= —T 0 Y1 =T—¢ TT/2 ©o m

3.10. abra. Az f(p1; D) = f(po; D) megoldasai 7/2 < @9 < 7 esetén

Az f(p1;D) > f(po; D) egyenlbtlenség megoldashalmazat megad6 inter-
vallumok, melyek a 3.9 és a 3.10 abrakrol leolvashatoak, és azokon tele fekete

pontokkal vannak megjelolve, a kovetkezs két tipus valamelyikébdl allnak:
(a) 0< g0 < 5 :

wo—(J+1)T <1 < —po—jn (jeEN),

(b)

— < <7
@ :
9 = 0

—po— (J—1)m <1 <o <po—jr (jeN)
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(lasd a 3.11 abra satirozott részét). Az f(p1; D) < f(po; D) egyenlStlenség
megoldashalmazat megado intervallumokat, melyeket a 3.9 és a 3.10 abrakrol
szintén leolvashatunk, és iires karikaval jeloltiink, a kévetkezSk hatérozzak meg

(a 3.11 abra nem satirozott része):

(a)0§<p0<g:

—po —jr <1 <o —jm (jEN),

(b)

— < <7
© :
2~ 0

po—(J+)r <o <—po—(—Lm (jEN).

(pl
A @

_n:--T-O é>|: (pl =_(.PO+Y
P =_P _N-Y} e m
[ Dot
200 OB =-% N

3.11. abra. A 3.10 lemmaban foglalt egyenl6tlenségek megoldashalmazai

A (3.8) egyenlet figyelembe vételével irhatjuk, hogy
1 — o = —a1AL, 3 — g = —azAL. (3.15)

A (3.15) els6 egyenldségét a 3.10 lemmaval Gsszevetve a kévetkezdket allithat-
juk. Adott aq és A mellett a 2L- vagy a 4L-periodikus megoldast egyértelmii-
en meghatarozza a gy értéke, nevezetesen a megoldas 2L-periodikus vagy 4L-

periodikus, ha vagy
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() a1 A— egész és ¢ tetszoleges,
T
vagy
(8) a1 A— nem egész, és vagy
v
L7
(a) po = {al/\;}g
vagy (3.16)

() o= ({aA 2} + )7,

ahol {¢} a £ € R tortrészét jeloli. Ugyancsak a (3.15) és a 3.10 lemma segitségével

bizonyithat6 a kovetkezd lemma [10].

3.11. Lemma. 1. A (3.13) egy megolddsa szégperiodikus 2 modulussal ponto-

san akkor, ha van olyan p € N szdm, melyre
¢ (po; D) — ¢ (po — a1 AL; D) — 2(p + 1)m = —agAL. (3.17)

2. A (3.13) egy megolddsa szdgperiodikus 4w modulussal pontosan akkor, ha

van olyan p € N szam, melyre
¢ (¢0; D) — ¢ (o — a1AL; D) — (2p + 1)m = —az A L. (3.18)
Bizonyitas. Sziikségesség. 1. A dinamika és a (3.14) ismeretében irhatjuk, hogy

w2 =¢(p1;D),  p3=0(po; D) —2(p+ 1)m. (3.19)

Figyelembe véve (3.15) egyenlGséget kapjuk a (3.17) kifejezést.
2. Ahogyan a 3.10 lemma bizonyitasa soran emlitettiik, a 47 modulusu eset-

ben
w2 = ¢ (p1: D), w3 = ¢ (po; D) — (2p+ 1)m

egyenlGségek teljesiilnek a (3.19) helyett. Ekkor a (3.15) folhasznalaséval a (3.18)
formulahoz jutunk.

Elegenddség. 1. Tegyiik 6], hogy (3.17) teljesiil. Ekkor a (3.15) masodik
egyenlGségét figyelembe véve kapjuk

03 = P2 — AL = ¢ (9o — a1 AL; D) — aoAL = ¢ (po; D) — 2(p + 1)7.
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Kovetkezésképpen

1= ¢ (p3;d) = ¢ (¢ (po; D);d) =2(p+1)m = o —2(p+ 1) = o (mod 27),

vagyis a megoldés szogperiodikus 27 modulussal.

2. Ha a (3.18) teljesiil, akkor az el6bbihez hasonlo szamolas adja, hogy

¢3 = ¢(po; D) — (2p + 1),
pa=wo— (2p+1)m =g —7m (mod 2m),
tehat a megoldas 47 modulusi szégperiodikus.

Ha a pp-ra vonatkozo (3.16) kifejezést beirnank a (3.17) vagy (3.18) Gsszefiig-
gésekbe, akkor azonnal adddna sziikséges és elegendd foltétel a (3.13) egyenlet
periodikus megoldasanak létére. Ennél tébbet oldunk meg: az origbhoz kozeledd,
illetve attol tavolodd megoldasok létezésére keresiink olyan foltételeket, amelyek
specialis eseteként elGallnak a periodikus megoldasok meglétét garantalo folté-
telek. Mivel a hintazas problémaja all témank fokuszaban, ezért elsGsorban az
orig6tol tavolodd megoldasokra vonatkozd gondolatokat fejtjiik ki részletesen.

Tekintsiik e célbol a 3.11 abra satirozott részének pontjait. Rogzitsiink egy
v € (0,7) szamot és tekintsiik a tavolodé megoldasok koziil azokat, melyek

(¢o0, p1) pontjai az alabbi szakaszra esnek

. 7T .
(a) @1=—po—v—jm (0<wo<§—%;J€N)- (3.20)
Rogzitsiik ay és A > 0 értékét (azaz T > 0 és e > 0 értékeit) a (3.13) rendszerben
ugy, hogy a1 A\L/m ¢ Z. A (3.15) els6 egyenlGségébdl latszik, hogy ekkor a (3.20)
szakasz csak a j = [aiAL/7] vélasztéssal adhat origotol tavolodé megoldast.
Ekkor a pont abszcisszajara azt kapjuk, hogy

L\~
$o = {alAﬂ_} 5 — % (321)

Elgszor 2 modulust orig6tol tavolodd megoldasokat keresiink, ezért a (3.21)

kifejezést helyettesitsiik be a (3.17)-ba. Ekkor

(ot 30) oot

2(p+ 1)m — a9 AL.

o2

D)+ |arZ|n—

™

Az [ay AL /7] paritasatol fiiggben két esetet tudunk megkiilonboztetni.
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(1) [a1AL/7] =2m (m € Z). Ekkor

(3.22)

(2) [a1AL/7] =2m—1 (m € Z). Ebben az esetben a (3.22)-hez hasonlé szamolas

végeredményeként a kovetkezs kifejezést kapjuk:

Ln v T Lm v T
¢><(a1)\7r22>+2,D)+¢<<a1AW2+2>+27D) .

Azt kaptuk tehat, hogy ha van egy a (3.20) szakaszhoz tartozo 2r modulusi
tavolodo megoldas, akkor - bevezetve a p := a; AL/2 jelolést - teljesiil a
g v
—¢ (u— *;D> —¢>(u+7;D

2 2 ) a2
D= -2
3 +(+ )7 ot

(3.23)

feltétel, amikor [a1 AL /7] péros, és a

(zo((e-3)+5:0) +5)+ (o((u+3)+50)+3)
2 (3.24)
(p+1)m = Z—ju feltétel, amikor [a3 AL /7] paratlan.

Ugyanezen szamolasokat a

. ™ .
(b) ¢1=—po+v—(j—r (§+%<<po<ﬂ;jeN) (3.25)

szakaszra vonatkozoban elvégezve, a

L Ty
= — 1 p— —
Yo ({al)\ﬂ}—k > 2+27

kiindulo allapot valasztasaval azt kapjuk, hogy ha van egy 27 modulusi, a (3.25)
szakaszhoz tartozo szégperiodikus megoldas, akkor a
2)+5i0) )+ (e((u+3)+5:0)+3)
_ _ Z.D Z _ ! Z.D i
(¢<(“ o) TaiP) o) Felwtg)+5iP)+3 N
2 (3.26)
(p+1)m = %u teljestil, ha [ay AL /7] paros, és a
ay

2
5 @ (3.27)
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teljesiil, ha [a; AL/7] paratlan.
Amennyiben periodikus megoldast keresiink, akkor a (3.23)-(3.24) és (3.26)-
(3.27) formulakban a v = 0 valasztassal kell élniink. Ezzel egytitt, a periodikus

megoldasok foltérképezése soran tekintetbe kell venni a
€ wr=po—(G+r  (0<po<mjeN).

szakasz pontjait is. A (3.15) elsd egyenlSségébdl adodik, hogy a1 AL/m = j + 1,
azaz a1 AL/m > 1 egész szam, és ¢ tetszoleges, vagyis 3.11 lemmabeli (3.17)

feltétel a kovetkezs alakot Olti:

a
—p+(p+1r = —p,
ai

amely egybeesik a (3.23)-(3.24), illetve a (3.26)-(3.27) foltételekkel a v = 0
vélasztassal.
Megfogalmazhatjuk tehéat, hogy milyen foltételek mellett van 2L-periodikus

megoldas.

3.12. Lemma. Legyen adott a1, az, \. A (3.13) rendszernek pontosan akkor

van 2L-periodikus megolddsa, ha vagy

L al L
— - — r = — 2
¢(a1>\2,a2>+(p+ ) a2/\2 (3.28)
vagy
L ™ a T L
— — 4+ = — — r = — 2
¢(a1A2+2,a2)+2+(p+ ) a2/\2 (3.29)

valamely p € N szamra.

Bizonyitas. Sziikségesség. A lemma kimondasa el6tt leirtakbol vilagosan lat-
szodik.
FElegenddség. Tegytik 61, hogy (3.28) teljesiil. Ha a1 AL/7m ¢ Z és [ai AL /7]

L w
Yo = {al)\} —.
T) 2

Azt kell megvizsgalnunk, hogy a 27 modulusta szégperiodikus megoldést ga-

rantalo (3.17) kifejezés és a f (p1;D) = f(po; D) foltétel teljesiil-e. A (3.28)

péros, akkor legyen
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formulabdl kiindulva a kévetkezét irhatjuk

¢ (po; D) — ¢ (po — a1 AL; D) = ¢ ({aﬁ\i} g;D) -

¢ <{al>\7€} g - 2a1)\i72T;D> = (qb (al)\g;D) - [al)\i} 72r> -

(QS <a1)\§; D> — {al)\i] 72T> =2(p+ 1)m — ax AL,

azaz a 3.11 lemmabeli (3.17) teljesiil, ami azt jelenti, hogy a megoldas szogpe-

riodikus 27 modulussal. Masfelsl, a (3.15) els6 egyenletébdl

L L L L
Y1 = Yo — al/\L = a1>\* z — 20,1)\*E = — al)\— E — al)\— ™=
T) 2 T2 mT) 2 m
L
— g — {al)\} ,
™

tehat teljesiil, hogy f (¢1; D) = f (po; D), azaz a megoldas 2L-periodikus.
L
Ha a1 A\L/7m ¢ Z és [al /\] paratlan, akkor legyen
T

o= (i) )3

Az el6z6 szamolashoz hasonléan adodik, hogy

¢ (po; D) — ¢ (po — arAL; D) = ¢ (({al/\i} + 1) ;T;D> -

o(({arz} 1) 5 —2anifin) =o(arlfin) -
Q 2 2 T2
+ L T
2

=2(p+ 1)m — a2 AL,

vagyis a megoldas szogperiodikus 27 modulussal. Tovabbé,

L L L
p1 =0 — AL = aA—p+1 z—2CL1/\—E:— AL A—
s 2 T2 s

] )3 (2] )

tehat a 3.11 és a 3.10 lemmak alapjan a megoldéas 2L-periodikus.
Végiil, ha a1 AL/m € Z, akkor ¢ tetszoleges, és ekkor

¢ (po; D) — ¢ (po — arAL; D) = a1 AL = 2(p + 1)m — azAL,
igy a megoldas 27 modulusi szogperiodikus. Mivel

J(p1;D) = f (po — a1 AL; D) = f (po; D),
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ezért a megoldéas 2L-periodikus.

A (3.29) foltétel bizonyitasa hasonlo. [ |

3.13. Lemma. Legyen adott a1, az, \. A (3.13) rendszernek pontosan akkor

van 4L-periodikus megolddsa, ha vagy

L 1 L
— —: D — = — .
¢<a1/\2, >+<p+2>7r a2/\2 (3.30)
vagy
L =« T 1 L

valamely p € N szdmra.

Bizonyitas. A 47 modulust esetben ¢4 = o — (2p + 1)7 f6ltevéssel éliink,
amibdl azt kapjuk, hogy w3 = ¢(po; D) — (2p + 1)w. Tehat a (3.17) és (3.18)
foltételekben —(2p + 1) szerepel a —2(p + 1) helyett. Ezzel a valtoztatassal a
3.12 lemma a 3.13 lemmabeli foltételeket adja. [ ]

Ezek alapjan megfogalmazzuk az eredeti, (3.1) egyenlet periodikus megol-

désa létezését garantalo tételiinket.

3.14. Tétel. Bdrmely ¢ > 0 esetén van olyan {Tj(e)}72 ,, illetve {Tk(s)}i‘;l
sorozat, hogy a (3.1) egyenletnek a T = Ty(e) vdlasztdssal 2T} (e)-periodikus,

illetve a T = Ty,(¢) vdlasztdssal ATy, (¢)-periodikus megolddsa van. Tovdbbd,

0<T1STQ<T1§T2<T3§T4<...; lim T} = oo, (332)

(+3)
(+5)

Bizonyitas. A (3.1) egyenletnek pontosan akkor van 27-, illetve 4T-periodikus

és

DN =

e—0+0

lim 2T5,4q(e) = EE&O 2Ty 40(e) = (2p+2) (

N | =

EE%JI}rO 2T2p+1(5) - EEIOI}FO 2T2p+2 (5) N (2p i 1) (

teljesiil minden p € N esetén.

megoldasa, amikor a (3.13) rendszernek 2L-, illetve 4L-periodikus megoldasa.
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Emiatt hasznalhatjuk az el6bb kimondott 3.12 és 3.13 lemmakat. Bevezetiink

két kifejezést az attekinthetébb targyalas kedvéért.

Fy(p) == —¢(u; D) + (p+ 1),

Gplu)i= (=0 (n+5:D) +3) + b+ D7 (peN),

ahol p := a1 AL/2. Barmely p esetén az F, és a G, fiiggvények szigortan mo-
noton csokkendk, igy az F,(u) = (az/a1)p, és Gp(u) = (az/a1)p egyenleteknek
pontosan egy megoldasa van minden ((p+1)7/2, (p+1)7) intervallumban (lasd a
3.12 abrat); ezeket piop1 < flopto jeloli. Hasonloan, az Fy,(p) — /2 = (az/a1)u,
és Gp(pn) — /2 = (az/a1)p egyenletek egyértelmd megoldasait jelolje fiopy1 <
fiop+2- Ekkor teljesiil, hogy

O<pg <pio<pr <po<pizs <y <ps<pg<... (333)

Az e — 0 hataratmenetet a (3.28)-(3.29) és a (3.30)-(3.31) kifejezésekben elvé-
gezve kapjuk, hogy

Ao parer(€) = D g sapra(®) = (41

)
lim iaps1(e) = lim apea(e) = (43 ) (5)
EJ$ON2p+1 € 7€ﬁ1g}r0ﬂ2p+2 =P 2 2/

A
l—e¢ ~ l—e_
Ti(e) =2 pi(e)s  Ti(e) =2 1k (€)
g g
valasztassal a bizonyitas teljes. [ ]

A 3.14 tétel a klasszikus oszcillacios tétel [29] (3.13) rendszerre vonatkozo
speciélis esete. Azt mindenképp érdemes meggondolni, hogy miutan mi meg-
konstrualtuk a periodikus megoldéasokat, ezért az oszcillacids tételben megfogal-
mazott allitdsokat kozvetleniil ezekbdl nyertiik. A 3.12-3.13 lemmakbol a (3.1)
egyenlet periodikus megoldasainak egy masik nevezetes probléméajara [22] is va-
laszt tudunk adni, tudniillik, amikor \ kétszeres gyoke a karakterisztikus egyen-
letnek, és igy az alaprendszert alkotdé megoldasai mindketten periodikusak, s igy
minden megoldas periodikus. A (3.1) egyenletnek pontosan akkor van két, line-
aris fiiggetlen 2 L-periodikus, illetve 4 L-periodikus megoldasa, ha mind a (3.28),
mind a (3.29), illetve mind a (3.30), mind a (3.31) teljesiil ugyanarra a p-re és

A-ra.
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y
e Fa(w)
Ga(v)
a
27T F7(//) —2*/[/
as
G1(w)
- Jolw)
Go(v)
0 ‘ ‘ ‘ M
0 72—T 7T 377T 27T 52—” 37T

3.12. abra. Az F), és a G), fiiggvények grafikonjai (I =2, ¢ = 1.2)

3.15. Kovetkezmény. Legyen adott T és e. Ha as/a; = /(I —¢€)/(l +¢€) ra-

l—e m
= — :1
”l+ - (m,n €N, (m,n) ),

akkor minden € > 0 esetén megszdmldlhatd sok T létezik 1igy, hogy (3.1) egyenlet

ciondlis, azaz

minden megolddsa vagy 2T -periodikus vagy 4T -periodikus. Még pontosabban, ha

T
’/li]g;:jn és  j(m+n) pdros,
T
lg — =gjn és j(m+n) pdratlan
Vi—em

valamely j € N szdmra, akkor a (3.1) egyenlet dsszes megolddsa 2T -periodikus,

illetve

illetve 4T -periodikus.

A (3.20)-(3.27) szamolasokbdl és a 3.12 lemma bizonyitasdban latottakbol

azonnal adodik az origotdl tavolodd megoldésok 1étezésére vonatkozo allitas.
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3.16. Lemma. Legyen adva ay, as és A. Ekkor a (3.13) rendszernek akkor és
csakis akkor van 2w modulusi szégperiodikus, origotdl tdvolodd megolddsa, ha

van olyan v € (0,7), hogy

ol j0) - (e+ )

5 -|-(p—|—1)7‘r=z%ﬂ7
vagy
Colbmgego)eg) e Colir o 30)03) oy

valamely p € N szdmra.

3.17. Lemma. Legyen adva ay, ay és A. Ekkor a (3.13) rendszernek akkor és
csakis akkor van 4w modulusi szogperiodikus, origotdl tdvolodo megolddsa, ha

van olyan v € (0,7), hogy

o (u-2:p) - 1

¢(“ 2’D>2 ¢(u+2’D>+(p+;)W:Zj“’
vagy
(—¢(<u—§>+§;D)+§);(‘¢(<“+§>+§;D>+g)+<p+§>7r=
a2
@

valamely p € N szamra.

Az origdhoz kiézeled6 megoldasok létezésére vonatkozo foltételeket a fontiek-
ben részletesen kidolgozottak ismétlésével kaphatjuk azzal, hogy a 3.11 4bra nem
satirozott részének pontjait kell tekintetbe venniink. A szamolasok eredménye-
ként a 3.16 — 3.17 lemméakban kimondottakkal megegyezs foltételeket kapunk.
Ez azt jelenti, hogy a (3.13) tipusu egyenletek koziil ugyanazoknak vannak ko-

zeled§ és tavolod6 megoldasai.

3.2.3. Stabilitasi térkép

Megmutatjuk, hogy az instabilitasi tartomany megszamlalhaté sok kompo-

nensbdl all (szokas ezeket Arnold-nyelveknek hini), majd meg is adjuk ezeket a
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komponenseket. Bevezetjik a kovetkezdket:

H = Up2 o (H2pt1; H2p+2)s H = Uy o(A2p+1, Aopt2)
(a p;, 11; tekintetében lasd a (3.33)-at ).

3.18. Lemma. Minden pu € H, illetve i € H esetén a (3.13) rendszernek van

27, illetve 4 modulusi szogperiodikus origotdl tdvolods megolddsa.

Bizonyitas. A 27 modulusi esetet irjuk le részletesen. Tekintsiik egy tetszo-

leges, rogzitett nemiires nyilt (uopy1, Hop+2) intervallumot. Tegyiik £6l, hogy
T T
2m§ < popy1 < fopta < (2m+ 1)5 (m e N),

ekkor

a2 a2
Fp(ﬂ2p+1) = ;1#21#1’ Gp(ﬂ2p+2) = ;1#21&2-

Ha 0 < v1 < 72 < m, akkor legyenek

Y v
pr(u) _ F, (,U' - 5) ‘;'Fp (,u + 5) , G;(M) _

Ezek a fiiggvények kielégitik az

Fyp(p) < Ft(p) < F2(p) < Gp(p),  Fp(p) < GP2(p) < G () < Gp(p)
(3.34)
egyenldtlenségeket a (fiop+1, fop+2) intervallumon. Valéban, az F), figgvény kon-
vex, mig a G, figgvény konkav a (2mm/2, (2m + 1)7/2) intervallumban, tehat
(3.34) kis v > 0 esetén teljesiil. Nagyobb ~ esetén, amikor vagy pu — v/2 vagy
i+ /2, esetleg mindkettS ezen intervallumon kiviilre esik, akkor (3.34) a ¢

fliggvény tulajdonsagai miatt biztosan teljesiil. Mésrészrsl,
F[?(:u) EFP(N)& Gg EGP(/“‘)?

1 Y — 3 Y —
Jm (FY=Gy(u),  lim Gy(p) = Fp(w),

s igy a (3.34) bizonyitéasa teljes.
A (3.34)-bdl kovetkezik, hogy barmely v € (0, ) esetén az
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10
T:’fl(a)

Tz(E)
Tl(E)

T2 (E)

T3 (e)

T4(€)

0o
0 0.709252 14185 212776 2.83701

3.13. 4bra. Instabilitasi tartoméanyok (Arnold-nyelvek; [ = 2)

egyenleteknek van megoldésa a (pop+1, f2p+2) intervallumban, mialatt y 0-t61 7-
ig valtozik. A 3.16 lemma alapjan, minden (3.13) rendszernek van 27 modulusi
szogperiodikus, origotol tavolodd megoldasa, ha a1 Am/2 = p € (pop+1, top+2)-

A H eset bizonyitasa ugyanigy torténik. [ ]

3.19. Tétel. A (3.1) egyenletre vonatkozo (T, ) paramétersik instabil tartomd-

nydnak belseje

Uoceat (U2o({(T,2) : Tapya(€) < T < Topia(e) JU

B _ (3.35)
{(Tye) : Topya(e) < T < Topya(e)})),

ahol a Ty, Tk kifejezéseket a (3.32)-ben értelmeztiik.

Bizonyitas. Az el6z6 alfejezet végén, illetve ezen alfejezet elején elmondottak
alapjan, tovabba a 3.14 tétel alapjan mondhatjuk, hogy az instabil részhalma-
zok hataraihoz tartoznak a T} és a Tk fliggvények grafikonjai. Mésrészt, a 3.18
lemma alapjan a (3.35) halmaz az instabilitasi tartoméanyhoz tartozik. Ezzel a

bizonyitéast befejeztiik. [ |

Sikeriilt tehat a hintazas problémajat megoldani tigy, hogy modszeriink amel-

lett, hogy mell6zi a nehezen kezelhet Floquet-elméletet még konstruktiv is. Az
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egy tovabbi kérdés, hogy a vizsgalt modell irja-e le legjobban a hintézast. Erre

vonatkozoan lasd a [18] dolgozatot.



4. fejezet

Fols6 egyensulyi helyzet

stabilizalasa

Amint az El6szoban méar emlitettiik, az inga fols6 egyensiilyi helyzete stabi-
lizalhato olyan modon, hogy az inga folfiiggesztési pontjat alkalmas frekvenci-
aja és amplitudoju fiiggsleges iranyu rezgésbe hozzuk. Ezt a jelenséget szamos
dolgozat, példaul [4, 5, 7, 13, 23, 24, 26, 27, 33, 34, 35|, targyalja kiilonbo-
78 aspektusokbol, mely publikaciok eredményeit tobb foldolgozasban, példaul
[1, 8, 14, 32|, is megtalaljuk. M. Levi és W. Weckesser a [28] cikkiikben egy egy-
szert geometriai hatterd magyarazatot adnak arra, hogy miként is lehetséges
a stabilizalas nagy frekvencia esetén. Dolgozatukban olyan nagy frekvenciaju
rezgést vizsgalnak, melynek soran a gyorsulds lényegesen nagyobb a gravitacios
gyorsulas értékénél; s emiatt ez utdbbit elhagyjak. Ebben a fejezetben, miutan
bemutatjuk az &ltaluk elért eredményt, rdmutatunk arra, hogy a gravitacio ha-
tasanak figyelembe vételekor az altaluk adott moédszer nem miikodik, emiatt azt
modositani kell. Tovabb éltalanositva az elgondolast, megvizsgaljuk, hogy a fol-

le rezgetés aszimmetridja hogyan jelentkezik a stabilizalhatosag tekintetében.

35
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4.1. Levi és Weckesser modszere

A [28] cikket kévetve, tegyiik fol, hogy az inga f6lfiiggesztési pontjara olyan
er6 hat, melynek hatasara létrejévé gyorsulas
T
Aha KT <t< (2k+1)—,

a(t) := T 2 (4.1)

—A, ha (2/{—&-1)5 <t< (k+1)T, (k=0,1,...).

Tehat az a(t) fiiggvény egy T-periodikus lépcsdsfiiggvény, melyet abban az érte-

lemben mondunk szimmetrikusnak, hogy a fél-periédusok egyenl hosszuak, és

a folvett fiiggvényértékek egymas ellentettjei. A Bevezetésben folirt (2.3) moz-

gasegyenletet ennek hatasara a kovetkezGképp modosul:

J = (g +a)e =0, (12)

A tovabbiakban a szerzok folteszik, hogy A >> g, s emiatt a (4.2) egyenletben
a graviticios gyorsuldst nem veszik figyelembe - tigynevezett gravitdciomentes
eset. Ahogyan a Bevezetésben emlitettiik, a (4.2) egyenlet a (2.6) alaka rendszer-
ré transzforméalhato. Bevezetve az w = \/TN mennyiséget a (4.2) a kévetkezd,

(2.3) egyenlethez hasonlé forméban frhaté:
P+ wp =0, (4.3)

ahol az elGjel az a(t) fiiggvénynek megfelelgen valtozik. A Bevezetésben latott
modon a (4.3) egyenletet vele ekvivalens rendszerbe lehet transzformalni. Ebbél

a célbol vezessiik be a két 1aj valtozot:

IS RS

Ezek segitségével a (4.3) az alabbi alakot olti:
T=wy, Y= Fw. (4.5)

T
A (4.5) tehat valojaban két rendszerbdl all. A kT <t < (2k + 1)5 (k € N)

intervallumokon

T=wy, Y=uwz, (4.6)

N

mig a (2k + 1)5 <t<(k+1)T (ke N) intervallumokon

T=wy, Y=—w. (4.7
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Ahogyan a Bevezetésben bemutattuk, a (4.6) rendszer egy elss integralja a (2.8):
Hp(x,y) = 22 —y?, a (4.7) rendszeré pedig a (2.7): H.(z,y) = 2%+ y*. A Beve-
zetésben leirtakhoz képesti kiilonbség a fazispont mozgasaban az, hogy mind a
(4.6), mind a (4.7) rendszerben ugyanaz az egyiitthato, azaz ebben a modellben
nincs impulziv hatas: a fazispont nem szenved sem dilataciot, sem kontrakci-
ot. Az els6 félperiodusban hiperbolan mozog, majd egy origo kézépponti kdron
halad tovabb. Ezt kdvet&en tjra egy hiperbolan megy, aztan tjra egy origd ko-

zéppontu koriven torténé mozgast végez, s igy tovabb, lasd a 4.1 abrat.

4.1. abra. A fazispont mozgasa gravitaciémentes esetben

Az a geometriai észrevétel, amire a szerzék eredményiiket alapozzak az els-
78 fejezetben emlitett Floquet-elvre tamaszkodik. Ahogyan ott lattuk, ennek
hasznélatahoz sziikség van a rendszer monodroémia matrixara. Ennek részlete-
76sét6l terjedelmi okok miatt most eltekintiink, az érdeklsds olvaso az [1]-ben
megtalalja. Az M monodrémia det M = 1 tulajdonsaga a (4.5) rendszerre vo-
natkozoan is teljesiil. Ez a tulajdonsag geometriailag azt jelenti, hogy az M
altal reprezentalt transzformacio teriilettart6. Egy ilyen matrix erds stabilitasa
ekvivalens azzal, hogy van olyan sajatértéke, mely nem valés szam. Ennek geo-

metriai interpretacioja, hogy egy erdsen stabil matrix minden R2-beli vektort
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o # kmw, k € Z szoggel forgat. Levi és szerzétarsa a monodréomianak mint két
forgatasnak a hatasat vizsgalta, becslést adva a hatasukra bekévetkezd elfordu-
lasok szogeire, mely szdgek Gsszegére vonatkozoan az emlitett o # km, k € Z

feltételt figyelembe véve az alabbi kovetkeztetést vontak le.

4.1. Tétel (M. Levi, W. Weckesser; [28]). Tekintsiik a forditott inga (4.2)

mozgdsegyenletét a gravitdciomentes (g = 0) esetben. Ekkor ha

wl' < (w = 1?) , (4.8)

akkor a (4.2) erdsen stabil.

Meglehetdsen természetes gondolatnak tartjuk a modszer kiterjesztését arra az
esetre, amikor a gravitacio hatasat is figyelembe vessziik. A kovetkezs fejezetben
megmutatjuk, hogy erre van is lehetGség, tovabba, hogy igy a 4.1 tétel eredménye

is javithato. A kovetkez§ alfejezet a [9] dolgozaton alapul.

4.2. A Levi-Weckesser médszer kiterjesztése

Az el6z6 fejezetben bemutatott modell szerint az inga folfiiggesztési pontjat
egy szimmetrikus hatas érte: a létrejovs gyorsulas (4.1) egyenletben megadott
alaki. Elhagyva ezt a szimmetriat és figyelembe véve a gravitécidé hatasat érde-

kes és a 4.1 tételben talalhaté eredménynél pontosabb becslést tudunk adni.

4.2.1. Aszimmetrikusan rezgetett inga felsé egyenstlyi hely-

zetének stabilizalhatosaga

Tegyiik fol tehat, hogy az [ hosszisagu inga folfliggesztési pontjat olyan

fliggsleges iranyd hatas éri, mely soran létrej6vs gyorsuléas

Ap, ha KT <t < kT + T,
a(t) == q —A., ha KT+ T, <t < (kT +Tp) + T., (4.9)
(k=0,1,...) ;

ahol Ap, A, Ty, T, pozitiv konstansok (T}, +7T. = T'), tehat a felfiiggesztési pont
mozgasa T-periodikus. A h és e indexek arra, az el6zményekbdl mar sejthets

tényre utalnak, hogy két kiillonbo6z6 fazisbol all 6ssze a mozgés: egy elliptikus
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és egy hiperbolikus részbgl. Ennek részleteirsl az alabbiakban lesz sz6. A (4.9)
kifejezésben definialt gyorsulas hatésara az inga folfiiggesztési pontja olyan moz-
gést végez, hogy a p = p(t) figgsleges irdnyu kitérés eleget tesz a kovetkezs két
foltételnek:

p(0) = 0, valamint p(t +T) = p(t).

Induljunk el a 0 < t < T}, intervallumon. Ekkor p”(¢) = A és p(0) = 0,p'(0) =
po- Kétszeri integralassal kapjuk, hogy ekkor p(t) = $Aut2+pjt. Ez azt is jelenti,
hogy p(Th) = 3 AnTE + ppTh, ' (Th) = AnTh + pj.-

AT, <t<T,+T. =T intervallumon p"(t) = —A.. Ekkor p'(¢t) = p/'(T}) —
Aot —Ty), ésigy p(t) = p(Tn) + p'(Tn)(t — Ty) — FAc(t — Tp)?. A foltételekbél

kapjuk, hogy
1
p(T) = p(Th) +pl(Th)Te - §A6Te2 =0
p'(T) = p'(Th) — AcTe = po.

Folhasznalva a p(Ty)-ra és a p'(Th)-ra vonatkozd Osszefiiggéseket, a masodik
egyenletbs] adodik, hogy ApT, = A.T.. Ezt beirva az elsé egyenletbe, és kikii-
szobolve A.-t kapjuk, hogy pj = —%AhTh. Most mar meg tudjuk adni az inga

folfiiggesztési pontjanak kitérését az id6 fliggvényében:

1
7Aht(t7Th)7ha 0<t<Ty,
p(t): =42 . ) (4.10)
_iAe(t — Th)2 + §A6Te(t — Th), ha T <t<Tp+T.=1T.
A folfiiggesztési pont egy periodus, T, + T, = T, alatti kitéréseinek maximaélis
értékeit, azaz amplittidoit az elemi kalkulusbol ismert modon, a (4.10) derivaltja
segitségével tudjuk megadni:

1 1
Dy, = gAhThQ, D, = gAeTe?. (4.11)

Az imént folirt hat paraméter kézott az alabbi Gsszefiiggéseket irhatjuk fol:

A4 T, Dy T,
Ae_,Th7 De_Te.

(4.12)
Hogy a mozgasegyenlet valoban (4.2) alaka, a rendszer Lagrange-fliggvényének
segitségével megmutathato. Ennek folirasahoz mindenek el6tt allapodjunk meg

abban, hogy az (z,y) sik koordinata-tengelyei a szokésos iranyitastak, tovabba,
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Y

4.2. dbra. Kapica-inga

hogy a gravitacio irdnya lefelé mutat, azaz negativ értékd. Ahogyan a Bevezetés-
ben lattuk, az inga fiiggsleges iranytol valo kitérését mérs szog (1) az éramutatod
jaraséaval egyezd iranyba né, lasd a 4.2 abrat.
Ekkor, az inga leng6 végének koordinataira:
xr =lsiny
y =lcosy) + p(t).
Igy a sebességének megfelels koordinatai:
T = ld} cos
§ = —lpsine + p(t).
A kinetikai energiara és a potencidlra ezek utan a kovetkezst kapjuk:
T = %m (l2¢2 cos’z + 12¢2 sin®z + p? — 21¢p sin 1/))
V =mg (Lcostp + p(t)) .

Az m a végpont tomegét jelenti. A keresett Lagrange-fiiggvény igy:

L=T-V= %m <l2¢2 +p* — 2l¢]§sinw> —mg (Lcosy + p(t)).

Kiszamitva a OL/dy,dL/0 és a %aL/OQL derivaltakat, az Euler-Lagrange-

egyenlet a kovetkez6 alaku:

124 — (g +p)lsiney = 0.
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Kihasznalva azt, hogy p(t) = a(t), és a linearis kozelitést alkalmazva kapjuk,
hogy

) — %(g +a(t))y = 0. (4.13)

Folirtuk tehat az inga fols6 egyensilyi helyzete koriili kis lengések egyenletét. Az
a(t) figgvény értékeinek megfelelGen a (4.13) alapegyenletet az alabbi m6don
irhatjuk:

&*%(9+Ah)w:07 ha kT < t < kT + T, (4.14)

illetve
.1
’(/J—j(g—Ae)’lb:O, ha kT + Ty, <t < (kT + Tp) + Te. (4.15)

Mivel A, > 0, ezért a (4.14) egyenlettel adott mozgas (pontosabban szolva a
1) = 0 egyenstlyi helyzet) mindenképpen instabil, hiszen azt fejezi ki, hogy az
er6 - ami Newton 2. axiéméajanak megfelelGen aranyos a w gyorsulassal - iranya
a kitérés iranyaba (1)) mutat, és annak értékét néveli. Vegyiik észre, hogy a
(4.15) egyenlet ugyanezt jelenti, ha az A, értéke nem nagyobb, mint a g értéke.
Ez utobbi esetben természetesen egyértelmtien ki lehet jelenteni, hogy hidba
rezegtetjik az inga folfliggesztési pontjat fol-le, a ¢ = 0 egyensulyi helyzet
instabil.

A feladat éppen abban all, hogy keressiink olyan A. értéket, és igy a fontebb
bemutatott Osszefliggések alapjan, olyan Ty, illetve T}, értékeket, hogy a (4.15)
egyenletben a g — A, egylitthato legyen negativ, s6t, a Ty, + T, = T id6 alatt ez
a stabilizalo hatas érvényesiiljon. Mindezekbdl kovetkezik, hogy az A, > g egy
sziikséges foltételt jelent.

Ezek utan, a két kiilonb6z6 fazisnak megfelelen két kiilonbo6z6 sajatfrekven-

ciat vezetink be

wp = , We 1= , (4.16)

s igy a (4.13) egyenlet a

p—wih=0 (KT <t<kT+Tp) (4.17)

és

bwip =0  (kKT+T, <t< (kT +Th)+T.), (4.18)
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esetekre bonthato. Tekintsiik a (4.17) hiperbolikus esetet. A (4.4)-ben bevezetett

Tn =1, yn = ¥/wy, 1 valtozokkal a (4.17) az alabbi rendszerrel lesz ekvivalens:
Eh = WhYh,  Yh = WhTh- (4.19)
Polarkoordinatakat (rp, op) és az
Tp = THCOS PR, Yr = Tpsinpy (rp >0, —00 < @) < 00),

transzformacios szabélyokat folhasznalva a (4.17) egyenletet a kovetkezd rend-

szerbe irhatjuk at
T = Trwp sin 2¢p, Dr = Wy, COS 20}, (4.20)

A Hy(z,y) := x7 —y; a (4.19) egy elsd integralja, amint arrél meggyszddhetiink,
ha kiszamitjuk ennek az tigynevezett rendszer szerinti derivaltjat: Hy, = 2xpdpn—
2unyn = 2xpwnyn — 2ypwnxn, = 0. Tehat, a trajektoriak, amint azt mar tudjuk,
hiperbola-ivek.
A (4.18) rendszert az el6z6hoz hasonlé modon tudjuk kezelni. Ebben a fa-
zisban az 1j valtozok .
Te =1, Y= w%

Ezekkel a kovetkezd rendszert kapjuk:
fe = WeYe, Yo = —Wele, (4.21)
mely polarkoordinatékkal folirva:
fe=0, e = —We. (4.22)

A H.(z,y) := 22 + y? a (4.21) egy elsé integrilja, tehdt a fazisgérbék origd
kozépponta korivek. Vegyiik észre, hogy a Levi-Weckesser modszer ismertetése
soran leirtakhoz képest most merében mas helyzettel allunk szemben. A kii-
16nbség, hogy a hiperbolikus és elliptikus fazis kozott a Bevezetésben emlitett
impulziv effektus torténik. A [0, T intervallumon a t = T}, és a t = T pillanatok-
ban rendre egy wy, /we, illetve egy we /wy, mértéki ugras" torténik az y-tengellyel
parhuzamosan, lasd a 4.3 dbrat.

Kovetve a [28] cikkben talalhato eljarast, becsléseket adunk a hiperbolikus és
elliptikus forgatasok szogeire, illetve az impulziv hatésra bekovetkezd szogvalto-

zasra. Tekintsiik a (4.20) méasodik egyenletét, mely szeparabilis, igy integralhato.
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4.3. abra. A forditott inga fazistere wy > w, esetén

Ha cos 2¢,,(0) = 0, akkor
cos 2pp(t) = 0 (t € [0,T4)),

vagyis az (r,(0), ¢r(0)) fazispont nem fordul el. Ha cos 2pp(0) # 0, akkor

Th p n(Th—0)
t d
/ —@Q—ﬁ:/ T i Th. (4.23)
o cos2pp(t) on(0) cos 27

Legyen

¢ dr

G(p) = .
() /0 cos 2T

14+¢
Ha —7/4 < ¢ < /4, akkor G(¢) =In,/ 11_‘5722;. A G fiiggvény invertalhato,

inverzét jeldlje G~!, melynek grafikonja a 4.4 dbran lathato. A G és a G~1
fiiggvények segitségével a (4.23) egyenletbsl kapjuk, hogy

on(Th — 0) = G HwnTh + G(en(0))],

vagyis
o2onTh 1 + tan ¢, (0) .
1 — tan ¢, (0)
n(Th — 0) = arctan .
=0 p2wnm, L a0 en(0)
1 — tan ¢, (0)
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4.4. abra. A G~! fiiggvény grafikonja

A |on(Th—0)—¢n(0)| becslése soran kihasznaljuk, hogy G~! paratlan, és konkav
a [0, oo] félegyenesen. Foltessziik tovabba, hogy |¢n(0)] < 7/4. A G~! fiiggvény
grafikonjarol kénnyen lathato, hogy a megbecsiilni kivant szogérték akkor lesz
maximaélis, ha a T hosszi intervallum szimmetrikusan illeszkedik az origéra.
Az is észrevehetd, hogy a ¢5,(0) = 0 valasztas mellett varhaté a legnagyobb
mértéki forgatas. Ezek alapjan irhatjuk, hogy

ewrth —1

[on(Th — 0) — ¢n(0)| = 2arctan eonTh +1°

max (4.24)
—n/4<en(0)<n/4

azaz meg tudtuk adni a kivant f6ls6 becslést a hiperbolikus forgatas sorédn be-
kovetkezo elforduléas szogére.
A (4.22) méasodik egyenlete altal megadott elliptikus forgatas hatasara be-

kovetkezs elfordulés szogét pontosan meg tudjuk adni:
Ge(Th +Te —0) — pe(Th) = —weTe.
Az impulziv effektus hatasara bekovetkezd szogvaltozas mértékére, azaz a
¢e(Th) — en(Th —0), on(Th +Te) — pe(Th + T — 0)

forgasok mértékére adott becslés van még hatra. A hiperbolikus és elliptikus
fazisok végén jelentkezs ,ugrasok" az (z,y) ponton egy y-tengely iranyu linearis

transzforméciot jelentenek:

(x,y) = (v,qy) = (z,9) (0 <q=const., ¢g#1),
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4.5. dbra. Egy ugrés soran bekovetkezd szogvaltozas

lasd a 4.5 abrat.
Ha ¢ € (—7/2,7/2), akkor ¢ € (—7/2,7/2), ahol ¢ az (x,§) pont polarszo-
gét jeloli, és
folo) =Ap=p—p= arctan(q%) - arctan%
= arctan(qtan ) — ¢ ;

1+ tanZ @

! ey P
fq((p) - q]. + thang QO
Elemi analizisb6l tudjuk, hogy a szélsGérték sziikséges foltétele, hogy f, () =0

teljestiljon. Ezt kiszamitva kapjuk, hogy
1
max = | arctan — arctan —|.
e 1fy ()] = |arctan V7 !

Ugyanez a becslés érvényes akkor is, amikor ¢ € (7/2,37/2), és igy

1
Ap| < — —.
Og}@&g}éJ ¢| < |arctan /g — arctan \/§|

Az

1 m
arctan z — arctan — = 2arctanx — 5 (z > 0);
x

Osszefiiggés folhasznalasaval kapjuk, hogy

T
< — —. .
ogglaagxw |Ap| < 2|arctan /g 4| (4.25)
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Megjegyzés. Az impulziv effektus, egyszertien szolva ugras, az eltérd fazisok
((4.19) és (4.21)) kozotti atmenet leirdsara szolgalé matematikai eszkoz. Ezen
ugrasok meértékét a kovetkezSképp tudjuk kifejezni:

Wh 4 (Ap — Ac) 429

We VA= 9)(An+9) + (A —g)’

vagyis ez a szimmetrikus és gravitaciomentes esettdl vald eltérést meéri (épp

q—1=

a Levi és Weckesser altal targyalt eset). Amennyiben a rezgetés szimmetrikus

(A = A, = A), akkor

q_1:%+0(%) (A — 0)

aszimptotikusan a g és A gyorsulasok aranyaval egyenls.

4.2.2. Eredmények

Alkalmazva az altalunk kiszdmitott becsléseket, olyan inga fols6 egyenstlyi
helyzetének stabilizalhatosagara kapunk elegendd foltételt, melynek folfiiggesz-
tési pontjat fiiggsleges iranyban aszimmetrikus modon rezegtetjik és a gravita-

ci6 hatasat is fegyelembe vessziik.

4.2. Tétel. Jelolje Rem (p; ) a ¢ € R wvalds szdm osztdsi maradékdt moduld
(0 < Rem (p;m) < ).

Ha

ewnTh _ 1

2 arctan m + 4

Wh, ™
arctan , /| — — —
We 4

< min{Rem (w.Te;7); m — Rem (w.Te;7)},

(4.26)

akkor a (4.13) egyenlet erdsen stabil.

Bizonyitas. Jelolje Ry (whn, Th), illetve Re(we, Te) rendre a (4.19), illetve (4.21)

altal meghatarozott
(2r(0),yr(0)) = (2 (Th — 0), yn(Th — 0)),

illetve
(xe(Th)aye(Th)) = (xe(Th + Te - 0)7ye(Th + Te - 0))

forgatasok métrixait, tovabba vezessiik be a kovetkezd jelolést

10
C\) = (A>0, A#1).
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Igy a rendszer M monodrémia matrixat a kovetkezs szorzattal adhatjuk meg:

e ($ainme(L)e (4)

x Ry (wn, Th)C (1)

€ w
x Ry (wn, Tn)C (1) =0! (1> MC <1> .
Wh Wh Wh

Mivel az (M k)k ¢z Pontosan akkor korlatos, ha (M k) korlatos, ezért ele-
keZ
gend6 megmutatni, hogy M maéatrixnak nincs valos sajatértéke, azaz M minden
nemnulla R2-beli vektort (mod 7) nemnulla széggel forgat. Az R.(we,T,) min-
den vektort pontosan —w, T, szoggel forgat (lasd (4.22)), tovabba az Ry, (wp, Th),
C’(ﬁ), valamint C' (&) hatasara bekovetkezs szogelfordulasra (4.24) és (4.25)
We Wh,
kifejezésekkel adott becslések alapjan mondhatjuk, hogy a (4.26) feltétel garan-
talja, hogy M minden R2-beli vektort 0-t6] kiilonb6z szoggel forgat (mod ).

Annak érdekében, hogy 6sszehasonlitsuk a 4.1 tételben adott (4.8) feltételt
a (4.26) foltétellel, alkalmazzuk a 4.2 tételt a gravitaciomentes és szimmetrikus

esetre. Ekkor a kiovetkez6t kapjuk.

4.3. Kévetkezmény. Tegyiik fol, hogy a (4.13) egyenletben g = 0, valamint
A, =A.=A. Ha

ewT/2 -1

—r <

eT/2 +1 (4.27)
< min{Rem (wT; 27); 27 — Rem (wT'; 27)},

4 arctan

akkor (4.13) erdsen stabil.

Kétségtelen, hogy a (4.27) kifejezés komplikaltabb, mint a Levi-Weckesser szer-
z6péaros altal a 4.1 tételben megadott (4.8) foltétel. Ugyanakkor a 4.3 kovetkez-
mény lényegesen javitja 4.1 tételt. Valoban, el6szor is

ewT/Z -1

4 arctan wT (0 <wT <),

ewT/2 11 <

vagyis az els olyan intervallum, amibe stabil megoldasoknak megfelel6 pontok

vannak az wT-tengelyen, kielégitve a (4.27) feltételt, a (0,3,75...) (lasd a 4.6
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farcan =
y = darctan ———
Y T4

yﬂ/

3,75 o 9,38 ™ 9,46
4.6. abra. Stabil intervallumok

abrat) a (0,7) helyett, amit a (4.8) alapjan eddig tudtunk. Masfelsl pedig, a
4.3 kovetkezmény a 4.1 tételt abban az értelemben is javitja, ha tugy tetszik
kiterjeszti, hogy tovabbi stabil intervallumokat talalhatunk az wT-tengelyen a
27 utan is (lasd a vastagitott intervallumot a 4.6 abran). Azt mondhatjuk tehat,
hogy tetsz6legesen nagy w1l = T\/TN esetén lehetséges a stabilizalas. Erre a
(4.8) feltételbs] nem lehet kovetkeztetni.

A szimmetrikus esetet (A, = A. = A, Ty, = T. = T/2) Arnold is vizsgalta

€= \/?, o= \/g, (4.28)

paramétereket, ahol a D a folfliggesztési pont legnagyobb kitérése (amplitudoja)

[1], bevezetve az

a rezgetés soran. A 4.2 tétel formulajaban szerepld wy T}, w.T. paraméterek az
€ és p segitségével a kovetkezSképpen irhatoak at.

A Al A
th:\/ _ngT:\/ : 4;9/ )TZQ\@E\/l+H2,

weT = 2v/2e/1 — 12, valamint (4.29)

wp 14 p?
we \ 1—p2

Arnold azzal a foltevéssel élt, hogy ezek a paraméterek kicsik (e << 1, p << 1);

és a monodrémia nyoménak sorfejtése soran ezt kihasznalva jutott arra, hogy
< €/3 elegendd feltétele az erds stabilitasnak. Alkalmazzuk a 4.2 tételiinket

ebben a szimmetrikus, a gravitacio hatésat is figyelembe vevs esetben, az € és u
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10 \‘

Go G Ga

0.6 |

0.4

0.0 |-

¢ T 1 3 T 5 T 4 5 € 6
42 W2 42
4.7. dbra. Az (4.30) egyenlStlenség S megoldashalmaza
paraméterek segitségével atirva a (4.26) foltételt. Vegyiik észre, hogy ebben az

esetben nem tettiink f6l semmilyen nagysagrendi korlatot a paraméterek értéke-

ire. Ez azt jelenti, hogy az € — u stk globdlis stabilitasi térképét fogjuk megkapni.

4.4. Kovetkezmény. Tegyik fol, hogy A, = A. = A, T, =T, =T/2. Ha

2v/2¢ 1+p? 1 1 2
2 arctan ¢ T - + 4 |arctan { + M2 _T <
V2V Lmps A (4.30)
< min{Rem (2v2e/1 — p2; 7); 7 — Rem (2v2e/1 — p2; 7)},

akkor a (4.13) erdsen stabil.

Az e — 1 sikon a stabilitasi tartomanynak végtelen sok komponense van,
melyeket a 2v/2¢ \/1—72 =kr (k=0,1,2,...) egyenleti gorbék valasztanak
el egymastol. Mivel a (4.30) bal oldalanak elsé tagja tart a 7/2-be, amint ¢ — oo,
és a masodik tagja tart m-be, midén pu — 1—0, ezért a stabilitasi tartomanynak a
1 =1 egyenes kozelében nincsen pontja, tovibba a komponensek egyre kevésbé
kifejezettek, elvékonyodnak, amikor k£ — oo (lasd a 4.7 abrat).

Az (4.30) jobb oldala a

Gy, : 2\/55\/1—M2:(2k+1)g (k=0,1,...), (4.31)
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gorbék mentén éri el a maximélis, /2 értéket, vagyis a (4.30) egyenl6tlenség
S C R3 megoldashalmazénak k-adik komponense a Gj gorbe kérnyezetében
talalhato, masképpen kifejezve, a k-adik komponens gerincét a Gy gérbe alkotja.
Jelolje ugyanis S,,—o az S és az e-tengely metszetét. Ekkor a S,,—o pontjai eleget
tesznek a

62\/55 -1

e2vV2e 11

< min{Rem (2v/2¢;7); 7 — Rem (2v/2¢;7)},

2 arctan

egyenlStlenségnek, mely biztosan teljesiil, ha e = (2k + 1)7/4v/2 (k =0,1,...).
Mivel S nyilt, ezért barmely k € N esetén van G, koriili komponense az e-tengely
kozelében. Masrészrdl, mivel az  — (z —1)/(z + 1) (z > 0) fliggvény névekvd,
ezért akdrmilyen k € N esetén az S,—¢ halmazba kell esnie a G}, végpontjanak.
Tovabba lathato, hogy az S tartalmaz pontot az e-tengelyrdl, azaz pontot az
Spu=o halmazbdl. Ezzel bizonyitast nyert, hogy S a G} gérbék mentén talalhato
komponensekbdl all.

Minél nagyobb az e, annél nehezebb garantalni a (4.13) stabilitasat. Mi-
vel D = €21, azért azt mondhatjuk, hogy a folfiiggesztési pont rezgetésének
egyre nagyobb amplitiddja egyre nehezebbé teszi a forditott inga stabilizalé-
sat. Mindazonaltal elméletileg lehetséges megvalositani. Az ugynevezett kritikus
amplitiudok

2k + 1)%m?

pw _ I k=010, (4.32)

a végtelenbe divergalnak, amint k — oo, s igy a nekik megfelel6 A*) gyorsula-
sokkal az inga fols6 egyensilyi helyzete stabilizalhato. Természetesen A% — oo,
ha £ — oo.

Tekintsiik most az altalanos (aszimmetrikus) esetet, hasznéalva az Arnold

nyoman bevezetett

S /) N N — |9
h - l7 Hh - Ah7 e - l? He - Ae'

paramétereket. Ezek egymastol nem fiiggetlenek, ahogy a (4.12) Gsszefiiggések

mutatjak is. Legyen

T e He V Ap V Te V D.’
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4.8. abra. A stabilitési tartomény egy része az aszimmetrikus esetben

az a paraméter, amelyik méri a hiperbolikus és elliptikus fazis aranyat a folfiig-
gesztési pont rezgetése sordan. Az ey, up, mennyiségeket kifejezve, e, pe, d fiig-

getlen paraméterek segitségével (a szimmetrikus esetet a d = 1 fejezi ki) a 4.2

tétel a kovetkezs alakot Olti:

4.5. Kévetkezmény. Ha
1+d%p?
exp [Qﬁdee\/l + dng] -1 1—pu2 -
2 arctan +4|arctan ————— — —| <
exp [Qﬁdse\/l i d%%} +1 d 407 (4.33)
< min{Rem (2v2¢.\/1 — p2; 71); 7 — Rem (2v/2e./1 — p2; 7)},

akkor a (4.13) egyenlet erdsen stabil.
A 4.5 kovetkezmény altal megadott stabilitasi tartomény egy részét lathatjuk a

4.8 abran. Ennek a testnek a d = 1 sikkal vett metszete megfelel a 4.7 dbran

lathato stabilitasi tartomany els6 komponensének.
A (4.33) feltétel 1ényegesen nagyobb esélyt ad a stabilizalasra, mint a (4.30).
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4.9. abra. Stabilitasi tartomény az €.-pe-d-térben

Stabilitas szempontjabol egy jo eset, amikor (4.33) bal oldalanak masodik tagja

zérus, mig a jobb oldala eléri a maximalis, /2 értéket, azaz, ha
Lt d*pg = d*(1 - pif),
mﬁquiﬁg:@k+ng (k=0,1,2,...).

Ezek a kifejezések az e, — pe — d-tér gorbéit definialjak:

(4.34)

2k+D)r d 2 -1
Cp: dis , d| @>1
k < 4 JE+1 Vad ( )
(k=0,1,2,...).

A (4.13) egyenlet ezen gdrbék mentén erdsen stabil, hiszen a (4.33) kifejezés
bal oldaldnak els6 tagja mindig kisebb, mint 7/2. Mas szavakkal kifejezve, az
€e — e — d-térbeli stabilitasi tartomany komponensei ezen Cj gérbék mentén
talalhatoak, lasd a 4.9 abrat.

A szimmetrikus eset targyalasanal emlitettiik, hogy a forditott inga stabili-
zélhato a folfliggesztési pont tetszélegesen nagy amplitidoju rezgetésével, lasd a
(4.32)-ben megadott kritikus értékeket. Ezzel egyiitt a megfelels A®) gyorsulas
értékek a végtelenbe divergélnak, amikor £ — co, amit meglehet&sen nehéz re-
alizalni. Most, az aszimmetrikus esetben még nagyobb az esély a stabilizalésra,

hiszen a gyorsulast egy elére adott értéken lehet rogziteni. Tehat barmely fie
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(0 < fie < v/2/2) esetén talalhato olyan d > 1 és g (52’“) — 00, ha k — o0)
agy, hogy a (4.13) egyenlet az 5&’“), fie, d paraméterekkel erdsen stabil. A megfe-
lels paraméterértékek a (4.34) egyenletekbdl megkaphatoak:

V1—2i2’ C a2 /12

Sikeriilt tehat a [28] cikkben megismert geometriai modszert kiterjeszteni

d= (k=0,1,...).

olyan esetre, amiben az eredeti nem mikddik, és igy az inga f6ls§ egyensilyi
helyzetének stabilis allapotait leir6 globalis stabilitasi térképet tudtunk adni.
Targyalasunk altalanos jellegének koszonhetSen azt is megkaptuk, hogy ha nem
szimmetrikus rezgetésnek vetjik ala az inga folfliggesztési pontjat, akkor na-

gyobb az esélye annak, hogy a f6ls6 egyenstlyi helyzet stabilissa valik.



5. fejezet

A forditott inga periodikus

mozgasal

Az el6z6 fejezetben az inga fols6 egyensulyi helyzetének stabilizalhatosagaval
kapcsolatos vizsgalataink soran eljutottunk a globélis stabilitasi térkép elkészi-
téséig. Fontos megjegyezni, hogy mindezt becsléseken alapuld szamolasok segit-
ségével kaptuk, igy a kapott stabilitasi térkép is egy kozelités. A hintazas mo-
delljének tanulményozasakor szintén elemi geometriai megfontolasokat végezve
teljesen pontos stabilitasi térképet tudtunk késziteni méghozza tgy, hogy ki-
hasznaltuk a Floquet-elv egy fontos elemét: a 2T-periodikus egyiitthatos egyen-
let 2T-, illetve 4T-periodikus megoldasait foltarva eljutottunk a stabil, instabil
zonak hatarolo gorbéihez. Ebben a fejezetben célunk, hogy a forditott ingara
vonatkozoan elkészitsiik a pontos stabilitasi térképet ugy, hogy megkeressiik a

periodikus megoldasokat. Meggondolasaink kovetik a [11] dolgozatot.

5.1. A vizsgalt modell

Ebben a részben azt az esetet targyaljuk, amikor az inga folfiiggesztési pont-
jara egy fliggbleges iranyu szimmetrikus eré gyakorol hatast, tovabba a gra-
vitacio hatasat is figyelembe vessziik. Err6l a modellrdl olvashatunk Arnold [1]
miivében is, ahol a szerz6 a monodromia matrix nyomanak sorfejtésével ad becs-

lést a stabil, instabil zoénakra. Ennél pontosabbat fogunk mondani, amit az 5.10

o4
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abra meglehetGsen érzékletesen mutat be. Tekintsiik tehat a (4.1) egyenlettel
adott 1épcsdsfiiggvényt mint az inga folfliggesztési pontjara kifejetett rezgetés
hatasara létrejovs gyorsulast. A (4.1)-ben adotthoz képest annyi technikai val-
toztatéast tesziink, hogy az emlitett gyorsulas 27-periodikus, azaz

A, ha2kT <t < (2k+ 1T,

a(t) == (5.1)
“A, ha (k+ 1T <t< (2k+2)T, (k=0,1,...),

ahol A, T pozitiv konstansok. A mozgasegyenlet a (4.13)-ban mar latott

§ - 1(g+a)w=0. (52)

Ezt az egyenletet az a(t) két kilonbo6z6 értékének megfelelen a (4.16)-hez ha-

sonlo sajatfrekvenciak bevezetésével tudjuk kezelni. Legyen most

A+g A—yg
Wh = I ) We 1= l )

tehat A > g¢. Innen a (4.17)—(4.22) kifejezéseket megismételhetjiik az értelme-
zési tartomanyok értelemszerti modositasaval. Ez azt jelenti, hogy a méar jol
ismert dinamikaval talaljuk szemben magunkat: hiperbola menti mozgés, di-
latacio wyp,/we > 1 mértékkel az y-tengellyel parhuzamosan, origé korili koron
torténd mozgas, majd egy we/wy < 1 mértéki kontrakcio egymas utani ismétlése
jellemzi a fazispont mozgasat. Benniinket azok a mozgasok érdekelnek, melyek
soran a fazispont visszatér a kiindul6é allapotba méghozza vagy egy periédus
(2T') vagy két periodus (4T") alatt, hiszen az ilyen mozgasoknak megfelels pon-
tok alkotjak a stabil, instabil zénak hatéarait képez6 gorbéket. Mindenek el6tt a
sziikséges technikai eszkozoket tekintsiik at.

Ahogy mar lattuk, a (4.20)-beli masodik egyenlet szeparabilis, igy irhatjuk,

hogy
t -
/M:wht, 0<t<T
o €O82¢pp(s)
vagyis
en(®) g
© 7r
= wpt = 0) #——. 5.3
| mg =t om0 £ (53)

Legyen G(y) := [ dy/ cos2¢. Ekkor

6161 ~Lta (5]
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—m/4

3m/4 m/4

5.1. dbra. A G fiiggvény grafikonja

azaz

1 s
—ilntan <Z - <p) , ha —7w/4 < <m/4,
Glp) =

1
—§lntan (gp - 2) , ha —3n/4<¢<—m/4

Az (5.3) alapjan azt kapjuk, hogy
en(t) = G~ (wnt + Glpo)) -

Specialisan,

on(T = 0) = G~ (wnT + Glpo)) ,

ahol ¢ (T — 0) a ¢ T-beli bal oldali limeszét jeloli. Most mar meg tudjuk adni
a (4.20) masodik egyenletének megoldasat:

% — arctan (6*2“’httan (% - (po)> , ha —7/4 <y < /4,
en(t; o) =

% + arctan (e‘Qwht tan (cpo — %)) , ha —371/4 < ¢y < —7/4.

(5.4)

Meggondoléasainkat a (—3m/4,7/4) intervallumra mondtuk ki, aminek az oka,
hogy a mozgasegyenlet linearis, igy ha ¢ — (z(t),y(t)) egy megoldas, akkor a
t— (—xz(t), —y(t)) szintén egy megoldas, vagyis elég az egyik 7 hosszi interval-

lummal foglalkoznunk.
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p=G"(v)

—3m/4

5.2. 4bra. A G~! fiiggvény grafikonja

Ahogy azt tudjuk, az (5.2) mozgasegyenletben az egyiitthatofiiggvény sza-
kaszonként folytonos. Ennek megfelelGen egy ¥ : R — R fiiggvény az (5.2) egy
megoldasa, ha folytonosan differencidlhat6é az R halmazon, kétszer differencial-

hato az

S =R\ {kT }ken,

halmazon, és kielégiti a mozgasegyenletet az S-en. Barmely ¢ megoldés az xy, :
[2kT, (2k + 1)T) — R és az z. : [(2k + 1)T, (2k + 2)T) — R megoldéasokbol all,
rendre a (4.19) és (4.21) egyenleteknek megfelelgen, (k € N). A 4 folytonossagat

garantaland6 az R-en, megkoveteljiik az alabbi feltételeket:

A2k+1T) = i 1),
ze((2k+ 1)) t—>(2/cl-ir-rll)T—0xh()

%+ 2T) = i ():
zn((2k+2)T) ta(2llclJIrI2l)Tfoa7 ®)

(5.5)

we(Qk+1T) = i 1),
QK+ DT) = Tim ()
wryn((2k+2)T) = lim wele (t).

t—(2k+2)T—0

Az (5.5) geometriai jelentése az elliptikus és hiperbolikus fazisok kozott f6lléps
yugras". Ahogyan a hintazas probléméjanak foldolgozasakor, igy most is hasz-
nalni fogjuk az ott bevezetett f és ¢ fiiggvényeket. EmlékeztetGiil: ha rendre
(rr,¢r), illetve (re, wc) = (p(r, v; k), d(p; k)) jeloli az (r, ) pont képét az ori-

g6 koriili, a szogi forgatéas, illetve a k mértékd kontrakcio-dilatacio soran, akkor
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egyrészt rr(r, ) =1, r(r, ) = ¢ — a, masrészt

p(r,o; k) = Va2 + k2y? —r\/l 2 —1)sin?p = fg;R)r,

\/1 ) sin? ¢, (k>0,—00 < p < 00).

Tovabba, mivel tan ¢(p; k) = ky/x = Ktanp (x # 0, vagyis ¢ #Z 7/2 (mod 7)),
igy tehéat

+7T
7o

arctan(rk tan ) + -m, hayp# (2k+1)

P(p;K) =

MRS

©, ha ¢ = (2k+ 1) (kez),

ahol [z] jeloli az x € R szam egészrészét. Szintén emlékeztetsil emlitjiik, hogy
a szamolasaink soran gyakran hasznaljuk az f és ¢ fiiggvények tulajdonsagait
(részletesen lasd 3.7 lemmat). Az ott folsorolt tulajdonsagok koziil megemlitjiik,
hogy f paros fiiggvény, a ¢ pedig paratlan, tovabba ¢(- + km; k) = ¢(+; k) + km
(k € Z); ¢ (¢(p55);1/K) = ¢ (p €R).

5.2. Periodikus palyak konstrualasa

Induljon a t — (r(t), p(t)) trajektoria az rg, ¢o pontbol a tg = 0 id6pillanat-
ban. A trajektoria els6 6t nevezetes pontjat a kovetkezSképpen adhatjuk meg,

bevezetve a D := wy, /we > 1 jelolést:

ro := 7(0), ¢o :=¢(0) (mod 27), —2m <o <0
r =r(T —0), p1:= (T = 0);

ra:==71(T) = f (¢1; D) 1, w2 :=(T) = ¢ (p1;D);

r3 = 7r(2T — 0)(= 72), p3 1= (2T = 0);

rqg =1(2T) = f(p3;1/D)rs, s = @(2T) = ¢(p3;1/D).

(5.6)
A rendszer viselkedését a [2kT, (2k + 1)T) intervallumon leiré ¢ — w2y = 0, és
a [(2k +1)T, (2k +2)T) (k € N) intervallumon megadé ¢ + w?y = 0 egyen-
letek linearitdsa miatt minden megoldas ellentettje is megoldas, ahogyan erre
méar korabban utaltunk. Ebbgl kifolyolag elegends a —m/2 < g < /2 esetet

vizsgalnunk.
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5.1. Lemma. Legyen @g € [—7/2,7/2). Ekkor a t — (r(t),¢(t)) egy, az (5.2)

egyenlet 2T -periodikus megolddsdnak megfeleld trajektoria akkor és csakis akkor,

ha vagy

(a) —7/4 < o < 0 és van olyan k nemnegativ egész szdm gy, hogy

Y1 = —%o (5.7>
03 = —pg — 2k,

vagy

(b) —7/2 < g < —m/4 és van olyan k nemnegativ egész szam gy, hogy

=—po—T
®1 ¥o (5.8)

0,4

5.3. abra. Egy 2T-periodikus palya, (a).

Bizonyitas. Sziikségesség. Legyen ¢ az (5.2) egyenlet egy 2T-periodikus megol-
dasa ugy, hogy —7/2 < g < 7/2. A (4.20) egyenletekbdl adodik, hogy minden

hiperbola kielégit egy

d
é:rtan?gp <f%+mg<gﬁ<%+mg, me{fl,(),l}) (5.9)

differencialegyenletet. Az (5.9) szeparabilis, integralva azt kapjuk, hogy

T | cos 2¢y| ( v ™ ™ T
o B (Ll <o < T aml, me —1,0,1).
70 | cos 2¢| g Ty SPee s pmy,m { }
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5.4. abra. Egy 2T -periodikus palya, (b)

Hasznalva az (5.6) jeloléseit és az f fliggvény tulajdonségait, azt irhatjuk, hogy
r3 = f(po; D)ro, T2 = f(p1;D)r1.

Mivel a megoldas 2T-periodikus, és r3 = rs, ezért

i flpe; D) \/1+(D21)Sin2<po
1+

. 5.10
ro  f(e1;D) (D2 — 1)sin® ¢, (5.10)
Masrészt
ri || cos2¢py
ro | cos 2¢ |

Az el6z6ek Osszevetésébdl adodik, hogy

| cos 2¢]| _ 1+ (D? — 1) sin? ¢y
| cos 2¢ | 1+ (D2 —1)sin® ¢y’

melynek segitségével definialjuk az alabbi h fiiggvényt, lasd a 5.5 abrat:

| cos 2¢|
h(p) = .
(?) 1+ (D2 —1)sin® ¢

A h fiiggvény hasznalataval (5.10) osszefiiggést ugy fejezhetjiik ki, hogy h(po) =
h(ep1).

Megmutathato, hogy h szigortan monoton névekvs a [r/4 + mn/2,7/2 +

m /2], mig szigorian monoton csokkend az [mn/2,7/4+ mmx /2] (m € Z) inter-
vallumon.

Ha ¢ € [0,7/4] vagy @ € [n/4,7/2], akkor ¢ ugyanabba az intervallum-

ba esik, mint ¢y. Mivel h szigortian monoton ezeken az intervallumokon, ezért
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y = h(p)

—m/4 /4 /2 ™

5.5. abra. A h fiiggvény grafikonja

h(po) = h(p1) nem teljesiilhet. Ez azt jelenti, hogy 2T-periodikus megoldas nem
indulhat ilyen ¢q allapotbol.

A h fiiggvény paros és periodikus, periédusa m, vagyis, ha ¢o € (—7/4,0),
akkor pontosan egy olyan ¢1 € (0,7/4) létezik, melyre h(wo) = h(p1), tehat
teljestil (5.7) els§ egyenlete. Ha ¢y € (—m/2,—m/4), akkor pontosan egy olyan
p1 € (—37/4, —7/2) létezik, hogy h(po) = h(p1), igy tehat (5.8) els6 egyenlete
teljesiil.

Az (a) esetben a 1 = —pg miatt az 1 — 2 dilatacio és a 3 — 4 = 3 —

0 kontrakcié ugyanazon fiiggsleges egyenes mentén zajlik (lasd a 5.3 abrat).
@2 + (ps + 2km)

Ebbdl kovetkezik, hogy 5

= 0, amibdl atrendezéssel kapjuk (5.7)

masodik egyenletét.

p2 + (p3 +2(k + 1)m)
2

Ezt alkalmasan atrendezve kapjuk a (5.8) masodik egyenletét.

= —7/2 (lasd a 5.4 abrat).

Hasonloképpen, a (b) esetben

Elegenddség. Az (a) eset. Tegyiik fol, hogy a fazispont Ggy mozog a fazissi-
kon, hogy (5.7) teljesiil. Folhasznalva az (5.6) jeloléseit, valamint az f és a ¢

fliggvények tulajdonsagait azt kapjuk, hogy
pa = P(—pa — 2km; 1/D) = ¢p(—p2;1/D) — 2km = ¢(=¢(p1; D); 1/D) — 2k
= ¢(=¢(—po; D); 1/D) — 2k = @o — 2k
Masfelsl
ra = f(p3;1/D)rs = f(—p2 — 2km; 1/ D)ry = f(=d(p1; D); 1/D) f(¢1; D)r1

= f(¢(—0; D);1/D) f(—po; D)ro = f(—=d(—w0; D); 1/D) f(¢o; D)ro = r0.
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A (b) eset hasonld szamolasokkal mutathato meg.

5.2. Lemma. Legyen ¢g € [—7/2,7/2). At — (r(t),p(t)) akkor és csakis
akkor az (5.2) egyenlet eqy 4T -periodikus, de nem 2T -periodikus megolddsdnak

megfeleld trajektoria, ha vagy
(a) —m/4 < g < 0 és van olyan k nemnegativ egész szam, hogy

©1 = —%o

(5.11)
Y3 =—P2—T — 2]4}7'('7
vagy
(b) —7/2 < o < —m/4 és van olyan k nemnegativ egész szam, hogy
=—pg—T
#1 %0 (5.12)

@3 :—902—27('—2]6’/?

Yy
5 2
4 1
X
5 0,8
6 '\ 7

5.6. abra. Egy 4T-periodikus palya, (a).

Bizonyitas.

Az (5.2) alapegyenlet linearis, ezért egy ¢t — (r(t),¢(t)) megoldas 47-,
de nem 2T-periodikus pontosan akkor, ha r(27) = r(0), (2T) = ¢(0) — 7
(mod 27). Ebbdl kovetkezik, hogy az 4llitas sziikségességét ugyanigy lehet bi-

zonyitani, mint az 5.1 lemma esetében.
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5.7. abra. Egy 4T-periodikus palya, (b).

Elegenddség. Az (a) eset. Ha (5.11) teljesiil, akkor az (5.6) jeloléseit hasznalva
irhatjuk, hogy
Q1= (=2 —m = 2km; 1/D) = ¢(—2;1/D) = (2k + 1) = ¢(—d(1; D);1/D)
— 2k + 1) = ¢(—9p(—po; D);1/D) — (2k + )m = @9 — (2k + 1)7.
Tehat ¢4 = po — 7™ (mod 27), amit bizonyitani akartunk. Tovabba
ra = f(ps;1/D)rs = f(—p2 —m = 2km; 1/D)ra = f(=¢(p1; D); 1/D) f(p1; D)r1
= [(¢(po; D); 1/D) f(—=po; D)ro = f(¢(0; D); 1/D) f(o; D)ro = ro.
A (b) eset, akar az 5.1 lemma esetén, hasonlé szamolasok segitségével bizo-
nyithato.
|

A kovetkez6ben megadunk két tételt, melyek sziikséges és elegends felté-
teleket jelentenek az (5.2) egyenlet 27-, valamint 47-periodikus megoldasanak

létezésére.

5.3. Tétel. Az (5.2) egyenletnek akkor és csakis akkor van 2T -periodikus meg-
olddsa, ha vannak olyan A és T pozitiv konstansok az (5.1) kifejezésben, és van

olyan memnegativ egész k, hogy vagy

ewnT — 1
2 arctan (D eWhT-|—1> + 2km = weT, (513)
vagy
evrT +1
2 arctan D m + (2k + 1)7T = OJET. (514)
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5.4. Tétel. Az (5.2) egyenletnek akkor és csakis akkor van 4T -periodikus, de
nem 2T -periodikus megolddsa, ha vannak olyan A és T pozitiv konstansok az

(5.1) kifejezésben, és van olyan nemnegativ egész k, hogy vagy

wpT _
2arctan (D 6th_|_1> —+ (2k + ]_)7'[' = weT7 (515)
vagy
ewrT 41
2 arctan (D eth—1> + 2km = wT. (5.16)

Bizonyitas. [Az 5.3 tétel bizonyitasa. Sziikségesség.| Tegyiik fol, hogy ¢ az
(5.2) egyenlet egy 2T-periodikus megoldasa, tovabba, hogy az 5.1 lemma (a)
esete érvényes. Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben (5.13) teljesiil. Elliptikus
forgéasnal ¢ = —w,, ezért

p3 — 2 = —weT. (5.17)
A g segitségével kifejezziik az (5.17) formulabol pa-t és @3-t. Ezt megtehetjiik,
ha félhasznaljuk, hogy

02 = ¢(p1; D) = ¢(—po; D), 03 = ¢(po; D) — 2k

Ezek koziil az els6 nyilvanvalo. A maéasodik esetében pedig vegyiik figyelembe,

hogy —m/4 < o < 0 és o1 = —pp maga utan vonja, hogy

T
0 <2 =d(p1;D) < 5

Ezért (5.7) masodik egyenlete azt adja, hogy

—2km — g < w3 = —pg — 2km < —2kT.

Masfelsl, a periodicitds miatt @9 = @4 = @(p3;1/D) (mod 27), igy w3 =
d(4; D) = ¢(po; D) (mod 27). Ezek alapjan tehat o3 = ¢(pg; D) — 2km.
Most méar az (5.17) atirhato a kovetkezSképpen.

2¢0(po; D) — 2km = —w,T,

vagyis

2arctan (D tan ¢g) — 2k7m = —w,T. (5.18)

Masrészt, (5.4) szerint 1 = I — arctan (e "7 tan(§ — ¢0)), ezért

tan (= tan (= 2
—2wnT _ an (Z B (Pl> an (Z + wo) (1 + tan<,00>

e = = =
tan (% — Lp0> tan 1 — tan ¢o
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amibdl
_ eth

tan pg = (5.19)

1ot
Az (5.19) (5.18)-ba torténs behelyettesitésével megkapjuk az (5.13)-at.

Most tegyiik fol, hogy az 5.1 lemma (b) esete teljesiil. Az el6z6hoz hasonléan
adodik, hogy

2arctan (Dtan (—pg)) — 7+ (k4 1)27 = w.T, (5.20)
és
1_|_6th
tan $o = m, (521)

ami (5.14)-et eredményezi.

Elegenddség. Tegyiik {61, hogy (5.13) teljesiil. Megmutatjuk, hogy az olyan

megoldas, melyre
_ th

1+ ewnT
2T-periodikus. Ezt ugy tessziik, hogy belatjuk (5.7) teljesiilését. Az (5.22) alap-

o := arctan 5.22
@ (

jan nyilvanvalo, hogy
ot _ L~ tanpy
1+ tang

A o1 = 7§ — arctan (672th tan(§ — <p0)) alapjan ez azt jelenti, hogy

¢ T 1+ tan ¢g
an [ — — =
TR 1 —tangq’
és ezaltal o1 = —pp. Megmutatjuk, hogy az (5.7) masodik egyenlete is teljesiil.

A 3 — o = —w.T és (5.13) egyiittesen adjak, hogy

th

e
2 arct D—k——
arctan ( T 11

)+ 2km =~ - )

Ugyanakkor az (5.19) alapjan azt irhatjuk, hogy w2 = ¢(v1; D) = —é(po; D) =
— ewh
1+ ewnT
azaz, @3 = —po — 2km. Bizonyitottuk tehat, hogy (5.7) teljesiil. Az 5.1 lemma

—arctan(D tan pg) = — arctan (D ), ezért 2ps + 2km = —p3 + 2,
garantalja, hogy a megoldés 2T -periodikus.
Induljunk most ki (5.14)-bdl, és legyen

erT +1 ( m 7r)
27 4

o := — arctan o (5.23)

Az el6z6 okoskodast lépésrol-lépésre megismételve azt kapjuk, hogy az (5.8)

teljesiil, és a megoldas ezzel a pp-lal 2T-periodikus. [ ]
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Bizonyitas. [Az 5.4 tétel bizonyitasa. Sziikségesség.] Tegyiik fol, hogy van egy
olyan 47T -periodikus megoldasunk, amelyik nem 27-periodikus, tovabba, hogy
(5.11) teljesiil. Megkapjuk az (5.15) formulat, ha kifejezziik po-t és ps3-t a @o
segitségével a 3 — 2 = —w. T egyenletben.

Mivel —7/4 < pg < 0 és po = ¢(p1; D) = ¢(—po; D), ezért azt kapjuk, hogy
0 < o <m/2. Az (5.11)-tal egyiitt ez azt jelenti, hogy

-3
Tﬂ-—2k7r<<p3:—g02—7r—2k7r<—7r—2k7r.

Miutén a megoldas 4T-periodikus, ezért ¢3 = ¢(p4; D) = ¢(po—m; D) (mod 27),
tehat

03 = ¢(po —m; D) — 2km = ¢(po; D) — m — 2km.

A p3 — po = —w.T a kovetkezSképp irhatéo most mar:
wT = — (gb(goo; D)—7m— 2k7r> —¢(—po; D) = 2arctan(D tan(—yg)) + (2k+ 1) 7.

Az (5.19) figyelembevételével megkaptuk az (5.15) kifejezést.
Ha (5.12)-b6l indulunk ki, akkor (5.19) helyett az (5.21) folhasznalasaval az

el6z6h6z hasonld szamolas utan megkapjuk az (5.16) formulat.

Elegenddség. Hasonloan az 5.3 tétel bizonyitasaban latottakhoz, megmutat-
hato, hogy ha (5.15) teljesiil, és ¢g az (5.22) altal van definidlva, akkor (5.11)
igaz, és a megoldas 47 -periodikus az 5.2 lemma alapjan. Ugyanigy, ha (5.16)
teljestil, és ¢g az (5.23) alapjan definialt, akkor (5.12) igaz, és a megoldas ebben
az esetben is 47T-periodikus.

Az 5.3 és 5.4 tételek megfelel alapot jelentenek arra, hogy egy oszcillacios
tételt mondjunk ki az (5.2) egyenletre, amely a 3.14 tétel analogonja.
Vezessiik be a kovetkezdket:

th_]_

wpT 1
a(T; A) :=2arctan | D ———— -+ .
enT +1

) ) B(T; A) := 2arctan (D pr
o (alulrol nézve) konkav, mig 8 konvex, kévetkezésképpen (5.13)-(5.16) minden
egyenletének pontosan egy megoldasa van minden rogzitett £k € N és A > ¢

(vagyis wp, és we) esetén (lasd az 5.8 abrat).
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5.5. Kévetkezmény. Bdrmely A > g esetén vannak olyan {T,,}°%, és {T,}22,

sorozatok, hogy
0<Ty<Ty<To<Ty<Ty<-Tp<Tny1 <Tpy1 <Tpio---,

és az (5.2) egyenletnek a T = T,, vdlasztdssal 2T -periodikus megolddsai, illetve

T =T, vdlasztdssal 4T -periodikus megolddsar vannak.

z z=a(T;A)+ 27
o z=wTI
2=B(T;A)+~ B
T
z =
z=a(T;A)
: i T
Ty Ty ToTy

5.8. abra. Az (5.13)-(5.16) feltételek

5.3. Stabilitas és szamitogépes szimulacidok

A kapott eredményeket folhasznaljuk arra is, hogy a vizsgélt - szimmetrikus
- modell stabilitéasi térképét elkészitsiik. Amint arr6l a 3.1 és 3.2 fejezetekben
mar volt sz6 a (T, A) paramétersik azon részhalmazait, amelyek pontjai megfe-
lelnek az erdsen stabil egyenleteknek, stabil zonaknak hivjuk. Annak érdekében,
hogy a korébbi - becsléseken alapuld - eredményeinket Gsszevethessiik a jelen
fejezetben megkapottakkal, T' és A helyett tekintsiik a (4.28) kifejezésben be-
vezetett € és p paramétereket. Folhivjuk a figyelmet, hogy az € definiciojaban
szerepel az amplitudo, amit ott D jelélt. Ebben a fejezetben viszont D mér sze-
repel (D = wp/we). Ezt elkeriilhetjiik, ha folhasznaljuk a (4.11) kifejezéseket,
értelemszertien moédositva a szimmetrikus esetnek megfelelGen. Tehat

EZ%T\/Z (e > 0), M:\\/g (0<pu<1).
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Igy az 5.3 és 5.4 tételek formulaiban szerepls w, T, w.T, és D paramétereket az
€ és p segitségével atirva, melyet a (4.29) kifejezésben mar megtettiink, atfogal-

mazhatjuk az 5.3 tételt.

5.6. Kovetkezmény. Az (5.2) egyenletnek akkor és csakis akkor van 2T -periodikus
megolddsa, ha vannak olyan € és u pozitiv konstansok, tovdbbd van olyan nem-

negativ egész k, hogy vagy

[1+4 p2 e2V2evitn® _
2 arctan + 2k = 2v/2e\/1 — 112,
1 —p? 2v2e /142 1 #

vagy

1 2 2\/56\/1+[L2 1
2arctan | 4/ e + + (2k 4+ 1) = 2v2e/1 — 2.

1-— ,u2 62\/56 1+p2 1

Hasonloképpen, az 5.4 tétel is megadhato € és p segitségével.

5.7. Kovetkezmény. Az (5.2) egyenletnek akkor és csakis akkor van 4T -periodikus,
de nem 2T -periodikus megolddsa, ha vannak olyan € és pu pozitiv konstansok, to-

vabbd van olyan nemmnegativ egész k, hogy vagy

[1+p2 V2Vt
2 arcta + (2k + D)7 = 2v2e /1 — 42,
I n 1 _ MQ 62\/55 /1“1’#2 + 1 ( )7T :u’

vagy

1 2 2v2ey/14u2 1
2arctan | 4/ Al + + 2km = 2v/2e/1 — p2.

1-— ILL2 62\/55 1+p2 1

Az 5.6 és 5.7 folhasznalasaval az (e, ) paramétersikon tudjuk &brazolni az
Arnold-nyelveket. Igy példaul az elsG két nyelvet az 5.9 abran lathatjuk.

Azt is lattuk, hogy a stabilitasi tartomany m-edik komponensének (m € N)
gerincét a (4.31) formulaval megadott G, gorbe alkotja. Ezen gorbék megfele-

16jét most a

1+ p?

Gm : 2V2ey/1 — j2 — 2arctan 3
—p

=mm, meN

egyenlettel adott gérbék alkotjak.
Az 5.10 abran m = 0 esetén lathatjuk a korabbi, becslésen alapulé szamita-

sokbol kapott stabilitési zonat az ebben a fejezetben szamitottal.



5. A FORDITOTT INGA PERIODIKUS MOZGASAI 69

0.8

0.6

0.4F

0.2

00}, ‘ ‘ ‘ €
0.0 05 1.0 15 2.0

5.9. abra. Az els6 két stabil zéna

5.10. abra. A korabban becsléssel kapott és a pontos stabil zéna

A kiszamitott periodikus péalyak, és a segitségiikkel elkészitett stabilitasi

térkép alapjan szamitogépes szimulacidkat készithetiink. A szamitogéppel az
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%‘l(t)x differencialegyenlet-rendszert oldatjuk meg, vagyis az alla-

r=1Y1Y=
pothatarozok a szogelfordulas és annak id6 szerinti derivaltja. Igy egyfelsl vizua-
lizalhatjuk mindazt, amit kiszamoltunk, masfelsl bizonyos mértékig visszaigazo-
last nyerhetiink szdmolasunk helyességérsl. A Wolfram Research Mathematica
10.4 szoftverét hasznaljuk a szamitogépes kisérletezés soran. A 5.9 abrat tekint-
ve és a u = 0,2 = A = 245,25 értéket, valamint az ¢ = 0,5 = T = 2/15
értéket valasztva nézziikk meg mit ad a szamitogépes szimulacié, ha a mozgas-
egyenletet a [0,6/15] intervallumon oldatjuk meg, illetve abrazoljuk a fazissikon
a trajektoriat, valamint a ¢ — x(t) fiiggvény grafikonjat, tehat az inga rad-
janak fliggsSlegessel bezart szogét az id6 fliggvényében. Kezdeti értékekként az
zo = 0,1,y9 = —0,1 valasztva az [ = 2 hossztsagt inga esetén az 5.11, 5.12

abrakat kapjuk.

—

005 0ho {015 020 025 0po

5.11. abra. A trajektoria, ha t € [0,6/15]

Ugyanazokkal a paraméterekkel, de a [0, 1] intervallumon megoldva az egyen-
letet, az 5.13 és az 5.14 abrak alapjan is egyre jobban érezhetd, hogy a megoldas
stabil.

Egy viszonylag hosszi szakaszon ([0, 30]) is nézziik meg a szogkitérést: 5.15

abra.
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0.1 0.2 03 04

5.12. abra. Az x = x(t) szogkitéres, ha ¢t € [0,6/15]

5.13. abra. A trajektoria, ha ¢ € [0, 1]

Az 5.15 abrarol is latszodik, hogy a megoldasgorbe a lebegésre emlékeztetd
hatast jelez. Ez a Floquet-elvnél olvashat6 gondolatok alapjan nem is meglepd:
egy 2T -periodikus egylitthatdju rendszer stabil megoldasair6l van szd, vagyis
a monodromia métrix sajatértékei tisztan képzetesek, igy tehat a 3.1 tételben
az altalanos megoldasra adott ®(t) = P(t)e'? formula alapjan az alaprendszert

r(t) cos Bt—s(t) sin Bt, r(t) cos ft+s(t) sin St alakn fliggvények alkotjak, ahol r és
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5.14. abra. Az x = x(t) szogkitérés, ha t € [0, 1]

LA AR
BTN |

5.15. abra. Az x = x(t) szogkitérés, ha t € [0, 30]

s 2T-periodikus fiiggvények. Ez azt mutatja, hogy az abrazolt © = z(t) megoldas
vagy periodikus (amikor 2T és a B sajatértékének megfelels periodusids (27 /3)
hanyadosa racionalis) vagy kvazi-periodikus (amikor az emlitett periodusidsk
hanyadosa irraciondlis). Minderr6l részletesen a [8]-ban olvashatunk.

Az 5.15 abrat latva egyre biztosabbak lehetiink abban, hogy stabilis az egyen-
stlyi helyzet: ¢ = 30-ig lefuttatva a szamolast, a kitérés az idének korlatos fiigg-
vénye. Ha ugyanigy jarunk el, de még tovabb engedjiik a szamolést, példaul

t = 100-ig, akkor az 5.16 abran lathato grafikont kapjuk. Eléggé meggydzs. A
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5.16. abra. Az x = x(t) szogkitérés, ha t € [0, 100]
fazissikon a trajektoria is szépen arulkodik: ¢ = 300-ig szamolva, és a fazispont

képét abrazolva az 5.17 grafikont kapjuk. Azt latjuk, hogy egy, az origo koriili

korlatos sikrészen mozog a fazispont, ilyen médon jelezve az origd stabilitasat.

y

5.17. abra. A faziskép, ha t € [0, 300]
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A szamitogépes kisérletezés alkalmat ad arra is, hogy az inga eredeti, nem-
linearis egyenletét vizsgaljuk. Véltozatlan paraméterértékek mellett 0-t6l 50-ig
megoldatva az egyenletet, az 5.18 és az 5.19 abrat kapjuk. Latszodik, hogy li-

nearizalt jol kozeliti a nemlineéris kifejezést.

5.18. abra. Féazisporté nemlinearis esetben, ha ¢ € [0, 50]

A
i

-0.2

[ f—

ittt

5.19. abra. Az x = x(t) szogkitérés nemlinearis esetben, ha ¢ € [0, 50]

-0.3



6. fejezet

Osszefoglalas

A disszertacioban a gerjesztett inga egyensulyi helyzetei koriili mozgaso-
kat vizsgalunk, mely gerjesztés lépcsGsfiiggvény-egyiitthatoként jelenik meg a
linearis mozgéasegyenletekben. Arra keressiik a vélaszt, hogy gerjesztésben meg-
1évé paraméterek mely értékeire varhatjuk az inga als6 egyensulyi helyzeté-
nek instabilitasat, illetve a f6lsé egyensilyi helyzetének stabilitasat. Vizsgalati
modszeriinket eleminek mondjuk abban az értelemben, hogy kikeriili a perio-
dikus egyiitthatés differencidlegyenletek klasszikus elméletére, az tigynevezett
Floquet-elvre épiil6 nehezen kezelhet§ szamitasokat, helyette jellemzGen egy-
szert geometriai megfontoldsok vezetnek eredményre. Az értekezés az alabbi

publikacidékon alapul:

e L. Csizmadia, L. Hatvani, An extension of the Levi-Weckesser method
to the stabilization of the inverted pendulum under gravity, Meccanica,

49(2014), 1091-1100.

e L. Csizmadia, L. Hatvani, On a linear model of swinging with a periodic

step function coefficient, Acta Sci. Math. (Szeged), 81(2015), 483-502.

e L. Csizmadia, L. Hatvani, On the existence of periodic motions of the

excited inverted pendulum by elementary methods (benyujtva).

Els6ként a hintazas probléméjara adunk egy valaszt. A hinta egy olyan inga,

melynek hossza az id6ben valtozik. Az [1] miiben leirtak szerint, tegyiik f6l, hogy

(6]
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a hintazo hatasara a hinta hossza periodikusan valtozik, azaz tekintsiik az

i+a’(t)z =0,
ay = 198, ha 2kT <t < (2k+ 1)T,
a(t) = —
ay = lig, ha (2k+ )T <t< (2k+2)T, (k=0,1,...)

(6.1)
egyenletet, ahol z jel6li az inga radjanak a fiiggslegessel bezart szogét, tovabba
€ > 0 az a paraméter, melynek segitségével a hintazas intenzitasat jellemezziik,
T > 0, g a gravitacios gyorsulas, [ pedig az inga hossza. A feladat: hatarozzuk
meg a (T,e) paramétersik instabil tartoményat, vagyis azon részét, ahonnan
valasztott paraméterértékekkel a (6.1) egyenlet = 0 megoldasa instabil.

Bevezetve az origbhoz kozeledd, illetve origdtol tavolodo szogperiodikus meg-
oldas fogalméat konstruktiv modon tudjuk megadni a hintazo periodusideje (277)
és a hintazas intenzitasa (¢) fiiggvényében azt a szlikséges és elegendd f6ltételt,
mely garantalja a mozgasegyenlet gerjesztési periddussal megegyezs perivdus,
illetve a gerjesztési periddus dupldjaval megegyezs periddusi megoldasainak
létezését. Ez utdbbiak pedig kijelolik a (7, ¢) sik instabil tartoméanyat. Meggon-

dolasaink eredményeképpen a kévetkezdt irhatjuk.

6.1. Tétel. A (6.1) egyenletre vonatkozo (T,€) paramétersik instabil tartomd-

nydnak belseje

Uo<e<t (UpZo({(Th€) s Top41(e) < T < Topya(e) U

{(T€) : Topsa(e) < T < Topya(e)})),

ahol {Ty(e)}32,, illetve {Tk(a)}zozl olyan sorozat, hogy a (6.1) egyenletnek a
T = Ty (e) vdlasztdssal 2Ty, (e )-periodikus, illetve a T = Ty,(¢) vdlasztdssal ATy, ()-

periodikus megolddsa van.

Ezt kévetSen attériink az inga f6lsé egyenstlyi helyzetének stabilizalhatosaga
kérdésére. Azt a specialis esetet tekintjiik, amikor az inga folfiiggesztési pontjara
egy fliggbleges iranyu, periodikusan valtozo er6 fejt ki hatéast. Amennyiben
jeloli a fliggsleges irdnnyal bezart szoget, gy a f6lsé egyensilyi helyzet koriili
mozgasokat leiro egyenlet a

§ = (g +a)e =0, (62)
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alaki, ahol
Ap, ha KT <t < kT + Ty,
a(t) == ¢ —A,.ha KT + T, <t < (kT +T)+ T,
(k=0,1,...)

az inga folfliggesztési pontjara hato erébdl szarmazo gyorsulas. Az Ay, Ae, Th, Te
pozitiv konstansok (T, + T. = T), tehat a felfiggesztési pont mozgasa T-
periodikus.

Egy korabban megjelent dolgozatban [28] talalhato otletes, becslésen alapulo
modszert terjesztiink ki arra az esetre, melyben az eredeti nem hasznalhato. Igy
a gerjesztés peridodusideje és gyorsulasa fiiggvényében egy pontosabb feltételt

tudunk adni a stabilizalhatosagra.

6.2. Tétel. Jelolje Rem (p; ) a ¢ € R valds szdm osztdsi maradékdt modulé ©
(0 <Rem (p;m) < 7).
Ha
ewrTh — 1

2 arctan P P +4

W, ™
arctan y /| — — —
We 4

< min{Rem (w.T¢;7); m — Rem (weTe; )},

akkor a (6.2) egyenlet erdsen stabil, ahol

 JAn+g  JAe—g
Wwhp = I s We 1= I .

Az er6s stabilitas roviden szolva azt jelenti, hogy a rendszer annak minden

kis perturbaltjaval egyiitt stabil. A [28] cikkben a szerz6k modszere csak az
A, = A, és a g = 0 feltételek teljesiilése esetén hasznalhato. Erthets az igény
ezen feltételek (f6ként a méasodik!) elhagyasara, amely a 6.2 tételben valosult
meg.

Miutéan a folsé egyensilyi helyzet stabilitasat garantalo feltételiink is egy
becslés, ezért a gerjesztG 1épcsdsfiiggvény periddusaval megegyezd, illetve an-
nak kétszeresével megegyezd periodustu periodikus megoldasok konstrualésaval
a teljesen pontos stabilitasi tartomanyokat irjuk le a dolgozat utolsé részében.

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor a mozgasegyenlet

J - o +al)y =0 (63)
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alaki, és amelyben

A ha UT <t < (2k + 1)T,
a(t) := 4 —A, ha (2k + V)T <t < (2k + 2)T, (6.4)
(k=0,1,...),

tehét az inga folfiiggesztési pontjara hatod erébdl szarmazo gyorsulas 2T -periodikus

és szimmetrikus. Eljarasunk konkluzidjaként a kovetkezSket allitjuk.

6.3. Tétel. A (6.3) egyenletnek akkor és csakis akkor van 2T-periodikus meg-
olddsa, ha vannak olyan A és T pozitiv konstansok az (6.4) kifejezésben, és van

olyan nemnegativ egész k, hogy vagy

ert —1
2 arctan (D T) + 2km = w,T,
ewnt 41
vagy
ert +1
2arCtan (D W—l) + (2k + 1)71' = weT.

6.4. Tétel. A (6.3) egyenletnek akkor és csakis akkor van 4T -periodikus, de
nem 2T -periodikus megolddsa, ha vannak olyan A és T pozitiv konstansok az

(6.4) kifejezésben, és van olyan nemnegativ egész k, hogy vagy

ewrt —1
2 arctan (D ethJrl) + 2k + 1)m = weT,
vagy
wpT 1
2arctan | D et + 2kt = w,T.
ewnT — 1

A fejezet a stabilitasi tartomanyok megadaséaval, illetve a differencialegyenlet

megoldasainak szamitogépes szimulacioi bemutatasaval zarul.



7. fejezet

Summary

In the thesis we investigate the motions of an excited pendulum about their
equilibria. The excitation means a step-function coeffitient in the equation of
motion, namely in a second order linear eqaution which describes the motions
around the upper and the lower equilibrium states. We are looking for the values
of the parameters in the excitation for which the the upper equilibrium is stable,
and the lower one is unstable. Our method is elementary in the sense that
instead of difficult calculations of the Floquet Theory - the classical theory of
the differential equation with periodic coefficient - simply geometric ideas are

applied. The dissertation is based on the following papers of the author:

e L. Csizmadia, L. Hatvani, An extension of the Levi-Weckesser method
to the stabilization of the inverted pendulum under gravity, Meccanica,

49(2014), 1091-1100.

e L. Csizmadia, L. Hatvani, On a linear model of swinging with a periodic

step function coefficient, Acta Sci. Math. (Szeged), 81(2015), 483-502.

e L. Csizmadia, L. Hatvani, On the existence of periodic motions of the

excited inverted pendulum by elementary methods (submitted).

First, we consider the problem of swinging. The swing is a pendulum whose

length changes in time. As in [1], we suppose that the length of the pendulum
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changes periodically, so the equation of motion is

i+a?(t)r =0,
ay = 1957 if 2T <t < (2k+ 1)T,
a(t) := —
ap = lig, i (2k+1)T <t<(2k+2)T, (k=0,1,...),

where = denotes the angle between the rod of the pendulum and the direction
downward measured counter-clockwise; g and [ are the gravity acceleration and
the length of the rod, respectively, € > 0 is a parameter measuring the intensity
of swinging. The problem of swinging is to find the instability domain on the
parametric plane (T,¢) to the excited equation (problem of parametric reso-
nance), where the solution z = 0 of the corresponding equations of motion is

unstable.

Introducing the concepts of solutions going away from the origin and app-
roaching to the origin, we give necessary and sufficient conditions in terms of T'
and ¢ for the existence of solutions of these types, which yield conditions for the
existence of 2T -periodic and 4T-periodic solutions as special cases. The domain
of instability, i.e., the Arnold tongues of parametric resonance are deduced from
these results. As a conclusion, we can write the next statement.

Theorem The inside of the instability domain on the parametric plane (T, ¢)

18

Uo<e<t (UpZo({(T'€) s Topy1(e) < T < Topya(e)jU

{(T,e) : Topyi(e) < T < Tapsa(e)})),

where {Ti(e)}72,, and {Tk(e)}zozl sequences such that if T = Ty(e) then the
equation, of motion has 2T (¢)-periodic, and if T = Ty(¢) the equation of motion
has AT}, (¢)-periodic solution.

In the next chapter we study the stability of the upper equilibrium of the
pendulum. We consider the suspension point of the pendulum which is vibrating
vertically with T-periodic acceleration and thus the equation of motion of the

pendulum is

§ - g+ a)s =0,
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where
Ap,if KT <t < kT + T,
alt) == —A,if KT+ Ty <t < (KT +Tp) + T,
(k=0,1,...)

is T-periodic acceleration; Ay, A, Th, T, are positive constants (7}, + 1. = T));
1 denotes the angle between the rod of the pendulum and the direction upward
measured clockwise.

M. Levi and W. Weckesser [28] gave a simple geometrical explanation for the
stability effect provided that the frequency is so high that the gravity can be
neglected, and the two half-periods of the periodic excitation of the parameter
are symmetric. They obtained also a lower estimate for the frequency in this
gravity-free case. In its original form, the Levi-Weckesser method does not work
in the case when there acts gravitation, so it is a very natural challenge to find an
extension of the method to this more natural case. We extend the Levi-Weckesser
method to the arbitrary inverted pendulum not assuming even symmetricity
between the upward and downward phases in the vibration of the suspension
point. Meanwhile we can improve the method and give a sharper estimate for
the frequency in the gravity-free case, too. The main result of the chapter is
Theorem. Let Rem (y; ) denote the reminder of the real number ¢ € R modulo
7 (0 <Rem (p;7) < ).

If

ewnTh 1

2 arctan m —+ 4

Wh ™
arctan , /| — — —
We 4

< min{Rem (w.T,;7); ™ — Rem (w.Te;7)},

then the equation of motion is strongly stable where,

L Ap+yg L Ae—g
Wh = f’ We 1= f

The equation is called strongly stable if it is stable together with all of its suffi-
ciently small perturbations.

The previous result about the stability of the upper equilibirum is an est-
imation. In Chapter 5 we give the exact stability zones with the help of periodic

solutions whose periods equal either the period of exitation or the double of it.
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We consider the equation of motion

§ = o+ a0)s =0,

where
A, if 2T <t < (2k+ 1)T,
a(t) = —A,if (2k + )T <t < (2k +2)T,
(k=0,1,...),
so the acceleration of the suspension point of the pendulum is periodic with
period 2T. As conclusions we can state the following theorems.
Theorem There is a solution of the equation of motion of period 2T if and only

if there are positive constants A and T and a non-negative integer k such that

either
ewrT _ 1
2 arctan (D M) + 2km = (.UeTa
or
ert +1
Qarctan (D Wl) + (2k' + 1)71' = weT.

Theorem There is such a 4T -periodic solution of the equation of motoin which
is not 2T -periodic if and only if there are positive constants A and T and a

non-negative integer k such that either

ewrt —1
2 arctan (D 6“’hT+1) + 2k + 1)m = w7,
or
wpT 1
2 arctan (D 6T+> + 2km = w,T.
ewnt —1

Concluding the chapter we describe the stability zones and present some

computer simulations which demonstrate our previous calculations.
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