Elemi matematika I.
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2014. 03. 10.

1. feladat If ¢ and p are natural numbers such that a? — 1 is prime, then a = 2 or p = 1.

(Proof. @ = 1(mod a — 1). Then a”? = 1(mod a — 1), so a> — 1 = 0(mod a — 1). Thus
a — 1|a? — 1. However, a? — 1 is prime, so a — 1 = a? — 1 or a — 1 = +1. In the former case,
a = aP, hence a = 0,1 (which is a contradiction, as neither 1 nor 0 is prime) or p = 1. In
the latter case, a = 2 or a = 0. If a = 0, however, 0? — 1 = 0 — 1 = —1 which is not prime.
Therefore, a = 2.)

2. feladat If 2” — 1 is prime, then p is prime.

(Proof. Suppose that p is composite, hence can be written p = a - b with a,b > 1. Then
w—1=2%_1=29"-1=(20—1)[(29)" " + (29" 2 + .- 429+ 1] s0 22 — 1 is composite
contradicting our assumption that 2” — 1 is prime.)

3. feladat If 2" + 1 is an odd prime, then n is a power of 2.

(Proof. If n is a positive integer but not a power of 2, then n =r-s where 1 <r <n, 1<
s < nand sisodd. By an elementary observation {n € N = a™ — b" = (a — b) Sy ak - btk
for positive integer m, (a —10b) | (™ —b™). Substituting a = 2",b = —1, and m = s and using
that s is odd, (2" +1) | (2" 4+ 1), and thus (2" +1) | (2" +1). Because 1 <2"+1 < 2" 41, it

follows that 2" 4 1 is not prime. Therefore, by contraposition n must be a power of 2.)

4. feladat Bbh 24[13" +3-5""! +8. (Arany D. 2011. haladdk)

5. feladat Mmh 7|333%444+444333 (http:/ /users.itk.ppke.hu/ adorjan /matematika/pdfs/04.pdf)

6. feladat Oldjuk meg a primszamok halmazan: z¥ + 1 = z. (http://users.itk.ppke.hu/ ador-
jan/matematika/pdfs/04.pdf)

7. feladat Mmh. 102 4+ 2% (http://www.math.ubbcluj.ro/ andrasz/CD/Megold9/1fej.pdf)



8. feladat Bbh, ha a = b-c+ d , akkor (a,b) = (b,d). (http://www.math.ubbcluj.ro/ and-
rasz/CD/Megold9/1fej.pdf)

( Legyen (a,b) = x és (b,d) = y. Ekkor igazolni kell, hogy z = y. z|a,x|b, igy z|bc, azaz
xla — be, vagyis x|d is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy x|y. Hasonldéan bizonyithaté a forditott
oszthatdsag is, amibél kovetkezik, hogy = = y.)

9. feladat Adjunk algoritmust az lkkt és az Inko meghatarozasara.

(Legyen a > b. Osszuk a-t b-vel: a = b-q + r1. Osszuk b-t ri-gyel: b = 1y - g + 7.
Osszuk 1o-t ri-gyel: ry = 1y - g3 + 13 és igy tovabb; (n > 2) esetén r,-et r,_;-gyel osztjuk:
Tn = Tn-1 - Qne1 + Tny1- El6z6 feladat alapjan (r,,7,41) = (a,b) Yn > 1. Az utols6 nullétdl

b
kiilonboz6 maradék az Inko. Euklideszi-alg. Ha ¢ az lkkt, akkor ¢t = %. )

10. feladat Egy 8 x 8-as sakktabla négyzeteibe 1-t6l 64-ig szamokat frunk be balrél jobbra,
foliilrol lefelé haladva. Ezutan a tabla mezoit minden lehetséges médon lefedjiik egy 2 x 2-es
négyzettel. Hany esetben lesz a letakart szdmok Gsszege 3-mal oszthaté? (Gerdes 95/3/7)



