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Pendolo semplice
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Pendolo semplice

mgsen®

I: la lunghezza di pendolo
g: la costante gravitazionale

9
©: I'angolo tra la direzione verticale e il filo del pendolo

mlg=—mgsing ~ Ip=—gp
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Equilibri
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Equilibri

e (¢,¢)=(0,0) - stabile
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Equilibri

e (¢,¢)=(0,0) - stabile
o (¢,$) = (m,0) - instabile
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Pyotr Leonidovich Kapitsa, 1894-1984

Premio Nobel, Fisica, 1978.
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Pyotr Leonidovich Kapitsa, 1894-1984

Premio Nobel, Fisica, 1978.

1911: ,L'equilibrio superiore del pendolo é stabile se il punto di sospensione
oscilla verticalmente con frequenza abbastanza alta."
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L'accelerazione

T1>0, T2>0, A1>0, A2>g, AT =AT

a(t)— A1, se k(T1+T2)§t<(k+1)T1+kT2;
o —As, se (k—l—l)Tl—FszSt<(k—|—1)(T1+T2), keZ,
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T1>0, T2>0, A1>0, A2>g, AT =AT

a(t)— A1, se k(T1+T2)§t<(k+1)T1+kT2;
o —As, se (k—l—l)Tl—i-szSt<(k+1)(T1—|—T2), keZ,

Periodo: T =T+ T»

a

Al
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L'equazione del moto

X=T— @~ X=—p; sinx =siny
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L'equazione del moto

X=T—@~>X=—@; sihx =sinep

I modello del pendolo vibrato
t
. Lﬁ“x ~0

I: la lunghezza del pendolo
g: la costante gravitazionale
x: I'angolo tra la direzione verticale e il filo del pendolo

z
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Obiettivi

e condizione sufficiente a garantire la stabilita dell'equilibrio superiore
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Obiettivi

@ condizione sufficiente a garantire la stabilita dell'equilibrio superiore

@ al caso classico Ti=Ty AL =As

L. Csizmadia (Szeged) Pendolo 03.11.2011 7/ 26



Obiettivi

@ condizione sufficiente a garantire la stabilita dell'equilibrio superiore
@ al caso classico Ti=Ty AL =As

@ disegneremo una mappa globale della stabilita
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Obiettivi

@ condizione sufficiente a garantire la stabilita dell'equilibrio superiore
@ al caso classico Ti=Ty AL =As

@ disegneremo una mappa globale della stabilita

@ animazione
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Definizioni

x=A(t)x, Aec M(2,R), A(t+ T)=A(t), TrA=0
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Definizioni

x=A(t)x, A€ M(2,R), A(t+ T) = A(t), TrA =0

Definizione

Un sistema lineare, x = A(t)x, é detto stabile se tutte le soluzioni sono
limitate in [0; +00).
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Definizioni

x=A(t)x, A€ M(2,R), A(t+ T) = A(t), TrA =0

Definizione

Un sistema lineare, x = A(t)x, é detto stabile se tutte le soluzioni sono
limitate in [0; +00).

Definizione

Un sistema lineare é detto stabile forte quando é stabile ed esiste € > 0 tale
che I'equazione x = B(t)x sia stabile supposto che |B(t) — A(t)| < & per
ogni t > 0.
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Condizione

X(t) : matrice fondamentale X(0) =/, X(T) = C : matrice di monodromia
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Condizione

X(t) : matrice fondamentale X(0) = /,X(T) = C : matrice di monodromia

Teorema

Una matrice C con det C = 1 fa ruotare tutti i vettori in R? di un angolo
a # 0 (mod ) se e solo se il sistema lineare é stabile forte.

Stabilita forte & a #0 (mod )
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Condizione

X(t) : matrice fondamentale X(0) = /,X(T) = C : matrice di monodromia

Teorema

Una matrice C con det C = 1 fa ruotare tutti i vettori in R? di un angolo
a # 0 (mod ) se e solo se il sistema lineare é stabile forte.

Stabilita forte & a #0 (mod )

In particolare: Stabilitad forte < -7 <a<0
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Spazio delle fasi

o &tat)

] x=0
a(t):{ Aq,

se0<t< Ty;
_A27

se 1 <t<Ti+To=T
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Spazio delle fasi

o &tat)

] x=0
a(t):{ Aq,

se0 <t < Ty;
—Ap, seh <t<Ti1+Tr=T
0<t< T1
A
(H) -8 M0

o = = = DA
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Spazio delle fasi

o &tat)

| x=0

a(t)— A1, se0<t< Ty;
o —Ap, seh <t<Ti1+Tr=T

0<t< Ty Th<t<Ti+ T,

Ar—g

i x=0

=0 ()  x+
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Spazio delle fasi

wy = /g-l-lA1

(H)

o = = = DA
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Spazio delle fasi

wy = /g-l-lA1

y=—
w1
x = w1y,
(H) { -
y = wix

o = = = DA
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Spazio delle fasi

wy = /g-l-lA1

X+ wix=0
o _ X
A YT
x = w1y,
o {7 °
y = wix

X = woy
(E) _ Y,
Yy = —waX
o = = DA



Spazio delle fasi

X=rcosp, y=rsinp

o = = = DA
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Spazio delle fasi

X =1rcosy, y =rsinp

0<t<T T <t<Ti+T>
r _ ,
(H) ;T (g { r=0
¢ = wicos2p o= T

o = = = DA
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Spazio delle fasi

X =1rcosy, y =rsinp

0<t<T T1<t<Ti1+ T,
f in2 r =0
(H) P (E) { s
¢ = wicos2p = T
(1)
Le traiettorie di (E): rotazione in senso orario, velocita angolare:  —w»
L'angolo:

Be=—wrTr (1 <t<Ti1+Ty)
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Rotazione ellittica

*y

CINVY
/) x
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Rotazione ellittica
Rotazione iperbolica

(o 'y

CINVY :
/) x
/

L. Csizmadia (Szeged) Pendolo 03.11.2011 13 / 26



Spazio delle fasi
(1)

Fase di flusso di (H): rotazione iperbolica

L’angolo?
p = w1 COS 2
e2wi(t—to) . l+tanpe 1
o(t) = arctan } _—I_:an o
e2wi(t—to) . - tanvo +1
1 —tanyg
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Spazio delle fasi
(1)

Fase di flusso di (H): rotazione iperbolica

L'angolo?
© = w1 COS 2¢
e2wi(t—to) . m -1
¢(t) = arctan } ;Ean Y0
e2wi(t—tg) . =~ ANPO | 4
1 —tan g

Indicando S(z; to) = w(to + T1) — ¢(to) I'angolo di rotazione iperbolica
del vettore z = (x; y) in [to; to + T1], si ha

erth -1 n
|ﬂH(Z; to)’ < 2 arctan erT—l_|_]_ < E .
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Spazio delle fasi

(1)

h1<t<Ti+ T
= (E)

5&+w%x:0; y=—

o = = = DA
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Spazio delle fasi

(1)

0<t<Th h1<t<Ti+ T
(H) X_W%XZO? y=-— (E) )'H-w%x:O; y:i

w1 wWo

x continua in [0;+00) = wiy(T1 —0) =way(T1 +0)
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Spazio delle fasi

(1)

(H) X—w%x =0, y=— (E)

TH<t<Ti1+ T

x continua in [0;+00) = wiy(T1 —0) =way(T1 +0)

y(T) =y(T1 +0) = (71—0)
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Spazio delle fasi

(1.)
0<t<Ty T1<t<Thi+ T

(H) X=X y w1 (E) Xtwix =0; y = o

x continua in [0;+00) = wiy(T1 —0) =way(T1 +0)

(1) = (T +0) = Zy(T1 - 0); g=
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Spazio delle fasi

(11.)
0<t<Ty T1<t<Thi+ T

(H) X=X y w1 (E) Xtwix =0; y = o

x continua in [0;+00) = wiy(T1 —0) =way(T1 +0)

(1) = (T +0) = Zy(T1 - 0); g=

Contrazione: g < 1
Dilatazione: g > 1
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Salti

uE

0 T T, 2T
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Salti

J J "J
I | |
! | !
0 'Ijl -Fl +T2 2 -n +T2

Angolo:

1
By| < |arctan — — arctan/q|
64 < | NG Va
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Risultato principale

Teorema

/ A A —
Siawlz #, 2 ——751

a(t) . A1, se k(Tl + T2) <t< (k—|- 1)T1 + kTs;
o —A, Se(k—i-l)Tl—f-kTQSt<(k+1)(T1+T2),k€Z+.

t
L'equilibrio, (0,0), dell'equazione del moto, X — gl Ia( )
forte, se:
@ Wy T2 < T,
wiT1

1
@ 2arctan TR | + 2| arctan T arctan /q| <

min{szg; ™ —szZ} .

x = 0, é stabile
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M. Levi and W. Weckesser

+ A A — 8 w1
W1=\/g/1,w2=\/ 2/ , q w—27é1
Ay >> g~ g =0

Ti=T), A=A~w=w=w

o = = = DA
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M. Levi and W. Weckesser

_ /g+lA17w /Az— __#1

Ay >> g~ g =0

Ti=T), A=A~w=w=w

Loro risultato: — m < —w = Stabilita forte
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M. Levi and W. Weckesser

_ /g+lA17w /Az— __7&1

Ap>>g~g=0

Ti=T), A=A~w=w=w

Loro risultato: — m < —w = Stabilita forte
. w ez —1 el
Nostro risultato: — 7 < —— — 2arctan — = Stabilita forte
2 ez +1
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Arnold V.I.

Ti=T, Ai=A=A A>>g D <<

o = = = DA
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Arnold V.I.

Ti=T, Ai=A=A A>>g D <<

_./P _\/E.
€= ?/J’_ Al
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Arnold V.I.

Ti=Ty A=A =A A>>g D <<

/D
€ =1/, ,u:\/g; e<<lLip<<l1
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Arnold V.I.

L. Csizmadia (Szeged)

Ti=Ty A=A =A A>>g D <<
D
€=/ ,u:\/g; e<<lLip<<l1

2
Risultato di Arnold: 1 < V2

—— = Stabilita forte
V3

Pendolo



Arnold V.I.

Ti=Ty A=A =A A>>g D <<
D
e=1/, ,u:,/%; e<<lLip<<l1

V2

Risultato di Arnold: p < V2 . Stabilita forte

V3

La mappa di stabilita é vicino all’origine.
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Interpretazione geometrica del risultato di Arnold
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Mappa di stabilita
A > g = ¢ arbitrario, pu <1

Mappa globale di stabilitad, 0 < e < 3

el A
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Mappa di stabilita

O<exl1

e M /

[m] = - =
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Mappa di stabilita

l<e<?2

T T &
=] 5 = = DA
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Mappa di stabilita

010 F
0081
0.06 |
[
004 |
o0k
000 |,
2170 2112

277 2776 2778 2.780 E
o = = = DA
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dia (Szeged)

Grazie per la Vostra cortese attenzione!

Pendolo
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