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RavaszNégyzet — egy kombinatorikai jaték

CsAKANY BELA, MAKAY GEZA, NYOGER ISTVAN

A jaték leirasa; jelolések. A RavaszNégyzet védett nevii tablas jatékot id. Incze
Attila szegedi famiives 1999-ben kezdte gyartani és arusitani. Esetleges el6zmé-
nyeir6l nem tudunk; Richard K. Guy, a diszkrét matematikai jatékok egyik legna-
gyobb szakértéje nemrég gy nyilatkozott, hogy eddig nem ismerte ezt a jatékot
[2]. A gydrt6 fia, ifj. Incze Attila a jatékra elegdns programot irt, amellyel 2004-
ben dijat nyert a <19 Szabadfogdsi Szdmitigép ifjusagi programozasi versenyen
(lasd: http://verseny.c3.hu/2004 /nyertesek/). E cikk tovabbi részében a jaték ne-
vét csupa kisbetiivel irjuk. Téabldja hat sorban és oszlopban elhelyezkedd 36 me-
z6bol 4ll, szabilya pedig a kovetkez6: Két jatékos felvaltva helyez el egy-egy sajat
szinl babot a tabla még el nem foglalt mezdinek barmelyikén. A lerakott babok
t6bbé nem mozdulnak. Az nyer, aki négyzetet csindl; részletesebben, akinek a
bébjai elfoglalnak négy olyan mez6t, amelyek kozéppontjai valamely négyzet négy
csucspontjat alkotjdk. Nem koveteljik meg, hogy ennek a négyzetnek az oldalai
parhuzamosak legyenek a tédbla oldalaival.

Szemmel lathatdan, a ravasznégyzetet jatszhatjuk szamtanfiizet lapjan is az
améba (més néven 6t6dolé) jatékhoz hasonléan (kiilonbézé szinii babok lerakésa
helyett kereszteket és korocskéket frva a racsnégyzetekbe), vagy sakktébla al-
kalmasan elrekesztett hatszor hatos méretli részén, vildgos és sotét sakkfigurak-
kal, ahogyan dbraink mutatjak.
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A kovetkezOkben mindig a jaték ez utébbi megvaldsitasara gondolunk. fgy
a mezoket és a jatszmakat a sakkban szokdsos moédon jelolhetjiik, ill. irhatjuk le.
Megallapodunk, hogy a jatékot a vildgos babokkal jatsz6 fél kezdi. Az dbrakon
ugyanazt a ravasznégyzet-feladvanyt latjuk: vildgos indul és harmadik 1épésében
négyzetet csindl. A megoldas:
1. b5+ — db
2. d1
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és a kovetkezd 1épésben vilagos vagy az a2, vagy az f2 mezén négyzetet csinal. Itt
+ a fenyegetés jele: ha egy — a tabldn a fenti értelemben lehetséges — négyzet két
csucsaban egyszini, pl. vildgos bab all, és viladgos elfoglalja ennek a négyzetnek
egy harmadik cstcsat is, mikozben a negyedik csics még iires, akkor vilagos 1épése
fenyegetés. Ha sotét valaszlépésében négyzetet tud csindlni, akkor a fenyegetés
haszontalan volt, maskiilonben pedig vildgos fenyegetését sotét egyetlen médon
védheti, ti. azdltal, hogy elfoglalja a negyedik csicsot. Ha ezzel sotét egy masik
négyzetnek mar Osszesen harom csicsat foglalja el és annak a négyzetnek a negyedik
csucsa még ures, akkor sotét 1épése ellenfenyegetés. Végiil, ha valamelyik jatékos,
pl. vilagos a lépésével elfoglalja két kiillonbozo olyan négyzetnek egy kozos csucsat,
amelyeknek két-két csicsan mar vildgos bab allt, negyedik csticsuk pedig kiilonb6z6
és lres, akkor vilagos lépése kettds fenyegetés; jele -+ . Ha sotét valaszként nem tud
négyzetet csindlni, akkor a kettos fenyegetést egyetlen bab lerakdsaval nem tudja
védeni, és vildgos a kovetkezd 1épésével négyzetet csindl. A bevezetett fogalmak
tovébbi szemléltetésére ime egy teljes jatszma (javasoljuk, hogy az olvasé az dbran
lathaté médon, négyzetrdcsos papiron vagy sakktédbldn jatssza le):

1. 2 )
2. b3 - dl
3. d3+ - a4+
4. b2+ - 3
5. [a2,b1]+

(Itt [a2,bl]-et {rtunk ,,a2 vagy b1” helyett; ilyen roviditést a kévetkezGkben
gyakran fogunk hasznélni.) Most sotét az a3-on és bl-en, vagy a2-n és cl-en egyi-
dejiileg fenyegetd négyzetet nem tudja védeni.

A ravasznégyzet-tétel. Tapasztalataink szerint a ravasznégyzet kisiskoldstol
kezdve matematikdban is jartas felnéttig minden érdekl6dé szamara gondolkod-
tato, érdekes jaték. Gyors jatszmakban rendszerint megmutatkozik a kezdolépés
elénye, de ez nem tiinik dltaldnos érvénytinek, hiszen példaul ifj. Incze Attila pro-
fessziondlis kiallitasd programjat le lehet gy6zni sotét babokkal is. Anndl inkabb
meglepd, hogy bebizonyithaté a kdvetkezo tétel:

A ravasznégyzet jatékban vildgos legfeljebb ot 1épésben négyzetet csindlhat, bdr-
hogyan is jdtszik sotét.
Az €l6z6 mondatot joggal neveztiik tételnek, hiszen matematikai dllitas. Ez szem-
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betlinébb, ha igy fogalmazzuk meg:

A ravasznégyzet nevii kombinatorikai jatékban vildgosnak létezik olyan
stratégidja, amely sotét barmely stratégidja ellen legfeljebb &t Iépésben biztositja
a nyerést. (Lasd [3], 43-50. o.; a fogalmakra vonatkozdan 1. [1], 16, 19, 21. o.)



Egy konnyedebb atfogalmazas:

Megoldhaté az a ravasznégyzet-feladvany, amelynek dbrdja az tres tdbla,
kovetelménye pedig ,vildgos indul és ot lépésben négyzetet csindl”.

A bizonyitas el6tt gondoljuk meg, milyen — a tételnél gyengébb — allitasok
kovetkeznek ismert altaldnosabb tényekbdl. Neumann Janos kombinatorikai jaté-
kokra vonatkozd alaptétele szerint a ravasznégyzetben is harom lehetoség van: vagy
vildgosnak, vagy sotétnek van nyero stratégidja, vagy pedig mindkét jatékosnak van
biztonsdgos stratégidja ([1], 28. o0.). A ravasznégyzet malomszerii jaték, ezért al-
kalmazhaté ra a stratégialopds gondolatmenete ([1], 106. o.), amely mutatja, hogy
a ravasznégyzetben sotétnek nem létezhet nyerd stratégiaja.

Ha a ravasznégyzet éles jaték lenne — azaz nem létezne dontetlen eredményi
ravasznégyzet-jatszma —, akkor az eddigiekbdl mar kovetkeznék, hogy benne vi-
lagosnak van nyerd stratégidja. Am nem ez a helyzet: szémitégépes vizsgalattal
kideriilt, hogy a tabla telerakhat6 18 vilagos és 18 s6tét babbal anélkiil, hogy akar
vildgos, akdr sotét négyzet kialakulna. A tébla hdrom ilyen kit6ltését mutatja a
kovetkezo dbra.
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A vizsgalat (amellyel a szegedi Bolyai Intézet szervere b6 100 percet t6ltott) azt
is megmutatta, hogy nem létezik ezektdl lényegesen kilonbozd dontetlen végallas,
abban az értelemben, hogy minden tovabbi dontetlen végallas e harom allas vala-
melyikébdl elforgatds, tiikkrozés és szinvaltas itjan keletkezik. Annak a beldtasahoz,
hogy a harom &llds lényegesen kiilénboz6, vegyiik észre, hogy a) négy széle koziil
egyiken sincs pontosan hdrom vildgos bdb, b) mindegyik szélén pontosan hirom
vildgos bdb van, mig ¢)-nek van pontosan harom vildgos babot tartalmazé széle és
haromtdl kiillonb6z6 szamu vilagos babot tartalmazo széle is. FEzeket a tulajdonsa-
gokat azonban az elforgatas, titkkrozés és szinvaltas valtozatlanul hagyja.

A tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkez6 fogalomra: a tébla
két kiilonboz6 mezoje n-edfoki mezdpdrt alkot, ha a tdblan pontosan n olyan
négyzet van, amely mindkét tekintett mezot csicsként tartalmazza. Latjuk, hogy
mezOpdr fokszdma 0, 1, 2 és 3 lehet; harmadfokd par példdul {c1, 3}, masodfoku
{a2, b1}, els6foki {al, f6}, nulla fokszamu {al, f5}. Jatszma kozben egy n-edfokd
mez6par szabad, ha azoknak a négyzeteknek, amelyeknek cstcsa a tekintett két
mez6, egyetlen tovabbi csticsa sincs még babbal elfoglalva.



4 Csdkdny Béla, Makay Géza, Nydgér Istvdn

A tétel bizonyitasa. Azt mutatjuk meg, hogy ha vilagos els6é 1épésével a négy
kozéps6 mez6 (c3, ¢4, d3, d4) valamelyikét foglalja el, akkor vildgosnak
(1) van olyan masodik 1épése, amellyel szabad harmadfokd mezépart foglal el,
(2) van olyan harmadik lépése, amely fenyegetés, és sotétnek az ezt védd 1épése
nem ellenfenyegetés,
(3) van olyan negyedik 1épése, amely kettds fenyegetés,
barmelyik mezoket is foglalja el sotét els6, masodik és harmadik 1épésével.

Legyen vildgos els6 1épése ¢3. A kovetkezd gondolatmenet szimmetria-
okokbdl alkalmazhatoé a c4, d3, d4 kezddlépésekre is. Részletesen leirjuk vild-
gosnak az (1), (2), (3) pontokban leirt tulajdonsdgu lépéssorozatat sotét minden
(vélasz)lépéssorozatira, a jatszmdk lefrdsdnak az elsd fejezetben bemutatott méd-
jat haszndlva. Rovidség kedvéért xzn fogja jelolni a tabla n-edik sorat, tehat
az an, bn, cn, dn, en, fn mezék halmazat; hasonléan, ny jeloli a tabla n jeli
oszlopat, vagyis az {nl,n2,n3,n4,n5,n6} halmazt; tovdbbd mm jelentése:
,minden més 1épés”, mmnmf jelentése: ,minden ma&s, nem mellékatlé f6lotti
lépés”. (A tabla sorairdl, oszlopairdl, {6- és mellékdtlojardl a determindnsokndl
szokésos értelemben beszéliink.) fgy

1.¢3 - d4

2.¢l — [z5,26,ay,dl,ey, f1, f3]
3. 024+ — d2

4. 2+

azt mutatja be, hogy sotét d4 els6 1épésére vilagos a {c3,cl} harmadfoki szabad
mezo6part foglalja el, és ha sotét erre az 5. vagy 6. sorba, az a vagy e jelli oszlopba,
vagy pedig d1l-re, f1-re vagy f3-ra helyezi babjat, akkor vilagos b2 1épése fenyegetés,
amelyet s6tét csak d2-vel védhet, erre pedig a c2 kettés fenyegetés kovetkezik. A
tovabbi lehetOségek 1. ¢3 — d4, 2. ¢l utan:

2. — [b1,02,03.b4,¢2,c4,d2,d3, [2, f4]
3. a3+ — al
4. 5+

Itt s6tét masodik lépésére mar haszndlhattuk volna az mm jelolést. Ha sotét
1. ¢3 utdn a mellékdtlé valamely tovédbbi mez&jére (al,b2,e5, f6) 1ép, vildgos igy
folytatja:

1. - al

2.d4 - [b2,d2] 2. — mmnmf
3. b4+ — 5 3. b4+ — b

4. 44 4. b2+

A szimmetria miatt elegend6 volt s6tét nem mellékatlo f6l6tti 1épéseit vizsgalnunk.
Masrészt a féatléra vonatkozé szimmetria miatt sotét f6 elsé valaszlépésével sem
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kell kiilon foglalkoznunk. Ugyanilyen a helyzet sotét b2 és eb els6 valaszlépései
esetén, ezért koziiliikk itt csak b2-re adjuk meg vilagos nyerd 1épéssorozatait:

1.¢3 - b2

2.d4 - [d2,e3,¢€b, f4] 2. - e3 2. - mmnmf
3. c4+ — d3 3.¢5+ - M4 3. ¢5+ — b4

4. chH- 4. 4+ 4. ed+H+

Hétravannak sotétnek azok a valaszlépései 1. c3-ra, amelyek nem a mellékat-
lora esnek. Csak a mellékatlo alatti 1épéseket vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy sotét
d2, d3 vagy e3 lépésére b4, minden méds 1épésére d4 lesz vildgos (6todik 1épésében)
nyero folytatdsa:

1.3 — [d2]
2. b4 - [a3,ab,b2] 2. — [cb, d4] 2. - mm
3.¢h - d4 3. a3+ — b2 3. a3+ — b2
4. c4+ 4. b3+ 4. cdH-
1.c3 - [d3]
2. b4 — [a3,ab,b2] 2 — [cb, d4] 2. - mm
3.¢6 - d4 3.02+ — a3 3. a3+ — b2
4. c4+ 4. b3+ 4. cdH-
1.c3 — [e3]
2.b4 - [a3,02,c1,¢2] 2. - [03,c4] 2. —[e5] 2. - mm
3.ch+ — d4 3. 024+ —a3 3. a3+ — b2 3. 02+ —a3
4. c4+ 4. dd+ 4. b3+ 4. b3+

Sotét tovabbi 12 lehetséges els6 valaszlépése koziil csak a bl,cl,c2,dl,el,e2,fl
lépésekkel kell foglalkoznunk, ezittal a foatlora vonatkozé szimmetria miatt:

1.¢3 - [bl,cl,dl,el,f1]

2.d4 — [b2,03,b4,ch, f4] 2. — [c4,d3] 2. — [a3,e3] 2. -mm
3.d24+ — e3 3.d2+ —e3 3. ch+ — b4 3. b4+ —¢cb
4. d3+ 4. b4+ 4. A+ 4. c4+
1.¢3 - [c2,e2]
2.d4 -~ [b3,b4,c5] 2. ~[c4,d3] 2. ~[f2,f5] 2. —mm
3.e3+ — d2 3.d2+ —e3 3. ch+ —bd 3. b4+ —cb
4. d3+ 4. b4+ 4. c4+ 4. 4+

Ezzel a bizonyitas kész.

Nem meglepd, hogy a tétel nem élesitheté: 6tnél kevesebb 1épésben vilagos
csak sOtét ,tamogatdsaval” nyerhet. Ez abbdl kovetkezik, hogy négyzetet az ellenfél
korrekt jatéka mellett csak kettds fenyegetés utan lehet csindlni.
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Szamitogép — még egyszer. Az el6z6 részben leirt stratégia annyiban egyszerii,
hogy vilagos masodik 1épése csak a d4, a cl és a b4 mezok valamelyike lehet, ha
sOtét elsd 1épése nem mellékatls feletti. A mellékatlora vald tiikrozés miatt b4-bol
megkapjuk még d2-t is, mint vildgos lehetséges masodik 1épését. Am ¢l tiikorképe,
az a3 mez0 nem sziikséges a nyerd stratégidhoz: azt kizardlag a sotét d4 1épésére
adott vildgos védlasznal hasznaljuk, és akkor a tabla mellékatlora vald szimmetridja
miatt mind a cl, mind az a3 mez6 — s6t b2 is — megfeleld 1épés. fgy vildgosnak
mindOssze négy lehetséges masodik 1épése van a fenti bizonyitasban, mindazonaltal
vildgos ott megadott stratégidjanak memorizédlasa faradsagos.

Szamitogép segitségével azonban taldlunk olyan, ugyancsak 6t 1épésben nyer6
stratégiat, amely ugyanazon az elven alapul, és konnyebben megtanulhaté. Ebben
vildgosnak szintén négyféle mésodik lépése lehetséges (hogy melyik sziikséges, azt
nem nehéz megjegyezni), viszont harmadik 1épésében csupdn négy lehetéség koziil
kell kivélasztania a megfelel6t. Ehhez el6szor gondoljuk meg — szamitogép nélkiil
sem nehéz —, hogy elsé hdrom bébjit vildgos mindig (azaz sotét barmely elsd és
maésodik lépése esetén) lerakhatja az aldbbi dbrdn ldthaté valamelyik médon:

a
a a
a a a a a a
) a
a
a
a a
a a a a a a
a a
a
a a a a
a a a a
a a a a

Nevezzitk minimdlis ferde derékszogli haromszognek (réviden mfd-hdromszdgnek
az (al, b2, cl) hiromszoggel egybevdgd hiaromszogeket. Latjuk, hogy dbréank a ¢3
mez6t tartalmazé 6sszes mfd-hdromszoget és csak ezeket tartalmazza.

A szamitogépes elemzés megadta, hogy sotétnek a kezd6lépés utani valaszlé-
péseire hogyan valaszoljon vildgos ahhoz, hogy harmadik 1épése utan babjai a most
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latott tizenkét helyzet valamelyikét foglalhassak el, mégpedig tgy, hogy negyedik
lépése mar kettds fenyegetés lehessen (és védje sotét esetleges ellenfenyegetését is).
Ezt a kovetkez6 négy részes dbra mutatja. Vastag kerettel jelezziik a gép stratégi-
djanak masodik 1épését sotét (ugyanott ldthatd) elsé lépéseinek barmelyike utén:

42/ 2/4/d 414|424k d/d/d2)d]k d/d/dd)d]4
d|d d/d]d 414|444k i\ ddk d/d|dd)d]d
i 44 i 4242 i d|d 414/ i\
d|d2|A i Ald|A & Ald|A |4 4144 i
d|d]d |4 i d|a i dd|d|d 4 d|ad
d|d|dd)d]d d|ad d1d|k d/d|dd)d]k i) d/d]d

Vilagos masodik 1épését abra helyett egyetlen konnyen észben tarthaté mon-
datban is megadhatjuk: vildgosnak a d4, d2, b4 és b2 (vagyis ¢3-mal csicsszom-
szédos) mezdk kozil azt kell kivélasztania, amelyik a ¢3 mezével egyiitt szabad
harmadfoki mezopart alkot. A szabad harmadfokisédg ellenOrzése egyszerii: a két
mez§ alkothatja a leendd négyzet atléjat (egy ilyen négyzet van) vagy egy oldalat
(két ilyen négyzet van). Az dbrérdl konnyen leolvashatd, hogy a négy mezé koziil
legalabb az egyik mindig megfeleld lesz, és a szamitégép megmutatta, hogy vilagos
barmelyik ilyen mez6t vélaszthatja. Harmadik 1épésében pedig vilagosnak az addig
elfoglalt két mezovel egyiitt mfd-haromszoget alkotd négy mez6 koziil kell elfoglal-
nia a megfelel6t. Mas szdval, egy olyan harom 1épéses ravasznégyzet-feladvanyt kell
megoldania, amely konnyi, mert a , kulcslépésre” legfeljebb négy lehetdség van.

A szamitégépes elemzés azt is megmutatta, hogy nem lehetséges hdrom olyan
mez6t mondani, mint vildgos lehetséges masodik 1épését, amelyek valamelyikével
vildgos minden esetben 5 1épésen beliill megnyerné a jdatszmat. Az itt bemuta-
tott, szamitégéppel nyert stratégia helyességét , kézi erével” is ellendrizhetjiik; ez
hosszadalmas munka.

A gyorsan nyerd stratégia létezése nem teszi érdektelenné a jatékot. Ami-
kor didkjainkkal, kis rokonainkkal ravasznégyzetet jatszunk (persze, lehetéleg
sotéttel :-), geometriai érzékiik, a négyzetekrdl alkotott intuitiv képiik, kombinativ
készségiik fejlodik; elsd, késObb sorozatos nyerésiiket 6rommel konstatalhatjuk. A
20. szazad nagy gyermekpszichologusa, Jean Piaget megfigyelte, hogy a gyermek
Otéves koratol kezdve egyre biztosabban ismeri fel a négyszogek killonbozéségét
([4], 111-122. oldal). Eszerint ilyen koru gyermekkel mar lehet ravasznégyzetet
jatszani, és ezt személyes tapasztalatunk is aldtdmasztja. Az ebben a cikkben le-
irt stratégiat ismerck is talalhatnak 1j kihivasokat a ravasznégyzetben. Példaul
megallapodhatnak abban, hogy els6 két 1épésiikben nem raknak babot a kézépsd
mezokre; vagy abban, hogy els6 két 1épésében egyik jatékos sem alakithat ki har-
madfokd part. Végiil, de nem utolsésorban, érdekes lehet a betli-ravasznégyzet,
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amelyben az veszit, aki négyzetet csindl.
Az érdekl6do olvasé a jatékrol és a jelen cikk elézményeirdl tovabbi informa-
cidkat szerezhet a [3] dolgozatbdl.
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