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Lampacskas jatékok |
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1. Egy mai torténet. A csdszar aggodalmaskodo arccal fordult Assassin marsall-
hoz, frissen kinevezett beliigyminiszteréhez:

—Gondolod, hogy meg lehet csinalni?

—Felséged kivansiga szamomra parancs. Azonnal behozatok néhany kitiing
mérnckot, s csak akkor keriilnek szabadlabra, ha megoldjak a probléméat — vala-
szolt a miniszter, gondosan megigazitva kitiintetéseit, koztiik a Mesterlovész Er-
demkereszt tiszti fokozatat.

—Akkor és csak akkor? — kacsintott vissza az uralkodo.

—Ez attdl fiigg majd, lesznek-e felségednek tovabbi rendelkezései — vette a
lapot Assassin.

Hogy ne csigdzzuk tovabb az olvasé kivancsisagat, elmondjuk, hogy a fenti
beszélgetés szinhelye a tavoli Okatootdia®, amelynek eléz6 csaszara néhany nap-
pal kordbban galdd merénylet aldozata lett. A tragikus sorsd uralkoddt ismeretlen
tettes 16tte sziven, azt kovet&en, hogy csaszéari palotaja trontermében a fényt fel-
kattintotta. Tudni kell, hogy a széban forgé palota pompdés termei kézotti atjarast
nem korlatozzak ajtészarnyak, hogy a bels6 tér lenylig6z6 mélysége mindig akadaly-
talanul érvényesiilhessen. A gyilkos a tronteremmel szomszédos s6tét diszteremben
rejt6zkodott, s onnan kiildte golydjat az aldozat szivébe. A rdkoévetkez6 napon
trénra lépett az iménti parbeszéd egyik szerepl6je, s a merénylet miatt lemondott
beliigyminiszter helyét a mésik szerepl6vel toltotte be. Az utddlas kérdésében kése-
delem nélkiil és egyhangi szavazassal donto minisztertanacs tobbi tagjai a helyiikon
maradtak.

Most mar ki is talalhatjuk a parbeszéd elejét. A csaszéar azt kivanta, szereljék
at palotdja elektromos halézatat gy, hogy valahanyszor valamelyik terem vila-
gitasat felkapcsoljak, egyidejiileg kapcsol6djék fel minden szomszédos sotét terem
vilagitdsa is. Masrészt, ha egy szomszédos terem vildgitdsa miikkodott a kapcsolas

* Ennek az orszagnak a 1étezésérol a hazai olvasé Pet6fi hasonlé cimii kolteményébdl értesiilhetett.
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pillanatéban, akkor (a nehéz gazdasdgi helyzetre vald tekintettel, energiatakarékos-
sagi okokbdl) ott kapcsolddjék le a vildgitds, hiszen ott nem bijhatott el merénylé.
Itt a miniszter pontositott:

— Minden terem &allapota minden pillanatban vagy Vildgos vagy Sotét —
kezdte a miniszter — és ez a ,vagy” kizard vagy...

— De okos vagy — morgott a csaszér. (Ez okatootd nyelven is j6l hangzott.)

— Felséged azt kivanja, hogy barmely teremben a kattintas valtoztassa meg
a teremnek és 6sszes szomszédainak az allapotat, terem szomszédjan értve minden
olyan masik termet, amelybe az adott terembdl atjaré nyilik?

— fgy legyen — hagyta ra a csészar.

Ezen a ponton az éles elméjli miniszter megjegyezte, hogy bar a csaszari ctlet
miszakilag kétségteleniil redlis, nem nyilvanvald, hogy egyidejiileg fényarba lehet
majd boritani minden termet. Hiszen amikor sotét teremben kattintunk, a terem
torténetesen mar kivilagitott szomszédja elsotétiil. Pedig a teljes kivilagitasra pél-
dédul trénra lépési éviordulékon nagy sziikség lenne... Es ekkor ugy folytatodott
beszélgetésiik, ahogyan az fentebb méar meg van irva.

A begylijtott mérnokok nem boldogultak a miniszter dltal felvetett problé-
maéval, habar a csédszar gondolatat realizalé kapcsoldsi dbrat gyorsan elkészitették.
Ekozben CNN-hir lett beldliik, s a csdszar, nem akarvan kockaztatni az amerikai
segélycsomag folydsitdsat, szabadlabra helyeztette 6ket. Amikor tavoztak, {rasba
adtak, hogy szabad akaratukbdl vettek részt egy zarthelyi allami projektben. A
beliigyminiszter az alairt nyomtatvanyokat ellendrizte, s az egyiken furcsa utéiratot
talalt:

Valakitdl azt hallottam, hogy Lovdsz Ldszlo magyar matematikus Kombinato-
rikai problémdk és feladatok cimid konyve foglalkozik o felmerilt kérdéssel. Isten
ovja csdszdrunkat!

Titokzatos médon az okatootaul irt szovegben Lovasz konyvének cime pon-
tatlanul ugyan, de magyarul szerepelt. Hogy ennek okdra (is) fény deriiljon, egy
idére magukra hagyjuk héseinket és egy kis matematikaval folytatjuk.

2. Méro Laszl6 lampacskas jatéka. Tekintsiink egy irdanyitatlan grafot, amelyrél a
tovabbiakban mindig feltessziik, hogy sem hurkot, sem t6bbszoros élet nem tartal-
maz. A graf minden csicsaban elhelyeziink egy attetszé nyomdégombot, amelyben
elektromos lampacska van. Nevezziik a gombot és a benne 1év6 ldampéacskat egyiitt
roviden ldmpdnak. Megfelel6 kapcsolési tervvel elérhetd, hogy barmely lampéat meg-
nyomva, a ldmpa éllapota és minden, a grafban vele szomszédos (ti. a csicsdval
éllel 6sszekdtott csticsban elhelyezkedd) lampa dllapota megvéltozzék: kigyulladjon
vagy kialudjék. Ilyen médon egy jatékszert kapunk, amellyel érdekes egyszemélyes



Ldmpdcskds jdatékok 3

— vagyis fejtor6-jellegii — jatékot jatszhatunk. A jaték kezdetén néhany lampa vi-
lagit (akdr az Osszes is vildgithat). A jaték célja gombnyomé&sokkal kioltani minden
lampat.

Ezt a jatékszert a nyolcvanas évek elején nemcsak kitaldlta, hanem a valdsag-
ban is megalkotta Méré§ Laszlé (késébb a ,Mindenki mésképp egyforma” és mds
érdekes matematikai-pszicholégiai konyvek szerzdje), és XL25 néven bemutatta az
1983. évi londoni Nemzetkozi Jatékvasaron. Ott figyelt fel rd David Singmaster, a
Rubik-kocka jeles szakértdje és népszeriisit6je, és Cubic Circular (,,Kockakorlevél”)
cimii id6szaki kiadvanya 1985. évi szamdaban részletes ismertetést irt réla. A ko-
vetkezd évben Mér6 a Kozépiskolai Matematikai Lapokban magyar nyelven is be-
szdmolt a jatékrol, amelyet lampdcskds jatéknak nevezett [7], s ebben a cikkében
talalhato a kovetkezo grafelméleti tétel elsé bizonyitasa:

Legyen L irdnyitatlan grdf. Nevezzik L bdrmely c csiucsa kirnyezetének a c
csucsbol és a vele éllel 6sszekotott csucsokbdl dllo csicshalmazt. Létezik L csu-
csainak olyan K részhalmaza, hogy L minden cstucsa pdratlan szami K-beli csics
kornyezetében van.

A tételbdl kovetkezik, hogy ha a vizsgalt jaték kezdetén minden lampa vilagit,
alkalmas gombnyomasokkal minden lampa kiolthaté. Ha ugyanis a K halmazban
1év6 csticsok gombjait nyomjuk meg, akkor L barmely csicsaban az ott 1évé lampa
allapota paratlan sokszor valtozik meg — azaz megvaltozik. Ebbdl az észrevétel-
bol azt is leszlirhetjiik, hogy adott gombok megnyomasa mindig ugyanazoknak a
lampéknak az allapotdt valtoztatja meg, fiiggetleniil a gombnyomasok sorrend;jé-
t6l. Vilagos tovabbd, hogy ugyanazon gomb paros szamu lenyomasa utan egyetlen
ldmpa allapota sem valtozik.

Nyilvanvalé, hogy ha a jaték kezdetén az Osszes lampdk sotétek, a K-beli
csucsok gombjait megnyomva minden ldmpa kigyullad. Innen kévetkezik, hogy a
miniszter problémédja megoldhaté: ha a graf pontjai a palota termei, élei pedig
a szomszédos termek kozti atjardk, akkor a tétel azt allitja, hogy vannak olyan
termek, amelyekben felkattintva a vilagitast, minden terem fénybe borul.

Méré lampakkal fogalmazta meg tételét, és ugyanigy tett Lovasz az emlitett
konyvben [6], ahol a tétel az 5.17.c. jelli feladat. Lovédsz konyvének hiisz évvel
kordbban megjelent els6 angol nyelvii kiaddsa [5] még nem tartalmazta a feladatot,
bar voltak benne a megoldashoz felhasznalhat6, onmagukban is érdekes grafelméleti
allitasok. Mérd utan tételét mésok is ,felfedezték”, a kilencvenes években pedig
folyodiratokban és matematikai versenyeken nemegyszer kitiizték feladatként. Méro
frappdns elemi bizony{tdsdt itt nem mutatjuk be (megtaldlhaté [2] 5.9. fejezetében);
cikkiink kdévetkezo részében linedris algebrai bizonyitast adunk tételére.

Az X125 akkortajt sziiletett, amikor a ZX81, a személyi szamitogépek legen-
dés eléfutara, melybe egyetlen kilobajt RAM-ot rakott Sir Clive Sinclair (ezért
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a kis gépért kapott lovagi cimet), de BASIC nyelven programozhaté volt, s kis
memoria-bévités utan elfogadhatéan sakkozott. Mér6 gépében egy kilobajt ROM
volt, s tulajdonosai az 1. dbran lathaté két graf barmelyikén jatszhattdk a ldm-
pdcskés jatékot (az 1.b. graf két pontja pontosan akkor van éllel dsszekotve, ha
sakk-léugréssal elérhet6k egymdsbdl). Ez indokolta az X125 elnevezést.

a) b)

1. dbra

Az X125 minden bekapcsolas utan megadott egy fénymintdt, azaz kigyujtotta
néhany lampdjat, s ezeket kellett a jatékosnak gombnyomasokkal kioltani. Latni
fogjuk, hogy az 1.a. graf esetén nem minden fényminta olthaté ki. Az XL25 azonban
csak megoldhaté feladatokat tlizott ki.

3. Linedris algebra a kételemii test felett. Ertelmezziik a 2 = {0,1} halma-
zon az Osszeadast és sgorzast a 0+1 =14+0=1, 0+0 =141 = 0 és
0-0=0-1=1-0=0, 1-1 = 1 szabélyokkal. Ezek lithatéan a modulo 2
maradékosztdlyok (vagyis a paros szdmok halmaza és a paratlan szdmok halmaza)
miiveleti szabalyai. Egyetlen eltérés a kozonséges miiveletektol: 1+ 1 = 0; ez a
yparatlan meg paratlan az paros” szabdaly megfelel6je. A 2 halmazt a bevezetett
miiveletekkel kételemd testnek nevezziik. Ahogyan a valds szamtest feletti linedris
algebra (a vektorok, vektorterek, linedris egyenletrendszerek, stb. elmélete) felé-
piil, ugyanugy épithetjiik fel a linearis algebrat a kételemi test felett. Azok a valds
szamtest feletti linearis algebrai Osszefiiggések, amelyek levezetése kozben csak a
juk (mindkét miivelet asszociativitdsa és kommutativitdsa, a disztributivitds és az
inverz miiveletek elvégezhet8sége), érvényesek a kételemi test feletti linedris algeb-
raban is. Ilyen Osszefiiggéseket fogunk alkalmazni a lampéacskas jatékok vizsgélata
soran.

Tekintstink egy lampdcskas jatékot, vagyis egy iranyitatlan grafot egyiitt a
csucsaiba iiltetett nyomoégombos lampédkkal. A gréfrdl csak azt kotjik ki, hogy
véges szamu csucsa van. Jelolje ezeket 1,2,...,n; ennek megfeleléen fogunk be-
szélni az i gombrdl (vagy ldmpardl). Minden i-re (1 < ¢ < n) tekintsiik azt a
2 feletti n-dimenzids ; vektort (més széval nullakbdl és egyesekbél &ll6 n elemii
sorozatot), amelynek j-edik komponense akkor és csak akkor 1, ha az i gombot
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megnyomva a j ldmpa allapota megvéltozik. Azt a G = (g;;) n x n tipustd (mds-
képpen: n rendi) matrixot, amelynek sorai y1, ..., 7n, a tekintett jaték mdtrizdnak
nevezzilk. A lampécskas jaték szabalya szerint ez a métrix mindig szimmetrikus
(tehat i-edik oszlopa is a v; vektor), és a f64tldja csupa egyesekbdl &ll.

A fénymintdkat ugyancsak megadhatjuk 2 feletti n-dimenziés ¢ = (f1,..., fn)
vektorral: minden k-ra (1 < k < n) legyen fr = 1 pontosan akkor, ha a tekintett
fénymintdban a k ldmpa vilagit. Az w zérusvektor azt a fénymintat jelenti, amely-
ben minden ldmpa sotét, a csupa egyesekbdl all6 € pedig azt, amelyben minden
lampa vilagit. Alapveté megfigyelés: ha adott a ¢ fényminta és megnyomjuk az i
gombot, akkor a ¢ + ~; fénymintat kapjuk.

Mint minden jatékban, a lampacskas jatékokban is valamilyen stratégiat kove-
tiink. A stratégia ebben az esetben csak azt jelenti, hogy eldéntjiik, mely gombokat
fogjuk megnyomni (hiszen mér tudjuk, hogy ezeket elég egyszer megnyomni, s a
sorrend sem szamit). Bérmely stratégia megadhaté azzal a 2 feletti n-dimenzids
o = (s1,...,8,) vektorral, amelyben s = 1 akkor és csak akkor, ha a stratégia
végrehajtdsa kozben a k gombot (is) megnyomjuk. Madsik alapveté megfigyelés:
ha a G matrixd jaték induldsakor a fényminta o, és a o stratégiat alkalmazzuk,
akkor a ¢ + o - G fénymintdt kapjuk (itt a szorzdsjel métrixszorzast jelent); ha,
specidlisan, ¢ = w, akkor a ¢ -G fénymintat. Ezért Méro tétele a kovetkezo linedris
algebrai allitast jelenti:

Tetszdleges 2 feletti szimmetrikus és foatlojdban csupa egyeseket tartalmazo n
rendld G mdtrizhoz létezik olyan 2 feletti n-dimenzids o vektor, hogy o - G = €.

Ez masképpen is fogalmazhato: 1étezik megoldasa minden olyan n egyenletbdl
allé n ismeretlenes 2 feletti linedris egyenletrendszernek, amelynek matrixa szim-
metrikus, féatldjaban csupa egyesek allnak, s a jobboldalan allé konstansok is mind
egyesek. (A valds szdmtest feletti linedris egyenletrendszerekre ez nem igaz; konny(
ellenpéldét taldlni.)

A bizonyitdshoz felidéziink néhany linedris algebrai fogalmat és Osszefiig-
gést. A 2 feletti a = (a1,...,a,) és B = (by,...,b,) vektorok skaldrszorzatdn az
a-f =aibi+-- -+ anb, szorzatot értjiik, ahol a miiveleteket 2-ben végezziik; igy a
skalarszorzat értéke 0 vagy 1. Mint a , kdzonséges” linearis algebraban, most is ezt
a skalarszorzast hasznaljuk méatrixok szorzasanal. Ha « - 6 = 0, azt mondjuk, hogy
a két vektor merdleges egymadsra (mds széval ortogondlis). A merdlegesség 2 feletti
vektoroknal egyszertien azt jelenti, hogy péaros szamu olyan ,hely” van, amelyen
mindkét vektorban egyes all.

A 2 feletti Gsszes n-dimenzids vektor wektorteret alkot: halmazukbdl nem
vezet ki sem az Osszeadds, sem a kivonds (ami az 1+ 1 = 0 szabdly miatt ugyanaz,
mint az Osszeadds), sem a skaldrokkal (0-val és 1-gyel) vald szorzas. E vektortér
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alterének nevezziik minden olyan nemiires részhalmazat, amely maga is vektortér, s
ehhez elég, ha nem vezet ki bel6le az Osszeadds. Alteret alkotnak példdul az Gsszes
olyan (két- vagy tobbtagi) Osszegek, amelyeket vektorok tetsz6leges H halmazabdl
képezhetiink; ezt az alteret [H]| jeloli. Mindazok a vektorok, amelyek egy V altér
minden vektordra merdélegesek, maguk is alteret alkotnak; ennek jele V+. Bérmely
U,V alterekre nyilvanvalo U C V = VL C U+. Az ellenkezd irdnytd implikdcié
kevésbé nyilvanvalé, de az is igaz — kovetkezik a V1 = V Osszefiiggésbél, ami
ugyanugy igazolhat6, mint a valds szdmtest feletti linedris algebraban (jéllehet a
kételem test feletti merdlegességnek vannak szokatlan tulajdonsdgai, pl. nemzérus
vektor is lehet meréleges 6nmagéra).

Méré tételének bizonyitasdhoz elészor gondoljuk meg, hogy minden 2 feletti
n-dimenziés o-val képezve az Osszes o - G vektorokat, éppen a [v1,...,7,] alteret
kapjuk, ahol ~1,...,7, a G matrixot alkoté vektorok. Tovdbba, [c] = {e,w},
tehdt a tétel azt éllitja, hogy [e] C [y1,...,7s). Mint lattuk, ez ekvivalens a
V1, Ya]t C [e]* tartalmazédssal. Ezt fogjuk beldtni. Vegyiik észre, hogy [e]*
pontosan azokbdl a vektorokbdl all, amelyekben az 1 komponensek szama péros.

Legyen a = (ay,...,a,) € [y1,...,Vn]". Akkor a - G = w, ahonnan, minden
i-1€ g1, - - - , gin-1€l jelolve G i-edik oszlopdnak (és sordnak!) komponenseit, kapjuk:

iiawij%:(a@)-a=w-a:0.
i=1 j=1

Mivel G szimmetrikus, i # j esetén az a;g;ja; és a;g;ia; tagok kiesnek (megint
az 1 +1 = 0 szabaly!), masrészt minden i-re g;; = 1, ezért a bal oldal a? + - - - + a2,
ami 2-ben ugyanaz, mint a;+- - -+a,. Ez az 6sszeg 0, tehat a-ban az 1 komponensek
szdma paros, tehat a € [¢]*, és ezt kellett megmutatnunk.

Ez a bizonyitds Lossers holland matematikus gondolatmenetét koveti [4]. A
tételre linedris algebrai bizonyitdst el6szor Sutner adott [8], ezért olykor Sutner
tételeként emlitik.

4. A torténet folytatasa. A beliigyminiszter villaimgyorsan intézkedett. Okulva a
CNN-afféron, ez alkalommal révid katonai tovdbbképzésre hivatta be

(1) az egyetlen, magyar egyetemet végzett dllampolgdrt (ilyen minden orszdgban

akad),

(2) a helyi miiszaki egyetem matematika tanszékének Osszes oktatdjit, valamint

(3) a villanyszereld szakszervezet teljes tagsagat, 9 szakembert.
Amikor a szirénazé rendérautok mind a tiz személyt beszéllitottak a BM pincéjében
berendezett baratsagos tarsalgéba, a miniszter azonnal megkezdte az eligazitést.
Az akcié teljes sikerrel zarult: harom nap multdn miniszteriink biiszkén allhatott
gazdaja elé:
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Ekozben a tarsaival egyiitt aznap reggel leszerelt matematikus, név szerint Tavoli
Kartar Sunk (ejtsd: tdvoli kartdrsunk) két puszi kozben borildtéan sigta hitvese
és hajdani évfolyamtédrsa, Farkashazi Fruzsina fiilébe:

— Azért a tartalék fogkefém maradjon készenlétben...

Ijjbél magukra hagyjuk Okatootdia lakéit, de annyit még elmondunk, hogy a
csdszari palota 25 terembdl 4ll, és a gréafja torténetesen azonos az XL25 jaték 1.a.
abrdn lathaté gréfjaval (terem = cstcs, atjaré = él). Az el6z6 fejezetben latottak
szerint matematikusunknak egy 25 ismeretlenes linearis egyenletrendszert kellett
megoldania ahhoz, hogy megmondja, mely termekben kell a fényt felkattintani az
Osszes termek kivilagitasahoz. Egy kicsit dolgoznia kellett tehat, szerencséjére csak
a kételemii testben. Ett6]l a munkatdl megkiméljitk az olvasét. A 2.a. 4bra mutatja
a megoldast: a bekarikazott gombokat megnyomva minden lampa vilagitani fog.
(Ellendrizziik!)

a) b)

2. dbra

Mitol aggodott hat T. K. S.? Erre véalaszol a 2.b. dbra: ha az azon megjeldlt
gombokat nyomjuk meg, semmi sem toérténik, vagyis minden ldmpa sotét marad.
Ugyanaz torténik tehat, mintha egyetlen gombot sem nyomtunk volna meg. Ha
figyelembe vessziik, hogy 22° kiilénb6z6 fényminta van és ugyanannyi kiilonbozé
stratégia, a skatulya-elvbol kovetkezik, hogy létezik olyan fényminta, amelyet w-
bél indulva nem lehet megvalésitani. Keressiink ilyen fénymintat! Ebb6l a célbdl
jelolje G most az X125 jaték 25 rendi métrixdt, o = (s1, ..., s25) pedig a 2.b. dbra

— mint stratégia — vektordt (a gombokat az 1,...,25 szdmokkal megszdmoztuk,
mondjuk, a bal fels§ sarokbél kezdve és soronként haladva). Akkor o - G = w.
Legyen a ¢ fényminta megvalésithatd; ez azt jelenti, hogy van olyan 7 = (¢1,...,t,)

stratégia, amelyre 7 - G = ¢. Innen kovetkezik

po=(1-G)-o=(-G)-7T=w-7=0.

(A mdsodik egyenldség azért teljesiil, mert G szimmetrikus: s;t; egyiitthatéja a
baloldaldn g¢;;, mig a jobboldaldn gj;.) Nyertiik, hogy ¢ mer6leges o-ra, vagyis az
1,...,25 szamok kozott paros szamu olyan k van, amelyre fp = s = 1. Tehat
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minden olyan fényminta, amelyben a 2.b. dbran megjelolt csicsok koziil paratlan
szamu vildgit, megvalésithatatlan.

Szerencsére a csdszarnak eszébe sem jutott, hogy — példdul — egyediil a
palota egyik sarkdban levé trontermet vilagittassa ki. Mint latjuk, ez nem old-
haté meg. A kovetkezd évben az uralkodd ugy dontott, hogy a diitborgé okatootd
gazdasdg eredményeibdl (melyek egy svdjci bankban vartak tovédbbi sorsukat) az
eddiginél nagyobb csédszari palotat épittet, s a régit a legelszantabb hiveit egyesit6é
Szovetség és Korok céljaira ajanlja fel. A nagyratord és generdzus tervet a sajtéd
népszerusitette, igy a torténetiinkben mar szerephez jutott matematikusnak is tu-
domaséra jutott. Aggodalma tjraéledt, s hosszas tépelédés utan bebillentyiizte a
miniszter titkarsaganak szamat. Meglepetésére a mobilon félpercen beliil felharsant
Assassin katonds hangja:

— Udv, tandrom! Orddge van, éppen most kiildtem magéért! Ne izguljon,
fogkefét ne hozzon! Megint komoly feladatot kap!

Az oldott 16gkdrii beszélgetés sordn kideriilt, hogy a csdszar kivansédgara az 4j
palota gréafja 8 x 8-as négyzetracs lesz, a vilagitas rendszere ugyanolyan biztonségos,
mint az eddig hasznalt palotdban, s a miniszter a még nagyobb biztonsag érdeké-
ben szeretne egy olyan tdblazatot, amely termek barmely 7" halmazdhoz megadja,
mely termekben kell a fényt felkattintani ahhoz, hogy a végén pontosan a T' hal-
mazhoz tartozo termekben legyen vildgossag. E kivansag a kovetkezd parbeszédet
generalta:

— A régi palotdhoz? — nydgte sépadtan Kartar Sunk.

— Ne legyen buta, tandrom! Kit érdekel az mar? Természetesen az tjhoz!

— Fo6nok, akkor nagy k& esett le a szivemrdl. Most méar be merem val-
lani, hogy a feladat a régi palota esetén matematikailag megoldhatatlan. Am az
djra vonatkozoan megoldhaté. Igaz, hogy az utébbi viszont fizikailag lehetetlen —
pontosan annyira, mint a sakkjaték feltaldléjanak kivansiaga —, de az nem gond.
Mindjart telepitek a palmtopjdra egy programot, amely ugyanazt tudja, mint a
kivant tablazat.

3. dbra

Ebben maradtak. Mint utolsé mondatabdl kideriil, hésiink idékézben eredmé-
nyesen toprengett a nyugtalanité probléman. Gondolatait a kovetkezd fejezetben
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adjuk kozre. El6ébb azonban oldjunk meg két pihenteté feladatot: ha egy djabb
palota alaprajzdt (nem a grafjat!) a 3.a. vagy a 3.b. dbra mutatja,

a) hogyan kattinthaté fel a fény az Gsszes termekben,

b) felkattinthat6-e csupdn a kozépsé teremben?

5. Lampacskas jaték négyzetracson. Jeloljik tovabbra is G-vel az X125 jaték
matrixat — azét, amelyet az 1.a. dbra mutatta grafon jatszunk. Részletesen: G =

(an)
(en)

O O OO O OO OO OO OO OO OO OO OoOoOHOOO R
O O O DD DD DD DD DD DD OO OO OO OO OHOOOFHKFEE
S O OO OO OO OO OO OO OO0 OO HOOO KO
ol el eBeolBoBolelBeohololeolBeohoBoNeleoll S =il i e i)
O O OO O OO OO OO OO oo o R OO0 0O +HFHOOO
O O O DD DD DD OO OO OO OO OO0 HFEFOOOO -
O O OO OO OO OO0 OO HOOOHMHEKFEFOOOFO
O O DD DD DD DD DO OO0 OO HFHMFEEFEFOOORFEOO
O O O OO OO O OO O OO0 MHEFMEFOOOHK,OOO
O O O DO DD DO OO OO HrH OO R PR OOOH,OOOoOo
OO OO O OO OO OO H OO OH+HMFEF OOOO OO OOoOOo
O O DD DD DD OO OO0 FMFEMFEFOODOHF,EOOOO OO
O OO OO DO OO OO0 HMREF MMHFOOOHROODODOOoOOoOOo
OO OO OO H OO0, PR OOOHROOODODOOoOOoOOo
OO O OO H OO OO+, F OO OoOOOoOOoOOoO oo oo
O O OO R O OO R P OOODOHF,FOOOOoOoOo o oo

O OO+ OO0 FEFMFEFOODOHF,FOODODOOoODOoOOoOoOo oo
OO H OO FHFMFEF OOOHFHRFOOODODOOoOoOooo oo
O R OO O KR P F OOOHFHFOOOODODOOoOooo oo

_H O O O O HFHFOOOFOOOOO oo oo oo o oo
O OO R HPF OO OO R OO0 oo oo
OO R P P OOOHFHEF OOOOO O OO0 oo o oo
O R HF P OOOF OO0 o oo oo
= = = O O O OO0 O O OO0 oo oo oo oo
_ = O O O, OO0 O0O OO0 ooo o oo

Az algebrai alapismeretek kozé tartozik, hogy a G maétrixu linedris egyen-

letrendszer akkor és csak akkor lesz a jobboldali konstansok bdrmely (fi,..., fos)
rendszerére megoldhatd (kevésbé algebrai fogalmazdsban: a régi csdszdri palota
termeinek bdrmely halmaza akkor és csak akkor lesz kivildgithatd), ha |G| — a G

matrix determinansa — nem zérus. Kiszamitasa a sok 0 ellenére is kellemetlen
feladatnak tiinik, de megkdnnyiti a kovetkezd tény, amelyre Zadori Laszlé hivta
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fel figyelmiinket, s amely a [3] algebrai feladatgy{ijteményben 537. sorszdmmal és
bizonyitassal szerepel.

Legyen az mn rendi G négyzetes matrix felbonthaté n? szamu blokkra, ame-
lyek m rendii négyzetes matrixok, s jelolje ezeket Gi; (i, = 1,...,n). Tegyik
fel, hogy ezek a blokkok mint métrixok paronként felcserélhetSk (azaz G;j - G =
G -G, minden i, j, k,l-re). Annak a G n rendli matrixnak, amelynek elemei ezek
a blokkok, a szokasos médon kiszdmithatjuk a determinansat, amely ugyancsak
egy m rendli négyzetes matrix; jelolje ezt I'. Akkor |G| = |T|.

Lathatd, hogy fentebbi G métrixunk felbomlik ilyen médon. Esetében m =
n =25, és

AEOOO 11000
EAEOO 11100
G=|OEAEO]|, ahol A=|01110 ],
OOEAE 00111
OOOEA 00011

E egységmatrix, O zérusmatrix. A, F és O paronként felcserélhetok, alkalmazhat-
juk tehéat az emlitett tényt: elegendd a G matrix determinansat kiszamitanunk; ez

a determinédns egy 5 rendil matrix lesz, és annak a determindnsa egyenlé G-ével.

Ezzel az eljarassal barmely n?

csicsu négyzetracs-grafra eldonthetjiik, hogy
zérus-e a rajta jatszott lampdcskas jaték métrixdanak determinansa, amibdl, mint

lattuk, kideriil, kiolthaté-e barmely fényminta az adott jatékban. Ehhez a

A, E O O 0 O 110...000
E A, E O 0 O 111...000
O E A, ... O O O 011...000
Gnn = o, A, = - :
O 0 O A, E O 000...110
O O O E A, E 000...111
O 0 O O E A, 000...011

n rend{i matrixokra lehet és kell ugyanazt a meggondoldst elvégezniink. Itt G, pn
els6 indexe azt jelzi, hogy blokkokbdl all6 n rendli méatrixrél van szd, a méasodik
pedig azt, hogy maguk a blokkok n rendfiek. Kifejtve Gnn-t az elsé sora sze-
rint, nyerjikk: |Gpn| = An - |Gn=1,n| + |Gn-2n|- Ez a rekurziv képlet, egyiitt a
|Gin| = An, |Gan| = A2 + E kezdeti értékekkel, biztositja, hogy az n? rendit
|G n| matrix determindnsdnak értékét az n rendii A,, métrix néhdny hatvinydbdl
képezett Osszegmatrix determindnsaként szamithassuk ki. Az A, matrix éppen az n
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csticst lanc-gréfon (e-e- - - - —e-e) jatszhatd ldmpdacskds jaték matrixa, a négyzetracs-
grafon jatszhaté lampdcskas jaték vizsgdlatat tehat egyszeriibb lampacskés jaték
vizsgalatara vezettiik vissza. A torténetiinkben szerepelt példéak:

01101
11100
G55l = [|Gssll = [A3 + A5/ = |1 101 1]=0
00111
10110
(mert a pdratlan sorszdmu sorok Osszege zérusvektor), és
00001000
00010100
00101010
Gasl = IGasll = |45 + A3+ at+ 51 = |0 07 00 0T ol=1
01010100
00101000
00010000

Megfigyelésiinket igy is megfogalmazhatjuk: béarmely n-re |G, | egyenld
egy olyan matrix determinansaval, amelyet ugy kapunk, hogy alkalmas, 2 folotti
fn(®) = ana™+- - -+ a1z +ag polinomba az A,, matrixot helyettesitjiik (ag (= agz?)
helyébe az E vagy O métrixot irjuk, aszerint, hogy ao 1 vagy 0.) Meghatdrozzuk
az fn polinomokat. Ebbol a célbdl a latott rekurziv képlet segitségével tablazatba
foglaljuk f,, egytitthatéit n =1,...,8ra:

ag ay ag a5 a4 a3z a2 a1 ap

10

n
1
2
3
4
)
6
7

oo o+
—_ O Rk O
co oo o~
cococoor~, O R
cocor~o oo
— O R O RO

1
10
8 1 01

Vegyiik észre, hogy a tabldzat délkeleti irdnyd, nem azonosan 0 ,4t161” (11, 101,
1111, stb.) éppen a modulo 2 Pascal-hdromszog sorai, amelyeket a kozonséges
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Pascal-hdaromszognél megszokott médon irunk fel, de az Gsszeadasra a 2-ben érvé-
nyes 1 + 1 = 0 szabalyt hasznaljuk:

és igy tovabb. A modulo 2 Pascal hdromszog elemeit (2)2 fogja jeldlni; (2)2 akkor

és csak akkor 0, ha (2) péros. Eszrevételiink alapjan azt sejtjik, hogy

W fula) = (g);ﬁ" ("] 1>2x"_2 (", 2)296”_4 o

és ezt n szerinti indukciéval be is ldthatjuk. (1) ismeretében Tavoli Kartar Sunk
szdméra nem volt nehéz olyan programot {rni, amely barmely nem til nagy (mond-
juk, 10000-nél kisebb) n-re eldénti, megvalésithaté-e minden fényminta az n x n
méretli négyzetracson.

6. Matrixok helyett polinomok. Barua és Ramakrishnan tovabb fejlesztette a
négyzetracson jatszhaté lampdcskds jatékok elméletét [1]. Itt bemutatjuk gondo-
lataiknak azt a részét, amely kozvetlen folytatdsa az el6z6 fejezetnek.

Mint lattuk, az n x n-es négyzetracson jatszott lampdcskas jaték méatrixa
n? x n? tipusd, a fénymintdk és a stratégidk pedig n? dimenziés 0-1-vektorok. Az
utébbiakat természetes médon irhatjuk fel n x n tipusi matrixként: a ¢ fényminta
matrix-alakjaban az i-edik sor j-edik eleme akkor és csak akkor 1, ha a négyzetra-
csunk i-edik sordnak j-edik helyén 1év6 lampacska vilagit; hasonloképpen stratégia
matrix-alakjaban a megnyomandé gombok és csak azok helyén &ll 1.

Tekintsiik az n x n tipusi

10...00
101...00
010...00

Bo=1.... ..
000...01
000...10

és az eléz0 fejezetben szereplé A, mdtrixokat. Ha az O (= w) fénymintira az
S matrixalaki stratégidt alkalmazzuk, a B,S + SA, fénymintat kapjuk. (Ezt
kozvetlentil ellendrizhetjiik egyetlen 1-et tartalmazo S-ekre; tetszoleges S ilyenek
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Osszege, s ezutdn mar csak a métrixszorzas disztributivitdsat kell haszndlnunk.) A
B,X + XA, = O métrixegyenletnek trividlisan megolddsa X = O (ha egyetlen
gombot sem nyomunk meg, egyetlen ldmpa sem gyullad ki). Ha m&s megoldésa
nincs, akkor tetszoleges M fénymintara a B, X + XA, = M egyenletnek sem le-
het egynél tobb megolddsa. Valdban, ha B,S1 + S14, = B,S2 + S:4, = M,
akkor B, (S1 + S2) + (S1 + S2)A, = M + M = O, ahonnan Sy + Sy = O, és igy
S1 = So. Ezért, ha B, X + X A,-ben X helyébe a lehetséges 27 szami stratégia
mindegyikét behelyettesitjiik, akkor 27" szami killsnbozd fénymintat kapunk, te-
hat minden lehetséges fénymintat megkapunk. Ha viszont B, X + X A, = O-nak
van masik (nemtrividlis) megolddsa is, akkor a skatulya-elv szerint van olyan fény-
minta, amelyet egyetlen stratégia alkalmazdsdaval sem &llithatunk elé (v6. T. K. S.
aggodalmdval a 4. fejezetben).

Belattuk, hogy az n x n-es négyzetracson akkor és csak akkor valdsithatd
meg minden fényminta, ha a B,X + XA, = O matrixegyenletnek csak trividlis
megoldédsa van. Erre azonban mér régéta ismeretes elegans sziikséges és elegendd
feltétel. Sylvester® éppen 125 évvel ezel6tt mutatta meg, hogy tetszoleges azonos
tipusi A és B négyzetes matrixokra az X A = BX egyenletnek pontosan akkor van
egyetlen megolddsa, ha A és B karakterisztikus polinomjai relat{v primek** [9]. A
2 kételem test feletti matrixok esetén ez az egyenlet BX + XA = O alakban is
felirhaté.

Emlékeztetiink, hogy a

C11 C12 ... Cin
C21 C22 ... Con
Cnl Cp2 ... Cpn

matrix karakterisztikus polinomja a

Ci11 — % C12 e Cin
C21 Coo — X ... Con
|C —xFE| = )
Cnl Cn2 N 7

determinans, amely szemmel lathatéan z-ben n-edfok polinom; ha C' 2 feletti mét-
rix, akkor persze |C' + xE| alakban is felirhaté. Eszerint B,, és A,, karakterisztikus
polinomja megfelel6en

* James Joseph Sylvester (1814-1897), tobbek kozott a rezultdns és a diszkrimindns fogalmanak
megalkotdja.

** Sylvester tételének bizonyitdsa valamivel mélyebb linedris algebrai ismeretek birtokdban is
hosszadalmas lenne, ezért nem fér bele cikkiinkbe.
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z1...00 z+1 1 ... 0 0
lz...00 1 z+1... 0 0
|Bp +aBl=|: . 1|, Ay +2E] = SRR :
00...21 0 0 ...z+1 1
00...1x 0 0 ... 1 =z+1

Latjuk, hogy A, karakterisztikus polinomjat B,,-ébél tigy kapjuk meg, hogy benne
z-et x + 1-gyel helyettesitjiikk. B,-rdl pedig vegylik észre, hogy |B1 + zE| = =,
|By + zE| = 2% + 1, tovabbd |B, + E| = x - |B,_1 + 2E| + |B,_2 + zE| (a
determindnst kifejtve az els6 sora szerint). Ez ugyanaz a két kezdeti érték és
ugyanaz a rekurzids szabdly, amelyekkel az eléz6 fejezetben az f,(z) polinomokat
megadtuk. Kovetkezéleg minden n-re |B,, +zE| = fp(x) és |Ap+2E| = fpo(x+1).
Ervényes tehat:

Az n X n-es négyzetrdcson jdtszhato jatékban akkor és csak akkor dllithatd eld

minden fényminta, ha fn(x) és fn(z+ 1) relativ primek.

Ezaltal a jaték megoldhatosiga két n-edfokid polinomon végzett euklideszi
algoritmussal (azaz legfeljebb n maradékos osztdssal, n?-el ardnyos szamu elemi
miivelettel) donthetd el, vagy ha olyan kedviink van, két n-edfoki polinom rezul-

tédnsdnak (azaz egyetlen 2n rendii determindnsnak) a kiszdmitasdval. Barmelyiknek

a szamitédsigénye lényegesen kisebb, mint az el6z6 fejezetben leirt médszeré (az n®

miiveletet igényel). Rdaddsul memdriafelhaszndlds szempontjdbdl is jobb ez utébbi:
itt n-nel, a métrixokndl pedig n?-tel ardnyos mennyiségi meméria sziikséges.
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