Tartalomjegyzék
ElBSZO ..ottt e e it i
Bevezetes. ... ... i e 1
1. Kombinatorika........ ... i 5
1.1. 'Teljes indukeié................. B 5
1.2. Egyszerii 6sszeszamlalasi feladatok............oo ol 7
1.3. Nevezetes szamokK .. ..oouenrt ittt 9
1.4. Binomiélis tétel ésegyebek.... ... 11
© 1.5, Gréfok.......... e e 12
1.6. Gréfelméleti problémdk ...... ..ot e 15
2. Algebrai egyenletek. ... .......oouuniiienii e 18
2.1. Polinom, polinomgylrfi...........ooiiiiiininiinniii. SO 18
2.2. Az alaptétel és kbvetkezményei ... ...t 22
2.3, GyBkképletek ......coiiii e 24
2.4. Szerkeszthet8ség...... e 26
cAzegészszdmok ... ... ... e 28
3.1, OszZthatOsdg. ..o e et P 28
3.2, Az alaptétel.... ... e 31
3.3. Primszéamok........ e e e e 32
3.4. Kongruencidk.......... e e e 33
3.5.  Szamelméleti fiiggvények ..... e e 35
4, Csoportok ................ccouene. T PR e 38
4.1. Csoportmiveletek......... e e e e .38
42, PEdAk.. ... . e 40
4.3. Csoportelméleti alapfogalmak ...............o i 41
44. Tzomorfia ...t i N 45
4.5. Direkt SZ0TZat....evvnerriiie i U, 47
5. Linedris egyenletrendszerek. .. .. e 49
5.1. Egyenletek, egyenletrendszerek ..........ovvvviiiiiiiiiiniiiit 49
5.2. Gauss-féle elimindcié.............. e e 50

5.3, DelermInAIIS « it ettt et e 52

Tartalomjegyzék . : ' k iii
5.4. Vektoregyenlet, métrixegyenlet.............. ...l feiieien... D8

6. Linedrisalgebra............... ... ... e PP 59
6.1, VeKtor, VEKbOTEAT ...\ttt ettt et e e 59

" 6.2. DBézis, dimenzid.......... ... ... e e 62
6.3. Linedris leképezések és matrixok........... S 65

7. Geometriai transzformacidk ... 69
71, A sii:geometria axiémarendszere . ... . cu it e 69
7.2. Izometridk .............ooiiiiiiiiiil e e 71
7.3. Hasonléségok és affinitdsok.................... e i 75
T4, Térizometridk. ... ..o e 77
©7.5. Kollinedcidk......oooiuiiiiiiiii PR 78
8. Analitikus geometria . ... ... . i 80
8.1. Koordinatsk bevezetése .................... e e 80
8.2. Vektoralgebra.........ccoovviiiiiiiiiiiiiiia.... e .84
'8.3.  Alakzatok egyenletei .................... e s .. 86
8.4. = Baricentrikus koordindtdk................ e U 88
8.5. Transzformaciok lefrdsa .......coovvniiiiii i 89
9. Nemeuklideszi geometridk...................c.occvviiiiniin.... e O ) |
9.1. Projektiv geometria..................... e 91
9.2. A projektiv sik koordindtézésa..... PP e e 94
9.3. Kupszeletek a projektiv geometridban ..........cooovveeie....: el 97
94, AzinverzfvsiK..on.ooiiiiiiiii e 99

- 9.5. Hiperbolikus sikgeometria.......... e e 101
10. GOrbEK . ..o e 104
10.1. Kipszeletek....................coooiian.. T e 104
10.2. Bézier-gOrbék ... ..o e e 109
10.3. Térgorbék....... R P e 112
104. Bgyebek . ... it i 115
11. Sorozatok, SOrok ..........c.coiuiiiiii i e 117
111, SOTOZALOK . . ottt e ettt e 117
11120 SO0TOK vttt i 120
11.3. Hatvénysorok, fiiggvénysorok................. . e 121
12. Fiiggvények ............cooiiiiiiinai .. e el 127
12.1. A fiiggvény fogalma...................... s e 127
12.2. Elemi fiiggvények .............cooiviiiii... e 129
12.3. Fiiggvény hatdrértéke .........ooovivriiineeeennnnnnn.. [T 131
12.4. Fiiggvény grafikonja................... e e 132

T 125, BOlytomnossag . oot e . 133




iv Tartalomjegyzék

13. Differencidlds . ......cooiiii i e .. 137
13.1. Differencidlthdnyados..............coiiiiiiiiiii i, .., .. 137
13.2. Filiggvénydiszkusszid .. .....ovvniin it 142
13.3. Parciélis és totélis differencidlds ...l 145

14, Integralds . ... o e 148
14.1. Hatarozott integral..... e ...148
14.2. Hatdrozatlan integral .........vvvirieeieeiiiniiiiiiiiiieeeeen., 151
14.3. Lebesgue-integral ... ....cooviriiiiniia i 154
14.4. Tébbvaltozds fiiggvény integralia.........oovoeeeeeenaeenennnnn... 156

15 MéErték. ... ..o [, 160
15.1. Jordan-mérték................ 160
15.2. Tertilet, tErfOat . . . ...\ vvre et e .. 162
15.3. Lebesgue-mérték.... ..o i 166
15.4. fvhossz, felszin . ..o 168

16. Valosziniis€g . ........cooviiiiii it e 171
16.1. Valészinfiségi kisérlet..... ..o 171
16.2. ValdszinlségimezS........ooiiiiiiiii i i 172
16.3. A valészin(iségi mez8 altaldnos fogalma............................. 175
16.4. A nagy szamok t0rvVEnye .. ....coi i e 178
16.5. Véletlen valtozdk ..................... PRI PRTORTRR 179..

17. Halmazok. ... e e 184
17.1. Alapfogalmak........... e 184
17,2, SZaIOSSAg .. ot ottt e 185
17.3. Rendezett halmazok.......................... e P 190
174, Antindmidk. ... o 192

18. Matematikai logika ............... e e e e e e 195
18.1. Nyelvek és struktlrdk ... .. ... oo iiii i, 195
18.2. Ttéletkalkulus ... .. o.ovuieeree i 199
18.3. Flggvénykalkulus........ooiiiii i e 201
18.4. Egyebek ... ..ot 203

S ZAMOK . . .t 206
1. Természetes szdmok................ e e 206
2. Egész és raciondlis szamok ............ i 208
3. Valbs SZAMOK . ...t ettt et 210
4. Komplex SZAMOK . .. ...ttt ee ettt 213

Név- és targymutatd...... e 217

Bevezetés

Elterjedt és nem teljesen alaptalan vélekedés, hogy a matematikdhoz istenadta
tehetség kell. Azokban, akik matematikatandrnak késziilnek, ez bizonyara megvan,
hiszen ha nem lettek volna jé feladatmegolddk az iskoldban, aligha merték volna ezt
a palydt valasztani. Hogy ez a sok gyerekben meglévé, és az élet minden teriiletén
kamatoztathaté adottsdg minél el§bb kibontakozzék, annak nem elhanyagolhatd
feltétele — habar nem sziikséges és nem is elegend8 — hogy a matematikét olyan
tandrtél tanuljék, aki ki tudja fejleszteni a benniik lappangé tehetséget. Kényviink
szeretne segiteni abban, hogy erre felkésziilt tandrok tanitsdk a matematikat.

E magas célja mellett van egy f6ldhézragadtabb is: dsszefoglalni, szintetizdlni
az egyetemen hallott matematikai anyagot, hogy a tanérjelolt megfeleléen elren-
dezett tudéds birtokdban mehessen el az utolsé egyetemi megmérettetésre, a zars-
vizsgdra. Ezt a szintézist a hallgaté nem kaphatja meg az egyes féléves eldaddsok
soran, és nincsenek kiilon szintetizslé el6addsok sem. Konyviink azok szdméra lesz
a leghasznosabb, akik maguk is megprébélkoznak a szintézissel, végiggondoljik,
mirél beszélhetnének a 18 vizsgatétel kapcsdn, s utdna szembesitik elképzeléseiket
a konyv fejezeteivel. Akinek erre nem jut ereje, vagy ideje, azon a koényv még
mindig segithet. Persze, t6bbet segit annak, aki nem az utolsé két hétben prébilja
memorizdlni a tartalmat, hanem legaldbbis a zdrévizsga el6tti félév sordn rendsze-
resen tanulményozza. Reménykedem azonban, hogy a kényv még azok szdméara
is nyujt kapaszkodédt, akik csak azért jutottak el a zdrévizsgdig, mert a vizsga-
eredmény olyan véletlen véltozd, amelynek nagy a szérdsa. Beléliik is vdlhat j6
matematikatandr.

Bérki megkérdezhetné: hit ennyi az egész, amit egy leendd kézépiskolai ta-
narnak tudnia kell? Hiszen ezt a kétszéz oldalt ,, be lehet vagni” tiz nap alatt, aztdn
el lehet menni vizsgzni belSle. Attdl tartok, hogy ez nem igy van. Ez a kényv féleg
azoknak szdl, akik a tartalmst, vagy annak legaldbb 90 szdzalékat, egyszer vagy
kétszer, kollokviumra vagy szigorlatra késziilve részletekben mar meggondoltsk,
megtanultédk, aztdn, meglehet, nagy részét el is felejtették. De a tudéds nem vész
el, csak lapul az agysejtek szdvetében. A kdnyv egyik célja, hogy ezt a rejtézksds
tudést életre keltse.
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Matematika zdrévizsgén a didkok nagy t6bbsége — szerencsére — életében
egyszer esik 4t, ezért az esemény titokzatosnak 1atszik: mit kell ott tudni, hogyan
zajlik az egész? Néhdny gyakran feltett kérdésre itt is vélaszolhatunk. Minek a
bizonyitésit kérdezhetik a zdrdvizsgdn? Ritka eset, hogy bizonyitast kérdeznek, s
ha igen, akkor is csak olyan egyszerli és alapvetd dolgokét, mint pl. azét, hogy
végtelen sok primszdm van. Azt viszont értékelni szoktdk, ha a vizsgizd nevezetes

bsszefliggések ismertetésekor, amelyek bizonyftdsénak torténetesen 1étezik egy-két

mondatban dsszefoglalhaté alapgondolata, ezeket a mondatokat minden kiilon ké-
rés nélkiil elmondja. Ebb&l baj nem lehet; olyan vizsgéztatéval még nem filtem
egylitt, aki erre igy reagélna: ,Igen? Akkor fejtse csak ki ezt teljes részletesség-

gel”. Az a megjegyzés elképzelhets, hogy ,hat erre hem egészen pontosan tetszik -

emlékezni... mi a kévetkezd dolog, amir8l beszélni akar?” Hogy még ez se fordul-
jon el8, sok jelentds tétel kimondésa utdn egy-két (de legfeljebb hirom) mondatban
utalunk a bizonyités tletére. Ha egy 4llitdsrdl ebben a kényvben csak annyit ol-
vashatunk, hogy ,,igazolhat$”, akkor az allitds igazolasat komoly vizsgdztaté — aki
még vildgosban szeretne hazaérni — nem fogja kérni.
A matematika egyetemi tananyagban szerepld fejezeteit tSbbféleképpen le-
het és szokds térgyalni. Semmi sem biztositja, hogy az olvasé tanira ugyanazt a
felépitést hasznélta, mint e konyv szerzéje. (Azt sem, hogy ugyanazokat a jeldlé-
seket hasznslta.) Ne aggédjunk emiatt. Mint Pascal irta Fermatnak, ,az igazsig
ugyanaz Toulouse-ban, mint Parizsban”; a kiilénb5z4 felépitések és jel6lések mogott
ugyanaz a matematikai igazség 4ll. Gya__l;:ra(n a kissé kiilénb6zd definiciék mogétt is:
egy kedves kollégdm pl. a 0-t természetes szdmnak tekinti, én meg nem. Ezt sem
_egymastdl, sem az esetleg més véleményen levd: didktdl nem szoktuk rossz néven
venni. ‘ ) s
Bizonyos ismereteinket — pl. a vektorokra vonatkozdkat — t&bb vizsgaté-
tellel kapcsolatban is ,, bevethetjiik”. Ezek-egyik-mdsika kdnyviinkben is t6bbszor
szerepel, néha t6bb oldalrél megkdzelitve.Sok esetben hivatkozunk egy maésik vizs-
gatételre, amelyben az éppen targyalt Ssszefiiggés ugyancsak el6fordul.

Az sltaldnos és kozépiskolak szokdsos matematika-anyagéra esetenként mint.

iskolai matematikéra utalunk. Az , iskolai” jelzd nem fejez ki sem lebecsiilést, sem
elismerést — azért van ré sziikségiink, hogy a zdrévizsga anyagénak és a leendd
tandr dltal megtanitandé anyagnak a kapcsolataira rdmutassunk. Mindenképpen
célszerli zardvizsga elétt az altaldnos és kozépiskolai anyagot is feleleveniteni (a
szédmokra vonatkozé ismereteket pedig a kényv fiiggelékében dtnézni — ha valakirél
a zérévizsgsn deriil ki, hogy nem tud komplex szdmokkal szémolni, reménytelen
azzal védekeznie, hogy ,,az nem vizsgatétel”). Az iskolai tananyagot illetSen a jelen
kényv nem nyijt segitséget; ki-ki szedje elé iskolai tankdnyveit. Ugyancsak hasznos
lehet Varga Tamés Matematika cimi lexikonjanak forgatdsa (Miiszaki Konyvkiadd,
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2001). Emellett a haszndlatban 1évé matematikai képlettérat sem art végignézni.
Egyes tényeket kétféleképpen is megfogalmazunk, nemcsak biztosabb felele-

venitésiik, hanem a matematikai szakzsargon gyakorldsa céljabél is (ami sohasem

4rt és sohasem kés8). A tandrjeldltek z4révizsgéja bizonyos értelemben nyelvvizsga

* is: egyebek kozétt azt méri, a vizsgdzék milyen szinten beszélik szakteriiletitk ma-

gyar nyelvét. Ehhez segitséget jelenthet, ha formailag kiilénb6zé, de ugyanolyan
jelentésli matematikai mondatokat mutatunk be.

~

Ha valaki valamelyik fejezetben olyan ismeretekkel is talélkozik,’amelyeket .

eddigi vizsgéira késziilve még sohasem kellett elsajdtitania, ezeket is olvassa végig.
Hétha a vizsgdztatd fel sem tételezi, hogy a széban forgé fontos (?) anyag vé-

letleniil minden tantargybél kimaradt. Lehet, hogy ez tényleg igy volt, de kissé -

kényelmetlen ezt a korillményt a vizsga sordn bizonygatni.

Sajnéalatos mdédon az egyik leggyakoribb szé e konyvben a definicidk igéje, a
»hevezziikk”. Nagyon sok fogalomra kell emlékezni egy zarévizsgdn. Még azt az
enyhité elvet sem alkalmazhattam; amely természetes egy tudomanyos monogrifia

esetében: ott csak azokat a fogalmakat definidljak, amelyekre a konyv hétralévé.

részében is szitkség lesz. Kutatd szdmara gazdasigos stratégia lehet, ha csak az
éppen foly6 kutatésdhoz sziikséges ismereteket sajétitja el. Tandrt ,, hallottam réla”
jellegli ismeretek is segithetik munkajéban.

Hogyan vizsgdzzunk? Eldrulok egy titkot: a vizsgdztatd bizottsig akkor bol-
dog, ha a vizsgizd szajabdl olyan eldadast hall, amelybe nem kell tiz mésodper-
cenként belekérdezni. (fgy van ezzel tobbnyire a vizsgdzé is.) Es a vizsgéztato
lelkidllapota befolyasolhatja az egyébként bizonyira nagy objektivitdssal megélla-
pitott érdemjegyet. Természetesen, senki se igyekezzék a kdvetkezé 18 kis el6adést
mondatrél mondatra megtanulni, inkdbb prébédljon ezekhez hasonlé tartalmu kis
el6adssokat dnmaga (és a bizottség) széméra ondlléan Ssszesllitani.

Merjiink a vizsgdn egyszerii dolgokrdl is beszélni! Ne féljiink attdl, hogy a bi-
zottsag ezt gyenge felkésziilésiink jelének tekinti. Matematikus vizsgdztatét szak-
mailag értelmes mondatszévéssel sokkal inkdbb el lehet bilivélni, mint bonyolult
anyag ,felmondéséval”. Az persze elfordulhat, hogy pl. a halmaz szemléletes
fogalménak olyan részletes ismertetését, amilyet a 17. fejezet elején taldlunk, a
vizsgaztatok félbeszakitjdk, és megkérik a vizsgazét, térjen 4t az anyag valamely
hangstlyosabb részére. Ez mds fejezetekre is vonatkozik. Jé néhdny fejezet tar-
talmaz. aprolékoskoddnak tiing bevezetést, amelynek 4tolvasdsa segitheti a jobb
megértést, de amelyet vizsgdzds kézben magam is valdszintileg egy-két mondatba
stiritenék.

A vizsgéztatdk — csakiigy, mint a tanulék — nagyra értékelik a stabil tudést.
Aki a vizsgén a tandr arckifejezését vizsgilva prébélja tGjra fogalmazni mondatait,
j6 esetben is csak szanalmat valt ki. Sajétitsuk el olyan mértékben az anyagot,
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hogy a vizsga izgalmai kdzepette is merjiink egy kicsit gondolkozni a feltett kérdé-
seken. Torekedjiink erre céltudatosan, hogy kés6bb tanarként se szeppenjiink meg
értelmes didkjaink vératlan kérdéseitsl.

Ez a kényv nem tankdnyv, nem arra szolgil, hogy kordbban nem is hallott
tényeket és kapcsolataikat bel6le tanuljuk meg. Nem is monografia: nem vezérfonal
valamely szlikebb szakteriilet 6nallé tanulményozdsdhoz. Ez a kényv csak emlékez-
tets, segédlet arra, hogy mér hallott dolgokat felidézziink (erre a célra zirévizsga
utén is megfelel), illetve rendszerezziink. Ha nincs mire emlékeztessen, még akkor
is t4jékoztat arrdl, mit kellett volna megtanulni kordbban, és ez sem haszontalan.
Tankényvben, monografisban elképzelhetetlen, hogy olyan fogalmat hasznéljunk,
amelynek a definiciéja 50 oldallal késSbb kivetkezik. Itt ez természetes; gondoljunk
csak arra, hogy a halmazelmélet és a matematikai logika — tehit a matematika
alapjai — a két utolsé vizsgatétel. :

Maésrészt, ez a kényv nem tudds tandr kollégdimnak sz6l. Ha mégis kézbeve-
szik, ne botrankozzanak meg azt tapasztalvan, hogy hidba keresnek benne egyes,
szakmai korékben kozismert matematikai igazsdgokat, masoknak meg csak egy-
szer{i specidlis esetét taldljak. F4jé szivvel, de kihagytam belSle még az algebra
— sajat szakteriiletem — szdmos olyan gytngyszemét is, amelyet pedig a tanul-
ményai 6todik évéhez eljutott egyetemi hallgaté nagyobb nehézség nélkiil el tudna
sajatitani. Lehetetlen egy révid kdnyvecskét tigy megirni, hogy minden benne le-
gyen, amit egy leendé koézépiskolai matematikatandrnak tudnia illik. Ami benne
van, arra is érvényes Hurwitz intése: ,, A matematika tanftésa kézben mindig igazat
mondjunk, és csak az igazat, de ne mindig a teljes igazsidgot.” Ennek megfelelSen

* 6rizkedtem attdl, hogy az emlékezetben tartands fogalmakat a legtéméorebben de-

finidljam, s attdl is, hogy a tételeket legélesebb alakjukban mondjam ki. Felttinhet,
hogy folytonosan differencidlhatésdgot kotok ki olyan helyen, ahol az 4llitds vala-
mivel kevesebb feltevésbdl is kvetkezik. Mdsik példa: a csoportmiiveletet nem gy

definidlom, mint olyan asszociativ miiveletet, amelyre vonatkozdan létezik legaldbb

egy olyan baloldali egységelem, amelyre vonatkozéan minden elemnek van legaldbb
egy baloldali inverze. Pedig ezek az aprésdgok az analizis meg az algebra szakem-
bere szdméra nagyon szépek, csak éppen nem tartoznak a leendd matematikatanér
mindennapos szakmai fegyverzetéhez.

Végiil egy apré6 gyakorlati tandcs: van tdrgymutatd, forduljunk hozza, ha fo-
galmakkal vagy tételek elnevezésével van problémank. A tdrgymutaté egyben név-
mutaté; abban is segit, hogy a jeles tudésok nevével fémjelzett dsszefiiggések vagy
médszerek felfedezésének korszaksrdl is legyen elképzelésiink. (Ha nincs évszdm,
mindig huszadik szdzadi matematikusrél van sz4.)




