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1. MEG FAKROL

Tétel: Tth. n > 2. A d; < ...d, természetes szamokbol allo6 sorozat pontosan akkor
valosithaté meg faval, ha dy > 0 és > d; = 2n — 2.

Bizonyitas: Mivel fakra teljesiil, hogy a legkisebb fok is > 1 (nincs izolalt pont fakban),
és az élek szdma n — 1, az egyik irany kész.

Most feltessziik, hogy a d; szamokra teljesiil a tétel allitdsa. Az n = 2 eset trivialis, hisz
egyetlen megoldas van csak a sorozat elemeire: d; = do = 1, ami az egyetlen két pontu fa
fokszamsorozata is egyben. Innentél n > 3.

Indukcioval bizonyitunk. Vegyiik észre, hogy a feltételekbdl kovetkezik: d = 1 (nem lehet
dy > 2, akkor tul nagy volna a fokok osszege), és d,, > 2 (ha d,, = 1 volna, minden i-re
d; = 1 volna, de az Osszeg ekkor tul kicsi volna). Készitiink egy 1j sorozatot. Eldobjuk
di-et, és 1-gyel csokkentjiik d,-et. Kapjuk a da,ds,...,d,—1,d, — 1 sorozatot. Ezeke koziil
a legkisebb is > 1 (hisz d,, > 2 volt), és az sszegiik 2(n — 1) — 2 = 2(n — 2). Az indukcos
feltevés alapjan ez a szamsorozat megvalosithato egy T” faval. Legyen x az a pont T"-ben,
amelyiknek d,, — 1 a foka. Felvesziink egy uj pontot, y-t. Osszekotjiik z-szel. Kapunk egy
T fat (Osszefliggs és kormentes, tehat fa), melynek a fokszamsorozata éppen a dy,ds, . .., d,
szamsorozat. ([l

2. CIMKEZETT FESZITOFAK K,-BEN

Tekintsiik az n pontu teljes grafot, K,-et. Szamozzuk meg a csicsait 1-t6] n-ig. Ebben
keressiik a kiilonbozs feszit6fakat — két fa kiillonbozs lesz akkor is, ha izomorfak, de a
cimkézésiiket is tekintve mar nem azok. Pl. K3-nak 3 kiilénb6z6 cimkézett feszitéfaja van,
ezt konnyt ellendrizni.

Nem wvolt eldaddson, tgy nem kell tudni a kovetkezd tételt:
Tétel: Tth. n > 2. Legyen {d;}" ;olyan termeészetes szamokbol 4ll6 sorozat, melyre d; > 0
és Y d; = 2n — 2. Ekkor a {d;}!" ; sorozatot megvalosito fak szama
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Cayley-tétel: K, cimkézett feszit6fainak szama n"~=.
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A Cayley-tételt bebizonyithatjuk példaul az el6z6 tétel segitségével, leszummaélva az ott
adott értéket minden feszit6fahoz tartozo {d;}" ; fokszamsorozatra.

Megjegyzés: Nem izomorf feszitfakbol joval kevesebb van, hiszen pl. egy tetszéleges
feszit6fabol konnyen kaphatunk akar nagyon sok kiilonb6z6 cimkézett fat, ha minden lehet-
séges modon atcimkézziik a pontjait. Ezzel egyiitt K, nem izomorf feszitéfainak széma
még mindig oriasi!

A Cayley-tételt az alabbi Priifer-kodol6 algoritmus segitségével bizonyitottuk.

Priifer-kodolas: Vegyiik le a legkisebb indext levelet, és irjuk a mar meglévé kodhoz
hozza a szomszédja indexét, amig legalabb harom pontja van a fidnak. Ha mar csak két
pont maradt, megallunk, kész a fa Priifer-kodja’.

A Priifer-kod egyértelmiien visszafejthetd. Az algoritmus elemzése alternativ bizonyitast
ad a Cayley-tételre, hiszen az Gsszes lehetséges n™ 2 kiilonboz6 n — 2 hossza kodsorozat,
azaz az {1,...,n}" "2 halmaz és K, cimkézett feszit6fai kozott a Priifer-kodolas egy bijektiv
leképezés.

3. ELTESZTELES

Kezdetek, motivdcio: Kombinatorikus csoport tesztelési modszer fert6z6 beteg megtaléla-
sara; N elemi csoportra 1+ logy N teszt elegendd (ennél kevesebb pedig nem is lehet elég,
ez az ugynevezett informacioelméleti also korlat).

Szorosan kapcsolodé mérnoki probléma. a hibakeresés optikai hdlézatokban:

Feltevések: (1) osszefiiggs részgrafok gyorsan tesztelhetSk tigynevezett monitorozé fényu-
takkal; (2) egyszerre legfeljebb egy meghibasodott él van.

Feladat: egyértelmtien azonositani a hibas élt, ha van hiba, méghozza minél kevesebb 0ssze-
fiiggs részgrafhoz tartozo monitorozo fényuttal (a fényat nem feltétleniil jelent grafelméleti
értelemben vett utat, de mindenképpen séta). Ha nincs hibas él, arrol is tudnunk kell.

Konnyt 1atni: Ha a teszteknek nem kellene Gsszefiiggs részgrafoknak lenniiik, akkor egy
G grafhoz elég lenne 1 + log, e(G) teszt (ennél kevesebb pedig nem is lehet elég, 1d. fent).
Ehhez a bindris kodkioszto moédszert hasznalhatjuk, mely a kévetkezd:

az €leket megszamozzuk 1-t6l e(G)-ig, majd ezeknek a szamoknak a bindris alakjdt tekint-
jik. Az i-edik tesztben azok az élek szerepelnek, amiknek a bindris sorszimdban az i-edik
helyiértéken 1-es van.

Ezekkel a tesztekkel valoban egyértelmiien azonosithatjuk az éleket. A baj az, hogy
altaldban az igy megadott tesztek nem adnak Osszefiiggs részgrafot, lasd pl. P,-et, az n
pontt utat. Az uat esetében mindegy, hogyan szamozzuk meg az éleket, a binaris kodkioszto
modszerrel kapott élhalmazok java része nem lesz Gsszefiiggs, ha n > 3 — azaz a moddszer
utakra nem segit.

Van azért olyan viszonylag altalanos eset, amikor a binéris kodkiosztés kicsit megvéltoz-
tatva majdnem optimaélis megoldéast ad:

1K6nnyt’i latni, hogy egy n > 2 cstcsu fara az (n — 1)-edik szam mindig n volna ugyis.
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Tétel: Tfh. G olyan grdf, mely tartalmaz két éldiszjunkt feszitdfdt, legyenek ezek Ty és Ts.
Ekkor 2 4 2logy[e(G) /2] dsszefiiggd teszt elég G éleinek teszteléséhez.

Bizonyitas: Elgszor vagjuk két egyforma (vagy majdnem egyforma, ha paritas miatt egy-
formak nem lehetnek) méreti részre az E(G) — E(T1) — E(1T») élhalmazt. Jelolje a két részt
EY és EY. Most legyen

E1=E UE(T)
és

FEy = Eé U E(Tg)
Ezekutan Fi-re és Eo-re kiilon adjuk meg az Osszefiiggs teszteket. Azzal kezdjiik, hogy
E; élei kozott tetszolegesen kiosztjuk a binaris kodokat (a méar korabban emlitett megszé-
mozast hasznaljuk). Majd ugyanezt végrehajtjuk Fs-re is, binarisan megszamozzuk az éleit.
Fontos: a T) és Ts éleinek egyike se kapja a csupa 1-es kodot, kiilonben a fak meghibé-
sodasénal nem sikeriil az egyértelmi azonositas (miért is?).

Az FE; éleire a tesztek a kovetkezGk: az i-edik teszt Fq azon éleit tartalmazza, melyek
kédjanak az i-edik helyiértékén 1-es talalhato, és emellett a Tb fa minden élét. Mivel Th
feszit6fa, igy minden teszt Gsszefliggd lesz, mivel mind tartalmazza Tb-t. Hasonlbéan tesziink
Fs-vel, csak itt az egyes helyiértékek altal kijelolt élhalmazokhoz mindig Ti-et vessziik
hozza. Kiilon-kiilon mindkét élhalmazt tudjuk igy tesztelni (miért?), mindkét teszthalmaz
1+ logy[e(G)/2] Gsszefiiggd tesztet tartalmaz, ahonnan mar jon a tétel. O

Megjegyzés: Ha G 4-szeresen Osszefiiggs?, akkor biztosan van benne két éldiszjunkt feszi-
téfa. Ez elégséges, de nem sziikséges feltétel.

2A folyamok targyalasanél beszélni fogunk a t6bbszords Osszefiiggségrol.



