GRAFELMELET

ELSO ELOADAS, 2020. SZEPTEMBER 9.

1. ALAPFOGALMAK, FAK
Definiciok:
- irdnyitatlan és irdnyitott graf, G = (V, E), V = V(G) a cstcshalmaz, E = E(G) az
élhalmaz; v(G) = |V(G)|, e(G) = |V(G)|
- szomszédsagi relacio, x € V szomszédsaga: N(z) ={y €V : zy € E}

- x € V foka: az x-re illeszkedd élvégpontok szama (a hurokélek kettGvel novelik a
fokot, a tobbi eggyel); jele: d(z), vagy ha tobb graffal dolgozunk: dg(x)

- grafok reprezentéicioi: szomszédsagi méatrix, illeszkedési matrix, pont-szomszédsag
lista, él lista, ...

- hurokél, parhuzamos él; G egyszerii graf, ha nincs sem hurokéle, sem parhuzamos
élei; emiatt egyszerd grafban d(z) = |N(z)|

- séta: S = xgeixy ... rp_1epxE egy k hosszisigu xg — xp séta, ahol minden i > 1-re
e; egy xi_1-et x;-vel 0sszekdtd él. Ha az x; pontok mind kiilonboznek, akkor a séta
egyben ut is. Ha zg = x, és az x1,...,xr pontok kiilonbodznek, akkor S egy k
hossza kor.

- G Osszefiiggd graf, ha minden x,y € V-re létezik x-bdl y-ba mend S, séta.

- lres graf, teljes graf, paros graf, hiperkocka, Petersen-graf

- Fokszémsorozat: A dy,do,...,d, szamsorozat a G graf fokszamsorozata, ha G
fokainak nem csokkend sorozata. Ekkor tehat v(G) = |V(G)| = n és di < dp <
oo < dpy.

Allitas: 2¢(G) =" d;
Ko6vetkezmény: A paratlan foku pontok szadma minden grafban paros.

Kérdés: Mikor valosithato meg (masképpen mondva: realizdlhato) egy nemnegativ egészek-
bél all6 szédmsorozat valamely G gréaffal?
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(i) {di}_, pontosan akkor valosithaté meg, ha > . | d; paros

(i) {d;}*_, pontosan akkor valosithatd meg hurokél nélkili graffal, ha (a) > d; paros és
(b) dp < di + ...+ dps

(iii) [Havel-Hakimi| {d;}? ; pontosan akkor valésithatéo meg egyszerd graffal, ha a
diy...,dn—g,-1,dp—q, —1,...,dp—1 —1
(nem feltétleniil nem csokkenden felirt) sorozat is megvalosithato egyszertd graffal
Definicio: Fa: kormentes Osszefiiggs graf. Aghajtas operacio. Fa levele: olyan z pont,
melyre d(z) =1
Nagyon konnyti:
Allitas: Minden fanak van levele.

Bizonyitas (vazlat): Tfh. nincs a T faban levél. Ekkor egy tetszéleges pontbdl elindulva
egy elég hosszti sétaval kort taldlnank, mert ha eljutunk egy pontba, egy masik élen mindig
tovabb tudunk haladni (ha kordbban még nem jartunk abban a pontban). Ez a feltevés
tehat ellentmondésra vezet. ([l

Allitas: Minden fanak legalabb két levele van.

Vannak olyan fak, amiknek pontosan ketts leveliik van: az utak.

Allitas: Legyen T fa n cstcson. Ekkor e(T) =n — 1.

Bizonyitas (vazlat): Teljes indukcioval. A 2 vagy 3 pontt fakra az allitas azonnal latszik.
Tth. minden legfeljebb N pontu fara igaz az allitas. Legyen T egy N+1 pontt fa. Levessziik
egy levelét a ra illeszkedd éllel. Ekkor az igy kapott T” graf egy N pontu fa, tehat N — 1
éle van. A levett levelet visszatéve megkapjuk T-t, aminek eggyel tObb pontja van, mint
T'-nek. Tehat az N + 1 ponta T éleinek szama N —1+1 = N. O
Néhany ekvivalens definici6é fara:

- minimalis élszamu Osszefliiggs graf
- n pontd, n — 1 éld 6sszefliggd graf

- n pontd, n — 1 éld kérmentes graf



