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Matematikai logika

A formalis logika nagyon hosszi maltra tekinthet vissza. Mar

kb. 2500 évvel ezel6tt foglalkozott vele Arisztotelész. JelentSsége a
modern szamitastudomanyban és szamitastechnikaban
megkérdéjelezhetetlen.

A félév elején a logika két részébe fogunk ,belekéstolni”, az
itéletkalkulusba és a predikatumkalkulusba.



Az itéletkalkulus alapfogalma az itélet. Az itélet olyan allitas
(kijelents mondat vagy mondatrész), melynek igazsagértéke van.
Fontos: ez az igazsagérték nem mindig ellendrizheté!

Példak:

Almos vagyok!

2020. szeptember 7-én fell6tték az elsé magyar (irhajét.
745 =13

745 =12

Tegnap késtek a pesti vonatok.

Végtelen sok prim van.

e 6 6 6 o o o

Végtelen sok ikerprim van.



Az itéletkalkulus alapfogalma az itélet. Az itélet olyan allitas
(kijelents mondat vagy mondatrész), melynek igazsagértéke van,
tehat lehet IGAZ vagy HAMIS.
Fontos: ez az igazsagérték nem mindig ellen8rizheté!
Példak:

o Almos vagyok! IGAZ

@ 2020. szeptember 7-én fell6tték az els6 magyar tirhajét.
HAMIS

e 7+5 = 13 HAMIS

e 7+5 = 12 IGAZ

@ Tegnap késtek a pesti vonatok. IGAZ
@ Veégtelen sok prim van. IGAZ

°

Végtelen sok ikerprim van. 7



[téletekbsl matematikai logikai miiveletek segitségével ajabb,
Osszetett itéleteket képezhetiink. Legyen A és B két itélet. Az
alapmiiveleteink a kovetkez6k:

o ES (konjunkcié), jele: A A B. Kdznyelvben nemcsak és-sel
fejezziik ki. Pl. szeretem a petrezselymet, de utalom a répat.

e VAGY (diszjunkcio), jele: AV B. Fontos: a ,vagy" a
matematikai logikaban nem kizarg!

o IMPLIKACIO (= kdvetkeztetés): A — B (,ha A, akkor B"
vagy ,,A-nak sziikséges feltétele B", vagy masképp ,,B-nek
elegendé feltétele A" )

e TAGADAS (negaci6):—A.

e EKVIVALENCIA: A < B. (,,A pontosan akkor, ha B", , A
ekvivalens B-vel")
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Magyarazat: Az els6 két oszlop tartalmazza az A és a B itéletek
igazsagértékét, a tobbi oszlopban a megfelel6 miiveletek elvégzése
utani értéket latjuk. Példaul a harmadik sor (A=H, B=l) és a
hatodik oszlop metszetében | all, mert A — B igaz, ha A hamis és
B igaz. Ugyanebben a sorban a negyedik oszlopban | talalhato,
mert A és B koziil legalabb az egyik igaz.



Az implikacié talan az elsére legnehezebben megérthets logikai
mivelet. Az igazsagtablazatbdl kiolvashaté, hogy A — B csak
akkor hamis, ha A igaz és B hamis. Ha A hamis, mindegy, mi az
értéke B-nek, az implikacié maga (tehat a kovetkeztetés!) igaz.

Lehet a kdvetkez6képpen is okoskodni: Mikor nem igaz az A — B
implikacio? Ha B hamis és A igaz.



Hol a hiba?

Jél ismert dalrészlet:

Ha én cica volnék, szaz egeret fognék.
De én cica nem vagyok, egeret sem foghatok.

Formalizaljuk: legyen
e A=cica vagyok
@ B= szaz egeret fogok

Az elsé mondat itéletkalkulusba atforditva: A — B. A masodik
mondat: (—A) — (—B). Az igazsagtablazatbdl (vagy csak
belegondolva) latszik, hogy a két Gsszetett itélet nem egyenértékdi.
Koéznyelvre atforditva: attél, mert nem vagyunk cicak, még
foghatunk szaz egeret, mert pl. ragcsaléirtassal foglalkozunk.



Formulak

Az elébbiekben A és B logikai valtozok (masképpen itéletvaltozok)
voltak. Ha egy allitast formalizalunk, akkor elészdr megkeressiik a
primitéleteit (,cica vagyok”, stb.), azaz azokat az itéleteket, melyek
nem tartalmaznak logikai miveleteket. A primitéleteket ezutan
osszekapcsolhatjuk a logikai miiveleteink segitségével, hogy
Osszetett logikai formulat kapjunk.



Formulak

Legyen n természetes szam, és legyenek Ay, ..., A, itéletvaltozok,
azaz olyan valtozok, melyek itéleteket jeldlnek.

O Az itéletvaltozok egyben formulak is.
@ Ha F és G két formula, akkor (=F), (F A G), (F VvV G),
(F — G), (F +» G) mindegyik formula.

© Az itéletkalkulus minden formulajat megkaphatjuk a fenti két
szabaly véges sokszori alkalmazasaval.




Ahogy szamtanban ,er6ésebb” a szorzas, mint az dsszeadas
(2%342=8#2%(3+2) =10), tgy a logikai miveletek kozétt is
létezik precedencia, azaz ,er6sorrend”’. Ennek hasznalatat megfelels
zardjelezéssel el lehet keriilni, mi igy tesziink. Ezzel egyiitt néha
elhagyunk egyes zaréjeleket, ha ez nem befolyasolja a megértést.



Formalizalasi példa

Ha esik az es6 vagy nem taldlom a tenisziitémet, akkor nem
megyek teniszezni.

Primitéletek: A = esik az es6; B = megtalalom a tenisziitém; C =
elmegyek teniszezni

Az itéletkalkulusbeli formula:

(AV(=B)) = (=€)



Formula kiértékelése:

A valtozék helyébe | vagy H keriil, az eredmény az igazsagérték. A
kiértékelést elvégezhetjiik igazsagtablazat segitségével is. Az el6z6
formulaban harom logikai valtozé szerepel, igy a tablazatnak nyolc
sora lesz. Altalaban igaz, hogy k logikai valtoza formulanal 2% sor
kell az igazsagtablazathoz.
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|A[B|C]-B|-C|]AV(=B)|(AV(-B))— (=0) |




Logikai ekvivalencia

Legyen F és G két formula. Azt mondjuk, hogy F és G logikailag
ekvivalensek, ha értékiik a logikai valtozoéik barmely kiértékelésénél
megegyezik. Jele: F = G.

Az ekvivalencia algoritmikusan kiszamolhaté, csak az
igazsagtablazatot kell elkésziteni, és Gsszehasonlitani az Gsszes
sorban az utolsé oszlopban lévé értékeket.

De Morgan-szabalyok:

(—A) V (<B) = ~(A A B)

-(AV B) = (-A) A (—B)



De

Morgan-szabaly ellenérzése

Nézziik meg mondjuk az elsé6 De Morgan-szabalyt:

(=A)V (=B) = —(AAB)
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Mivel a két utolsé oszlop megegyezik, igy a két formula valéban

ekvivalens.



Még példa ekvivalens formulakra

A— B=(-A)VB

Ehhez el sem kell késziteniink az igazsagtablazatot. Tudjuk, hogy
az A — B implikacié pontosan akkor hamis, ha A igaz és B hamis.
A diszjunkci6 pedig pontosan akkor hamis, ha mindkét tagja hamis.
Tehat a fenti diszjunkcié pontosan akkor hamis, ha A igaz és B
hamis, és igy megvan az ekvivalencia az implikaciéval.

A« B=(A— B)A(B— A)

A fenti ekvivalencia is belathaté igazsagtablazat nélkiil, ezt a
hallgatésagra bizom.



Egy K logikai formula kléz (angolul clause), ha a kdvetkezé alaka:
K=A1AN...NA;,

ahol A; minden i-re egy logikai valtoz6 vagy annak negaltja.
Példa:

K=(-A)ABANCA(-H)AQ



Diszjunktiv normalformak

A diszjunktiv normalforma vagy réviden DNF a kovetkezd alaki
logikai formula:

D=KiVKyV...VK,

(r > 1), ahol az egyes K-k klézok.
Példa:

D =(AA(=B) A C)\/ ((=F) A (=G) A (-A) A B)



Minden itéletkalkulusbeli formuldhoz felirhaté egy azzal ekvivalens
DNF.

A tétel bizonyitasa nem nehéz. Megadunk egy algoritmust, amellyel
a DNF kiszamolhaté. Az algoritmus roviden leirhato.

O celkészitjitk a kérdéses formula igazsagtablazatat

@ a tablazatban kikeressiik azokat a sorokat, amelyek igaz
kiértékelésekhez tartoznak

© minden ilyen sorhoz tartozik a logikai valtozéknak egy
igazsagértéke (| vagy H); ezekhez a sorokhoz kl6zokat
rendeliink

@ egy ilyen sor kl6za a kdvetkezsképpen épiil fel: minden valtozé
szerepel benne; ha | abban a sorban, akkor a valtozot irjuk le,
ha H, akkor a negaltjat, majd ezeket ,dsszeéseljiik”

@ végiil az igy kapott klézokat ,8sszevagyoljuk"



Egy példa DNF kiszamolasara

Legyen a formula az F = (AV (—=B)) — (—C), ennek
igazsagtablazata a kovetkezé (mar kiszamoltuk):
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Egy példa DNF kiszamolasara

Most bejeldljiik a tablazat azon sorait, melyekre igaz az F.
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Ot sorhoz fogunk klézt rendelni, tehat a DNF-ben &t kléz fog
szerepelni. A klézok:

Ki=AABA(=C)

Ky = AN (=B) A (=C)
Kz =(-A)ABAC
Ky = (mA)AB A (=C)
Ks = (mA) A (=B) A (=C)

Végiil a DNF:
D=KiVKyVK3VKyV Ks

Ellenérizhets, hogy D = (AV (=B)) — (—=C).



