MMNM13G: FELCSOPORTELMELET
FELADATOK
(202021 GSz1 FELEV)

Minden témakorhoz ajanlatos megnézni a John M. Howie ,Fundamentals of
Semigroup Theory” c. monografidjaban 1év§ gyakorlo feladatokat. Ezek egy
része tanulsagos, de nagyon egyszert, ezért az aldbbiakban megjeloljiik, melyek
adhatok be, és hany pontot érnek. Minden témakorhoz tovabbi beadhato6 fel-
adatokat adunk meg.

1. PELDAK, BEVEZETO FOGALMAK ES OSSZEFUGGESEK

A beadhato feladatok sorszamai a Howie-monografia 1. fejezetébdl (37-44. o.):
(*): 3., 12., 14., 16-19.;
(**): 4., 5., 20., 21.

1.1. Feladat. (***)
Legyen S olyan félcsoport, amelyben az ab = cd egyenl&ségbdl a = ¢ vagy
b = d kovetkezik minden a, b, c,d € S esetén. Igazolja, hogy S balzér6- vagy
jobbzéro-félcsoport.

1.2. Feladat. (***)

(1) Oldja meg a Howie-monografia 1. fejezetének 7. feladatat, és igazolja,
hogy a Ty, = Tj12,...n} (n > 3) félcsoportnak nincs legfeljebb kételemii
generatorrendszere.

(2) Mutassa meg, hogy S,, U {a} generalja T),-et tetszSleges olyan a € T,
esetén, amelynek képhalmaza n — 1 elemi.

1.3. Feladat. (**)

Oldja a Howie-monografia 1. fejezetének 13. feladatat, valamint vizsgilja meg,
hogy mely P, (n € N) félcsoportoknak van legfeljebb haromelemt generator-
rendszere.

1.4. Feladat. (***)
Bizonyitsa be, hogy az (N;+) félcsoport minden részfélcsoportja végesen ge-
neralt.

1.5. Feladat. (**)
Hatéarozza meg az M (m,r) véges ciklikus félcsoport Osszes kongruenciajat, va-
lamint izomorfiatol eltekintve az 6sszes homomorf képét.

1.6. Feladat. (***)
Hatarozza meg a biciklikus félcsoport Osszes kongruenciajat, valamint izomor-
fiatol eltekintve az Gsszes homomorf képét.

1.7. Feladat. (**)
Legyen A tetsz6leges nemiires halmaz.
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(1) Hatarozza meg az A' szabad félcsoport minimélis generdtorrendszereit
és automorfizmusait. Melyik ,ismert” csoporttal izomorf az automor-
fizmuscsoport?

(2) Igazolja, hogy van olyan részfélcsoportja AT-nak, amely nem szabad.

(3) Mutassa meg, hogy ha A legalabb kételemii, akkor A*-nak van megszam-
lalhatoan szabadon generalt részfélcsoportja.

1.8. Feladat. (**)

Bizonyitsa be, hogy az AT szabad félcsoport egy T' részfélcsoportja pontosan
akkor szabad, ha rendelkezik a kovetkez§ tulajdonsaggal: valahanyszor ab = cd
valamely a,b,c,d € T elemekre, mindannyiszor a = b, a = bu vagy b = au
teljesiil valamely u € T esetén.

1.9. Feladat. (**)
Adjon meg tetszbleges derékszogi koteget definiald relaciokkal oly médon, hogy
a megadott generatorrendszer és relacidhalmaz is minimaélis legyen.

2. GREEN-RELACIOK, REGULARIS FELCSOPORTOK

A beadhato feladatok sorszamai a Howie-monografia 2. fejezetébdl (60-64. o.):
(*): 1., 2., 13., 20.-23.;
(**): 6., (7.48.49.), (16.4+18.), 19.

2.1. Feladat. (**)
Legyen S félcsoport és H tetszoleges H-osztaly S-ben. Definialjuk a T'(H) =
{x € S' : Hx C H} halmazt, és tekintsiikk minden z € T(H) esetében a
0z € Tgs transzformacio v, megszoritasat H-ra. Jelolje I'(H) a{v, : x € T(H)}
részhalmazt Tr-ban. Igazolja a kovetkezoket:
(1) T'(H) permutaciocsoport a H halmazon, melynek neve: a H H-osztaly
Schiitzenberger-csoportja;
(2) [T(H)| = |H];
(3) ha H csoport H-osztély, akkor T'(H) izomorf H-val,
(4) ha a H' H-osztaly ugyanabban a D-osztalyban van, mint H, akkor
['(H') izomorf I'(H)-val.

2.2. Feladat. (***)

Adjon meg olyan félcsoportosztalyt, amely tartalmazza a periodikus félcso-
portokat és azokat is, amelyekre teljesiil a miny, és ming feltétel, és amelyben
érvényes a D = J egyenlGség. [Mas szoval: keressen kozos bizonyitast a Howie-
monografia 2.1.4. és 2.1.5. Allitasaira.|

2.3. Feladat. (***)
Bizonyitsa be az alabbi allitasokat (az L£* és R* relacio definiciojat lasd a
Howie-monografia 2. fejezetének 7. és 9. feladataban):

(1) Ha S részfélesoport az S regularis félesoportban, akkor az S-beli £
(ill. R) relacio S-re valoé megszoritasa benne van az S-beli £* (ill. R*)
relacioban.

(2) Forditva, tetszéleges S félcsoporthoz létezik olyan S; (ill. S,) regularis
félesoport, amelynek £ (ill. R) relacioja megszoritva S-re éppen az S-
beli £* (ill. R*) relaciot adja.
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2.4. Feladat. (*)
Igazolja a Howie-monografia 2. fejezet 19. feladatanak analogonjat az Ty szim-
metrikus inverz félcsoportra.

2.5. Feladat. (**)

Bizonyitsa be, hogy ha egy félcsoport valamely J-osztalya tartalmaz olyan
kiilonbo6zé e, f idempotens elemeket, amelyekre ef = fe = f, akkor ez a J-
osztaly tartalmaz biciklikus részfélcsoportot.

2.6. Feladat. (™)
Adjon meg olyan félcsoportot, amelyben valamely [J-osztaly tartalmaz regu-
laris és irregularis D-osztélyt is.

2.7. Feladat. (*)

Legyen S reguléris félcsoport, és legyen p kongruencia S-en. Jelolje F az S
idempotens elemeinek halmazat. Mutassa meg, hogy E akkor és csak akkor
van benne egy g-osztalyban, ha g csoportkongruencia S-en.

2.8. Feladat. (*)
Igazolja, hogy a Howie-monogréfia 2. fejezet 21. feladataban bizonyitando al-
litds megforditdsa nem igaz altalaban.

2.9. Feladat. (*)

Azt mondjuk, hogy az S regularis félcsoport A részhalmaza zdrt a konjugdldsra,
ha tetszGleges s € S és s’ € V(s) esetén s'As C A. Mutassa meg, hogy minden
reguléris félcsoportban van legsziikebb olyan részfélcsoport, amely tartalmazza
az Osszes idempotens elemet, és zart a konjugalasra. Tovabbé igazolja, hogy ez
a részfélcsoport regularis.

3. 0-EGYSZERU FELCSOPORTOK

A beadhato feladatok sorszamai a Howie-monogréafia 3. fejezetébdl (95-100. o.):
(*): (1.4+2.), 5., 13, 17,
(*): 3., 4., 18.
(***): 21.

3.1. Feladat. (***)
Bizonyitsa be, hogy minden félcsoport beagyazhato egyszerti monoidba. (Otlet:
gondoljon a 2.5. Feladatra.)

3.2. Feladat. (**)
Tekintsiik az S = M°[G; I, A; P] Rees-métrix félcsoportot, ahol P nem feltét-
lentil regularis szendvics matrix.
(1) Igazolja, hogy az S félcsoport akkor és csak akkor regularis, ha P re-
gularis.
(2) Irjale az S félcsoport Green-relacioit.

3.3. Feladat. (**)

Mutassa meg, hogy tetsz@leges S félcsoport esetén ekvivalensek a kovetkezd
feltételek:

(1) S teljesen 0-egyszerii félcsoport, és Eg félhalo,
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(2) S izomorf egy olyan MC[G; I, I; E] Rees-matrix félcsoporttal, ahol G
tetszdleges csoport, I tetsz6leges halmaz, E pedig az I x I tipust egység-
matrix.

Az MY[G; 1, T; E] félcsoportot Brandt-félcsoportnak nevezziik, és B(G, I)-vel is
jeléljiik.
3.4. Feladat. (**)

Bizonyitsa be, hogy tetszfleges S félcsoport esetén ekvivalensek a kovetkezd
feltételek:

(1) S teljesen egyszert,

(2) S regularis, és minden e € Eg-re eSe részcsoport S-ben;

(3) S-en van olyan p kongruencia, amelyre S/ derékszogi koteg, és minden
p-osztaly részcsoport S-ben,

(4) H kongruencia S-en, és S/H derékszogi koteg.

3.5. Feladat. (*)
(1) Oldja meg a Howie-monografia 3. fejezetének 7. feladatat, ahol gy,i; =
-1 -1
DXiPyy; PugPy; -
(2) Altalanositsa az (1)-beli allitast teljesen 0-egyszerii félcsoportokra.

3.6. Feladat. (**)
Ha egy félcsoport izomorf valamely csoport és derékszogi koteg direkt szorza-
taval, akkor derékszdgd csoportnak hivjuk. Igazolja, hogy tetszsleges S fél-
csoport esetén ekvivalensek a kovetkezs feltételek (lasd a Howie-monografia 3.
fejezetének 8. feladatat):

(1) S derékszogi csoport,

(2) S olyan teljesen egyszerti félcsoport, amelyben Eg részfélcsoportot alkot

(azaz S teljesen egyszerii ortodox félcsoport),
(3) S olyan regularis félcsoport, amelyben Fg derékszogii részkoteget alkot.

3.7. Feladat. (**)

Mutassa meg, hogy egy véges S félcsoport pontosan akkor teljesen egyszert, ha
létezik olyan r € N, amelyre S teljesiti a kovetkezs két azonossagot: z™ 1 =z
és (zyx)" = a”.

3.8. Feladat. (***)
Jelolje CS, (r € N) azon félcsoportok osztalyat, amelyek teljesitik az elz6 fel-
adatbeli két azonossagot. Adja meg azonossagokkal az alabbi részosztalyokat:
(1) azon S € CS, félcsoportok osztélya, amelyekben a maximalis részcso-
portok Abel-félék,
(2) azon S € CS, félcsoportok osztalya, amelyek olyan M[G; I, A; P| Rees-
métrixfélcsoporttal izomorfak, ahol P normalizlt, és elemei G cent-
ruméaban vannak.

3.9. Feladat. (***)
Jelolje By azt a B(G,I) Brandt-félesoportot (last a 3.3. Feladatot), Ay pedig
azt az M°[G; I, I; P] Rees-matrixfélcsoportot, ahol G' = {1} trivialis csoport,

I ={1,2}, valamint
10
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Legyen S olyan véges reguléris félcsoport, amely nem all el részcsoportjainak
egyesitéseként (azaz amely nem teljesen regularis). Bizonyitsa be, hogy Ay vagy
By elGall S valamely részfélcsoportjanak homomorf képeként. Ha specidlisan
Eg részfélcsoportot alkot S-ben (azaz ha S ortodox), akkor mindig az utobbi
teljestil.

3.10. Feladat. (**)

Legyen T' = M[S; I, A; P] a Howie-monografia 3. fejezetének 17. feladata el6tt
leirt elemben. Igazolja, hogy ha S regularis félcsoport, akkor T regularis ele-
meinek halmaza reguléris részfélcsoportot alkot T-ben.

3.11. Feladat. (**)
Oldja meg a Howie-monografia 3. fejezetének 19. feladatat abban a javitott for-
méban, ahol a megadott idempotensek a kovetkezsk: (1,1,1),(1,1,2),(2,1,2),

(2,p,1).

4. TELJESEN REGULARIS ES INVERZ FELCSOPORTOK

A beadhato feladatok sorszamai a Howie-konyv 4. fejezetébdl (138-142. o.):
(*): 2., 8
(**): 1., 3., 5., 9.1, 18.2

A beadhat6 feladatok sorszamai a Howie-konyv 5. fejezetébdl (211-219. o.):
(*): 2., 4.
(**): 6., 8.

4.1. Feladat. (**)
Igazolja, hogy ha egy S félcsoport derékszogi csoportok félhaloja, akkor S
ortodox (azaz Eg részfélcsoport S-ben).

4.2. Feladat. (***)

(1) Oldja meg a Howie-monografia 4. fejezetének 17. feladatat.

(2) Mutassa meg, hogy az el6zSekben igazolt tulajdonsag nem elegendd
ahhoz, hogy a félcsoportot egyetlen valodi részhalmaza se generalja.

(3) Irja le pontosan azoknak a félcsoportoknak a szerkezetét, amelyeket
egyetlen valodi részhalmazuk sem general.

4.3. Feladat. (***)
Bizonyitsa be, hogy tetszGleges B koteg esetén ekvivalensek az alabbi tulaj-
donsagok:
(1) B normalis koteg (1asd a Howie-monografia 4. fejezetének 18. feladatat),
(2) tetszOleges e € B esetén {b € B : b < e} részfélhalé B-ben,
(3) B izomorf derékszogl kotegek erds félhalojaval.

4.4. Feladat. (***)

Azt mondjuk, hogy egy koteg requldris, ha teljesiti az ryzx = xyxzr azonossa-
got. Igazolja, hogy egy kiteg akkor és csak akkor regularis, ha rajta az £ és R
relaciok kongruenciék.

114sd a Howie-monogréfia 2. fejezetének 21. feladatéat.
2Egy koteget normdlisnak hivunk, ha teljesiti az ryzax = xzyzr azonossagot.
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A csoportok szemidirekt szorzatdhoz hasonldéan definidlhatjuk tetszdleges
félcsoport szemidirekt szorzatdt valamely csoporttal. Legyen K félcsoport, és
legyen G olyan csoport, amely (balrol) hat K-n, azaz adott egy p: G — Aut* K
homomorfizmus, ahol Aut* K a K félcsoport automorfizmusainak, mint balrol
irt leképezéseknek a csoportja. Szokasos modon tetszéleges a € K és g € G
esetén Ja jeloli a (gyp)a elemet. A K X, G szemidirekt szorzat alaphalmaza a
K x G Descartes-szorzat, a szorzast pedig az (a, g)(b,h) = (a - 9, gh) képlet
definialja. Konnyen ellendrizhets (tegye meg!), hogy K x, G félcsoport. A
hatasnak nem mindig adunk nevet, ilyenkor ,,x” indexe elmarad.

4.5. Feladat. (**)

Az el6z6 konstrukeié bal-jobb dudlisa G x, K, az tn. ,forditott” szemidirekt
szorzat. Legyen adott egy K félcsoport, egy G csoport és annak egy ¢ bal
oldali hatasa K-n. Bizonyitsa be, hogy van G-nek olyan jobb oldali ¢ hatasa
K-n, amelyre G x, K izomorf K x, G-vel. (A Csoportelmélet targyban a
Sforditott” szemidirekt szorzatot vezettiik be szemidirekt szorzat néven. Az
allitas azt mutatja, hogy a két konstrukeio altalanosabban is egyenékd.)

4.6. Feladat. (**)
Legyen G csoport, Y pedig olyan félhald, melyen G (balrol) hat.

(1) Hatéarozza meg az Y x G szemidirekt szorzat idempotens elemeit, Gsszes
elemének inverzét, valamint a Green-féle £ és R relaciokat.

(2) Mutassa meg, hogy Y x G pontosan akkor egységelemes, ha Y-ban van
legnagyobb elem.

(3) Igazolja, hogy Y x G E-unitér! inverz félcsoport, és a masodik projekcio
(ami nyilvin homomorfizmus) altal indukalt kongruencia a legkisebb
csoportkongruencia Y x G-n.

4.7. Feladat. (***)
Bizonyitsa be, hogy tetszéleges M inverz monoidra ekvivalens az alabbi két
tulajdonsag:
(1) Tetszoleges a € M esetén létezik olyan h € Hy, amelyre a < h. (Itt H;
az M egységelemének H-osztalya.)
(2) M elsall az E)y féelhalonak a H; csoporttal vett valamely szemidirekt
szorzatdanak homomorf képeként.

5. FUNDAMENTALIS ES E-UNITER INVERZ FELCSOPORTOK

A beadhato feladatok sorszamai a Howie-konyv 5. fejezetébdl (211-219. o.):
(*): 11.(a),(b), 13., (31.(b)+35.);
(*): 10.(a)(f), 14., 15., (22.+-23.), 32.
(**): (36.+37.4+38.)

5.1. Feladat. (**)
Igazolja, hogy tetszéleges S inverz félcsoportban minden a, b elemre ekvivalensek
az alabbiak:

(1) aod,

(2) ab~! € Kero,

(3) a='b € Kero.
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5.2. Feladat. (**)

(1) Mutassa meg, hogy egy S inverz félcsoport pontosan akkor egyszert,
ha tetszéleges e, f € Eg esetén létezik olyan €' € Eg, amelyre ¢’ < ¢ és
e€Df.

(2) Igazolja a Howie-monografia 5. fejezetének 31.(a) feladatat.

5.3. Feladat. (*)
Mutassa meg, hogy tetszdleges S inverz félcsoport esetén ekvivalensek a kovet-
kezdk:

(1) S E-unitér,

(2) S-nek van idempotenstiszta (idempotent pure) csoportkongruenciaja.
Tovabba bizonyitsa be az E-unitér inverz félcsoportokra vonatkozé struktaraté-
tel alkalmazésa nélkiil, hogy minden F-unitér .S inverz félcsoportban teljesiilnek
a kovetkezok tetszéleges a,b € S esetén:

(3) az a, b elemeknek pontosan akkor van kozos also korlatja S-ben a ter-
meészetes részbenrendezésre nézve, ha ao b,

(4) ha az a, b elemeknek van kozos also korlatja S-ben a természetes részben-
rendezésre nézve, akkor van legnagyobb kozos alsé korléatja is.

5.4. Feladat. (**)

Bizonyitsa be, hogy egy inverz monoid akkor és csak akkor E-unitér és fak-
torizdlhat6, ha izomorf egy egységelemes félhéldé csoporttal vett szemidirekt
szorzataval. (Léasd a 4.7. Feladatot.)

5.5. Feladat. (**)
Bizonyitsa be, hogy minden E-unitér inverz félcsoport beagyazhat6 félhalo cso-
porttal vett szemidirekt szorzataba. (Segitség: ha S = M(G,X,)Y), akkor a
szemidirekt szorzatnal a csoport valaszthatoé G-nek, a félhalonak pedig ,tartal-
maznia kell” X-et.)



