Kutatasi €s szakdolgozati témakiirasok

Az aldbbi tabldzatban Osszefoglaltam, hogy az egyes témakoroket kiknek ajdnlom:

Cim BSc | MSc | Kutatas | UNKP | Kozépiskolas
Domindlasi problémak grafokon v v v v v
Szinezési problémak a grafelméletben v v v v v
Grafok hatvanyai v v v v v
Gréfok, tulajdonsagaik és a spektrum kapcsolata | v/ v v v
Lef/og(/) pon'thal/mazok Vegeis v v v v
elemszdmu projektiv geometridkban
Er&sen reguldris grafok és blokkrendszerek v v v v
Iranyitdsok (Frank szam) v v Vv v v

A tovédbbiakban egy kicsit részletesebben irok az egyes témakorokrdl, de nem célom a leirdso-
kat egy-egy konkrét témadra lesziikiteni. Azt gondolom, hogy az érdekl6d6 hallgatokkal személyesen
konzultdlva k6zosen taldlunk majd az adott témakoron beliil olyan irdnyt, amerre érdemes egyiitt
elindulni.

Az altalam kindlt témakorokhoz kifejezetten ajanlott konyveket itt foglalndm Ossze, ezeket érte-
lemszertien tobb témakorhoz is felsorolhattam volna:

Ajanlott irodalom

[BondyMurty] J.A. Bonpy, U.S.R. Murty, Graph theory. Springer (2008)

[Diestel] R. Diester, Graph theory. Springer-Verlag New York (1997)

[BrouwerHaemers] A.E. BRouwer, W.H. HAEMERS, Spectra of graphs. Springer (2011)
[GodsilRoyle] C. GopsiL, G.F. RoyLE, Algebraic graph theory. Springer New York (2001)
[Jungnickel] D. Jungnickir, Graphs, Networks and Algorithms. Springer-Verlag Berlin H. (2013)

[KissSzonyi] Gy. Kiss, T. Sz6ny1 Véges geometridk. Polygon kiado, Szeged (2001)



Dominalési problémék grafokon

Egy G(V, E) graf D C V csticshalmazit domindlonak nevezziik, ha minden cstcsra teljesiil, hogy
D-beli vagy létezik olyan szomszédja, ami D-beli. A fenti alapfogalomnak szamos tovabbi valtozata
ismert, €s legtobbjiiknek médra mar hatalmas irodalma van. A témakor masik nagy szelete a grafokon
jatszhat6 kétszemélyes domindlasi jatékok vildga.

Cél lehet bizonyos domindlasi fogalmak/jatékok korbejarasa és a mar ismert eredmények Ossze-
foglaldsa. Barki szdméra megérthetd kutatdsi kérdések akadnak béven, 1ényegében semmilyen alapo-
zas nem sziikséges ahhoz, hogy a problémakkal el lehessen kezdeni foglalkozni.

Kedvcsinalok

[1] W. Gopparp, M.A. HenNING, Independent domination in graphs: A survey and recent results,
Discrete Mathematics, Volume 313, Issue 7 (2013), 839-854.

[2] M.A. HENNING, A survey of selected recent results on total domination in graphs, Discrete Ma-
thematics, Volume 309, (2009), 32—63.

[3] Cs. Buitas, B. PaTkOs, Zs. Tuza, M. Vizer, Domination game on uniform hypergraphs, Discrete
Applied Mathematics, Vol. 258, (2019), 65-75.



Szinezési problémak a gratelméletben

A grafok alapvet$ szinezésési problémadjaban a csicsokat/€leket szinezziik olyan médon, hogy
azonos szind csucsok/élek nem lehetnek szomszédosak/nem lehet k6zos csicsuk. Tipikusan az a mi-
nimdlis szinszdm az érdekes, amivel egy graf a fent leirt médon kiszinezhet6. Hipergrafok j6 szine-
z€sét tobbféleképpen is definidlhatjuk, s6t az tigynevezett kevert hipergrafok elméletében kiilonb6z6
hiperélekre akar eltér6 szabdlyok is vonatkozhatnak.

Cél lehet bizonyos csucs- vagy élszinezési eredmények/cikkek megértése és néhany témakor
Osszefoglaldsa. A kutatdsi problémak mindenki szdmadra vildgosan érthetdek, 1ényegében semmilyen
alapozds nem sziikséges ahhoz, hogy a problémaédkkal el lehessen kezdeni foglalkozni.

Kedvcesinalok

[1] Zs. Tuza, Graph colorings with local constraints — A survey, Discussiones Mathematicae —
Graph Theory, Vol. 17, No. 2 (1997), 161--228.

[2] E CHang, Y. Liang, Z. Pan, X. Znu, Antimagic Labeling of Regular Graphs, Journal of Graph
Theory, Vol. 82, Issue. 4 (2016), 339--349.

[3] A.KostocHka, X. Liu, Packing (1,1,2,4)-coloring of subcubic outerplanar graphs, arXiv preprint
arXiv:2005.04803v1

[4] V.I. VorosHin, Coloring Mixed Hypergraphs: Theory, Algorithms and Applications. Amer. Ma-
th. Soc. Providence (2002)



Grafok hatvanyai

Egy egyszer(i G(V, E) iranyitatlan graf k-adik hatvanyat G*-val jeloljiik. G* szintén egy egyszer(
graf, aminek csticsai megegyeznek G csticsaival, viszont G*-ban két cstics kozott iranyitatlan €l fut,
ha G-ben a két cstics tdvolsaga legfeljebb k. A fogalom irdnyitott grafokra is definidlhato.

A T fa k-adik levélhatvanya az a G graf, aminek csucsai 7" levelei és két cstics kozott €l fut, ha
T-ben a két megfelels levél tavolsdga legfeljebb k. Azaz G nem mds, mint a T* hatvanygrafnak a T
levelei 4ltal feszitett részgrafja. Konnyen beldthat6 példdul, hogy a G graf 2-levélhatvany pontosan
akkor, ha teljes részgrafok diszjunkt unidjaként all eld.

Cél lehet a kiilonboz6 fogalmak bemutatdsa €s az alapvetd megfigyelések 0sszefoglaldsa. Az ér-
dekl6ddk szamadra izgalmasnak igérkez6 kutatasi kérdések is akadnak.

Kedvcesinalok

[1] A. Pokrovskiy, Edge growth in graph powers, Australasian Journal of Combinatorics, Volume
58(2), (2014), 347-357.

[2] M. DEVos, J. McDonaLD, D. ScHeIDE, Average degree in graph powers, J. Graph Theory, Volume
72(1), (2013), 7—18.

[3] N. NisuiMura, P. Ragpg, D.M. THiLikos, On Graph Powers for Leaf-Labeled Trees, Journal of
Algorithms, Vol. 42(1), (2002), 69-108.



Grafok, tulajdonsagaik €s a spektrum kapcsolata

Egy G(V, E) graf adjacencia matrixdanak sajatértékeit (multiplicitdsokkal egyiitt) a graf spektruma-
nak nevezziik. Izgalmas kérdés az, hogy vajon mik azok a G grafok, amiket meghataroz a spektrumuk?
Azaz ha barmelyik mésik H graf spektruma megegyezik G-ével, akkor G = H, vagyis izomorfak. To-
vabbi érdekes problémakat kapunk, ha azt vizsgaljuk, hogy melyik griftulajdonsdgok (pl. maximalis
fokszam, kromatikus szam, van-e benne teljes parositas, stb.) azok, amiket meghataroz a spektrum?

Cél lehet a spektralis grafelméleti alapozas utdn az ismert eredmények attekintése és ijabb irdnyok
bemutatdsa. Vannak nyitott kérdések a fent emlitett kérdéskorokben is, amikhez a linedris algebrai
alapismeretek elsajatitdsa javasolt.

Kedvcsinalok

[1] C.D. Gobsi., B.D. McKay, Constructing cospectral graphs, Aequationes Math. Volume 25,
(1982), 257-268.

[2] E.R. van Dam, W.H. Haemers, Which graphs are determined by their spectrum? Linear Algebra
and its Applications, Volume 373, (2003), 241-272.

[3] M. Doos, W.H. HaemEers, The complement of the path is determined by its spectrum, Linear
Algebra Appl., Vol. 356, (2002), 57-65.

[4] H. LiN, X. Liu, J. XuE, Graphs determined by their A,-spectra, Discrete Mathematics, 342(2),
(2019), 441-450. (https://arxiv.org/abs/1709.00792)


https://arxiv.org/abs/1709.00792

Lefogd ponthalmazok véges elemszamu projektiv
geometridkban

Véges elemszamu projektiv sikokrdl €s terekr6l minden sziikséges informécié megtaldlhaté a
[KissSzonyi] konyvben. Ezek az illeszkedési struktirdk a matematika szdmos kiilonb6zd teriiletén
el6keriilnek izgalmas példdkként. Teljesiil benniik a dualitds elve (a pontok és egyenesek szerepe
felcserélhetd), €s igen szimmetrikusak. Vizsgalhatunk benniik lefogé ponthalmazokat, iveket, irany
problémat, amikhez felhasznalhatunk kombinatorikus megfigyeléseket, vagy algebrai mddszereket:
példaul a Rédei-polinomokat.

Cél lehet az axiomatikus bevezetés utdn valamely konkrétabb témakor (pl. lefogé ponthalmazok)
részletes ismertetése, vagy az alapvetd és a bonyolultabb mddszerek megértése €s attekintése. Az
egyetemen a Véges Geometria szemindrium keretén beliil sok izgalmas, friss eredménnyel ismerked-
hetiink meg, és mi magunk is taldlhatunk érdekes nyitott problémakat.

Kedvcsinalok

[1] J.W.P. HirscHFELD, Projective Geometries over Finite Fields, Clarendon Press, Oxford, (1999)

[2] L. Répel, Liickenhafte Polynome iiber endlichen Korpern. Birkhduser Verlag, Basel, (1970)
(English translation Lacunary polynomials over finite fields, North Holland, 1973)

[3] A. Broknuis, A.E. BRouwer, T. Sz6nv1, Zs. WEINER, On g-analogues and stability theorems.
Journal of Geometry, Volume 101(1-2), (2011), 31-50.

[4] Z.L. BLAzsik, T. HEGeR, T. Sz6NY1, On the upper chromatic number and multiple blocking sets
of PG(n, q), Journal of Combinatorial Designs, Vol. 28 (2), (2020), 118-140.



Erdsen regularis grafok és blokkrendszerek

A G gréfot (n, k, A, ) paraméter( erdsen reguldris grafnak nevezziik, ha a csicsok szama n, a graf
k-reguléris, és barmely két 6sszekotott pont kozos szomszédainak szama A, barmely két 6sszekotetlen
pont kozos szomszédainak a szama pedig u. A (P, B, I) egyszerd illeszkedési struktirat 2 — (v, k, A)-
blokkrendszernek nevezziik, ha |P| = v, minden B € B blokkra teljesiil, hogy |B| = k, azaz k-uniform,
és barmely két pont pontosan A blokkban van benne egyszerre. Ha 4 = 1, akkor megkapjuk a hires
Steiner-rendszereket.

Cél lehet az illeszkedési strukturdk alapvetd Osszefiiggéseinek feltdrasa, majd a két fogalom ko-
zotti kapcsolat megértése és bemutatdsa. Tovabba a dolgozat dllhat a Steiner-rendszerek szamos tulaj-
donsdgédnak sorravételezésébdl is. Steiner rendszerekkel kapcsolatos kutatdsi kérdéseken is gondol-
kozhatunk.

Kedvcsinalok

[1] Tu. BEtH, D. JungNickeL, H. LEnz, Design Theory I-11, Cambridge University Press, (1999)

[2] R. C. Bosg, Strongly regular graphs, partial geometries and partial balanced designs, Pacific J.
Math., 13 (1963), 389-—419.

[3] T. Sz6nv1, Szimmetrikus struktirak, (2013)
http://etananyag.ttk.elte.hu/FilLeS/downloads/_SZONYI_Szimm_strukt.pdf


http://etananyag.ttk.elte.hu/FiLeS/downloads/_SZONYI_Szimm_strukt.pdf

Iranyitasok (Frank szam)

Tekintsiink egy G(V, E) irdnyitatlan grafot, és irdnyitsuk meg mindegyik é1ét az egyik végpontjatdl
a masik felé. Az igy kapott graf egy irdnyitott graf, méghozza a G iradnyitatlan graf egy lehetséges
megirdnyitdsa. Az irdnyitott grafok is teljesen természetesen el6forduld struktirdk a valds életbdl
szarmaz0 alkalmazasokban, ezért mara mar hatalmas irodalmuk van. Szeretnék viszont kiemelni egy
viszonylag friss témakort, amiben szamos érdekes kutatdsi kérdés var még megvélaszolasra.

Egy irdnyitast er6sen 0sszefiiggdnek neveziink, amennyiben barmely csticsbol barmelyik masikba
eljuthatunk irdnyitott iton. Robbins tétele azt mondja ki, hogy egy irdnyitatlan grafnak pontosan ak-
kor 1étezik erésen Osszefiiggd irdnyitdsa, ha G maga kétszeresen €losszefiiggs. Ennek altalanositdsa
Nash-Williams tétele ami kimondja, hogy G-nek pontosan akkor létezik k-szorosan erdsen Osszefiig-
g0 iranyitasa (azaz barmely k — 1 €l torlése utan is még erdsen Osszefiiggd), ha G maga 2k-szorosan
élosszefiiggd. Igy ha G 3-szorosan élosszefiiggd, akkor egy erdsen dsszefiiggd irdnyitdsdra tekinthet-
jik azokat az €leit, amik torlése esetén a visszamarad¢ irdnyitott graf még mindig erésen Osszefiiggd.
Ezeket az éleket elhagyhatonak nevezziik.

Egy 3-élosszefiiggd graf esetén vegyiink néhdny megirdnyitasat tgy, hogy a graf minden éle
legalabb az egyik irdnyitdsban elhagyhato legyen. Egy rogzitett G-re az ehhez sziikséges minima-
lis szadmu irdnyitds szdma a G Frank szama. A cél lehet ennek a Frank szamnak vizsgalata konkrét
3-élosszefiiggd grafokra szamitogéppel, illetve dltalanos 3-él6sszefiiggd grafokra a Frank szam ismert

becsléseinek javitdsa. Tovabb4 az dltalunk megtalélt végtelen sok példatdl eltérd tjabb példa keresése,
aminek Frank szdma épp 3. Illetve a kérdés altalanosithaté magasabb Osszefiiggdség esetére.

Kedvcsinalok
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